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आमुख
राçĚȣय पाɫयचया[ कȧ Ǿपरेखा (2005) सुझाती है ͩक बÍचɉ के èकूलȣ जीवन को बाहर के 
जीवन से जोड़ा जाना चाǑहए। यह ͧसɮधांत ͩकताबी £ान कȧ उस ͪवरासत के ͪवपरȣत है 
िजसके Ĥभाववश हमारȣ åयवèथा आज तक èकूल और घर के बीच अतंराल बनाए हुए है। 
नई राçĚȣय पाɫयचया[ पर आधाǐरत पाɫयĐम और पाɫय पुèतकɅ  इस बुǓनयादȣ ͪवचार पर 
अमल करन ेका Ĥयास है। इस Ĥयास मɅ हर ͪवषय को एक मज़बूत दȣवार से घेर देने और 
जानकारȣ को रटा देने कȧ Ĥवृͪ ƣ का ͪवरोध शाͧमल है। आशा है ͩक ये कदम हमɅ राçĚȣय 
ͧश¢ा नीǓत (1986) मɅ वͨण[त बाल-कɅ Ǒġत åयवèथा कȧ Ǒदशा मɅ काफ़ȧ दरू तक ले जाएँगे।

इस Ĥय×न कȧ सफलता अब इस बात पर Ǔनभ[र है ͩक èकूलɉ के Ĥाचाय[ और 
अÚयापक बÍचɉ को कãपनाशील गǓतͪवͬधयɉ और सवालɉ कȧ मदद से सीखने और सीखने 
के दौरान अपन ेअनुभव पर ͪवचार करने का अवसर देते हɇ। हमɅ यह मानना होगा ͩक 
यǑद जगह, समय और आज़ादȣ दȣ जाए तो बÍच ेबड़ɉ ɮवारा सɋपी गई सूचना-सामĒी से 
जुड़कर और जूझकर नए £ान का सजृन कर सकते हɇ। ͧश¢ा के ͪवͪवध साधनɉ एव ंİोतɉ 
कȧ अनदेखी ͩकए जाने का Ĥमुख कारण पाɫय पुèतक को परȣ¢ा का एकमाğ आधार 
बनाने कȧ Ĥवृͪ ƣ है। सज[ना और पहल को ͪवकͧसत करन ेके ͧलए ज़Ǿरȣ है ͩक हम बÍचɉ 
को सीखने कȧ ĤͩĐया मɅ पूरा भागीदार मानɅ और बनाएँ, उÛहɅ £ान कȧ Ǔनधा[ǐरत खुराक 
का Ēाहक मानना छोड़ दɅ।

ये उɮदेæय èकूल कȧ दैǓनक िज़दंगी और काय[शलैȣ मɅ काफ़ȧ फेरबदल कȧ मागँ करते 
हɇ। दैǓनक समय-सारणी मɅ लचीलापन उतना हȣ ज़Ǿरȣ है, िजतना वाͪष[क कैलɅडर के अमल 
मɅ चुèती, िजसस ेͧश¢ण के ͧलए Ǔनयत Ǒदनɉ कȧ सÉंया हकȧकत बन सके। ͧश¢ण और 
मूãयांकन कȧ ͪवͬधया ँभी इस बात को तय करɅगी ͩक यह पाɫय पुèतक èकूल मɅ बÍचɉ 
के जीवन को मानͧसक दबाव तथा बोǐरयत कȧ जगह खुशी का अनुभव बनाने मɅ ͩकतनी 
Ĥभावी ͧसɮध होती है। बोझ कȧ समèया से Ǔनपटने के ͧलए उपलÞध समय का Úयान 
रखने कȧ पहले से अͬधक सचते कोͧशश कȧ है। इस कोͧशश को और गहराने के य×न मɅ 
यह पाɫय पुèतक सोच-ͪवचार और ͪवèमय, छोटे समूहɉ मɅ बातचीत एवं बहस और हाथ 
से कȧ जाने वालȣ गǓतͪवͬधयɉ को Ĥाथͧमकता देती है।



iv

एन.सी.ई.आर.टȣ. इस पुèतक कȧ रचना के ͧलए बनाई गई पाɫय पुèतक Ǔनमा[ण 
सͧमǓत के पǐरĮम के ͧ लए कृत£ता åयÈत करती है। पǐरषɮ इस पाɫय पèुतक के सलाहकार 
समूह के अÚय¢ Ĥोफ़ेसर जयतं ͪवçणु नारलȣकर और इस पुèतक के सलाहकार Ĥोफ़ेसर 
पवन कुमार जैन कȧ ͪवशषे आभारȣ है। इस पाɫय पुèतक के ͪवकास मɅ कई ͧश¢कɉ न े
योगदान Ǒदया; इस योगदान को संभव बनाने के ͧलए हम उनके Ĥाचायɟ के आभारȣ हɇ। 
हम उन सभी सèंथाओ ंऔर सगंठनɉ के ĤǓत कृत£ हɇ िजÛहɉन ेअपने संसाधनɉ, सामĒी 
तथा सहयोͬगयɉ कȧ मदद लेने मɅ हमɅ उदारतापूव[क सहयोग Ǒदया। हम, ͪवशेष Ǿप से 
माÚयͧमक एवं उÍचतर ͧश¢ा ͪवभाग, मानव संसाधन ͪवकास मğंालय ɮवारा, Ĥो. मणृाल 
ͧमरȣ और Ĥो. जी.पी. देशपांड ेकȧ अÚय¢ता मɅ गǑठत, राçĚȣय मानीटǐरगं सͧमǓत ɮवारा 
Ĥदƣ बहुमूãय समय एवं योगदान के ͧलए कृत£ हɇ। åयवèथागत सुधारɉ और अपने 
Ĥकाशनɉ मɅ Ǔनरंतर Ǔनखार लाने के ĤǓत समͪप[त एन.सी.ई.आर.टȣ. ǑटÜपͨणयɉ एव ंसुझावɉ 
का èवागत करेगी िजनस ेभावी सशंोधनɉ मɅ मदद लȣ जा सके।

      Ǔनदेशक

नई Ǒदãलȣ राçĚȣय शैͯ¢क अनुसधंान

20 Ǒदसंबर 2006  और Ĥͧश¢ण पǐरषɮ  
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पǐरषɮ एन.सी.ई.आर.टȣ, Ǒहदंȣ Ǿपातंरण के पुनरावलोकन हेतु आयोिजत काय[शाला मɅ 
Ǔनàनͧलͨखत भाͬगयɉ कȧ बहुमूãय ǑटÜपͨणयɉ के ͧलए आभारȣ हैः जी.डी. ढल, रȣडर (अ.Ĥा.) 
एन.सी.ई.आर.टȣ., नयी Ǒदãलȣ। सुनील बजाज, ͪ वभागाÚय¢, गͨणत ͪ वभाग, एस.सी.ई.आर.टȣ., 
गुडगांव, हǐरयाणा। पी. के. जनै (सलाहकार), Ĥोफ़ेसर (गͨणत ͪवभाग), Ǒदãलȣ ͪवæवͪवɮयालय, 
Ǒदãलȣ।

शैͯ ¢क व ĤशासǓनक सहयोग के ͧलए पǐरषɮ Ĥोफेसर एम.चÛġा, ͪ वभागाÚय¢ा डी.ई.एस.एम, 
एन.सी.ई.आर.टȣ. कȧ आभारȣ है। इसके साथ हȣ पǐरषɮ राकेश कुमार एवं सÏजाद हैदर अंसारȣ, 
डी.टȣ.पी. अॉपरेटर; Įी कुशल पाल ͧसहं यादव, कॉपी एͫडटर; मुÉतार हुसैन, Ĥूफ़ रȣडर, 
एन.सी.ई.आर.टȣ., दȣपक कपूर, कंÜयूटर èटेशन Ĥभारȣ,  डी.ई.एस.एम., ए.पी.सी. अॉͩफस, 
डी.ई.एस.एम., एन.सी.ई.आर.टȣ, Ĥशासन और Ĥकाशन Ĥभाग के सहयोग हेतु हाǑद[क आभार 
£ाͪपत करती है। 
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In these days of confl ict between ancient and modern studies; there must purely be 

something to be said for a study which did  not 

begin with Pythagoras and will not end with Einstein; but 

is the oldest and the youngest — G.H.HARDY 

1.1  भूͧ मका (Introduction)

वत[मान समय मɅ गͨणत के अÚययन मɅ समुÍचय कȧ पǐरकãपना  
आधारभूत है। आजकल इस पǐरकãपना का Ĥयोग गͨणत कȧ 
Ĥायः सभी शाखाओ ंमɅ होता है। समुÍचय का Ĥयोग संबधं एव ं
फलन को पǐरभाͪषत करने के ͧलए ͩकया जाता है। Ïयाͧमतीय, 
अनुĐम, ĤाǓयकता आǑद के अÚययन मɅ समुÍचय के £ान कȧ 
आवæयकता पड़ती है।
 समुÍचय ͧ सɮधांत का ͪ वकास जम[न गͨणत£ Georg Cantor 

(1845-1918) ɮवारा ͩ कया गया था। ǒğकोणͧमतीय Įेणी के Ĥæनɉ 
को सरल करते समय उनका समुÍचय से पहलȣ बार पǐरचय 
हुआ था। इस अÚयाय मɅ हम समुÍचय से सबंंͬ धत कुछ मूलभूत 
पǐरभाषाओं और संͩ Đयाओं पर ͪवचार करɅगे।

1.2 समुÍचय और उनका ǓनǾपण (Sets and their Representations)

दैǓनक जीवन मɅ हम बहुधा वèतुओं के संĒह कȧ चचा[ करते हɇ, जसैे ताश कȧ गɬडी, åयिÈतयɉ 
कȧ भीड़, ͩĐकेट टȣम आǑद। गͨणत मɅ भी हम ͪवͧभÛन सĒंहɉ, कȧ चचा[ करत ेहɇ, उदाहरणाथ[, 
Ĥाकृत संÉयाओं का संĒह ǒबदंओुं का संĒह, अभाÏय सÉंयाओं का संĒह आǑद। ͪवशेषतः, हम 
Ǔनàनͧलͨखत सĒंह पर ͪवचार करɅगेः

(i) 10 से कम ͪवषम Ĥाकृत संÉयाए,ँ अथा[त ्1, 3, 5, 7, 9
(ii) भारत कȧ नǑदयाँ, 

(iii) अĒंेज़ी वण[माला के èवर, यानी, a, e, i, o, u, 

(iv) ͪवͧभÛन Ĥकार के ǒğभुज, 

अÚयाय 1

समुÍचय (Sets)

Georg Cantor 
(1845-1918 A.D.)



2    गͨणत

 (v) सÉंया 210 के अभाÏय गुणनखंड, अथा[त,् 2, 3, 5 तथा 7,
 (vi) समीकरण  x2 – 5x + 6 = 0, के मूल अथा[त,् 2 तथा 3

यहा ँहम यह देखते हɇ ͩक उपयु[Èत Ĥ×येक उदाहरणɉ मɅ से वèतओुं का एक सुपǐरभाͪषत 
संĒह इस अथ[ मɅ है ͩक ͩकसी वèतु के संबधं मɅ हम यह Ǔनण[य Ǔनिæचत Ǿप से ले सकते हɇ 
ͩक वह वèतु एक Ĥदƣ सĒंह मɅ है अथवा नहȣं है। उदाहरणतः हम यह Ǔनिæचत Ǿप स ेकह 
सकते हɇ ͩक ‘नील नदȣ’, भारत कȧ नǑदयɉ के सĒंह मɅ नहȣं है। इसके ͪवपरȣत गंगा नदȣ इस 
संĒह मɅ ǓनिæचतǾप से है।
 हम नीच ेएेसे समुÍचय के कुछ और उदाहरण दे रहे हɇ, िजनका Ĥयोग गͨणत मɅ ͪ वशेषǾप 
से ͩकया जाता है; 
 N : Ĥाकृत सÉंयाओं का समुÍचय
 Z : पूणाɍकɉ का समÍुचय
 Q : पǐरमये सÉंयाओं का समुÍचय
 R : वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय
 Z+ : धन पूणाɍकɉ का समुÍचय
 Q+ : धन पǐरमेय सÉंयाओं का समुÍचय 
 R+ : धन वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय

इन ͪवशषे समÍुचयɉ के ͧ लए Ǔनधा[ǐरत उपयु[Èत Ĥतीकɉ का Ĥयोग हम इस पुèतक मɅ Ǔनरंतर 
करते रहɅगे।
 इसके अǓतǐरÈत ͪवæव के पाचँ सवा[ͬधक ͪवÉयात गͨणत£ɉ का संĒह एक सुपǐरभाͪषत 
समुÍचय नहȣं है, Èयɉͩक सवा[ͬधक ͪवÉयात गͨणत£ɉ के Ǔनण[य करने का मापदंड एक åयिÈत 
से दसूरे åयिÈत के ͧलए ͧभÛन-ͧभÛन हो सकता है। अतः यह एक सुपǐरभाͪषत सĒंह नहȣं है।
 अतः ‘वèतुओं के सुपǐरभाͪषत संĒह’ को हम एक समुÍचय कहते हɇ। यहाँ पर हमɅ 
Ǔनàनͧलͨखत ǒबदंओुं पर Úयान देना हैः
 (i) समुÍयय के ͧलए वèतुएँ, अवयव तथा सदèय पया[यवाची पद हɇ। 
 (ii) समुÍयय को Ĥायः अंĒेज़ी वण[माला के बड़े अ¢रɉ से ǓनǾͪपत करते हɇ, 

जैसे A, B, C, X, Y, Z आǑद
 (iii) समुÍचय के अवयवɉ को अंĒेज़ी वण[माला के छोटे अ¢रɉ ɮवारा Ĥदͧश[त करते हɇ, 

जैसे a, b, c, x, y, z आǑद
यǑद a, समुÍचय A का एक अवयव है, तो हम कहते हɇ ͩ क ‘a समुÍचय A मɅ है’। वाÈयांश 

‘अवयव है’ ‘सदèय है’ या ‘मɅ है’ को सूͬचत करने के ͧलए यूनानी Ĥतीक ‘‘(epsilon)’’ का 
Ĥयोग ͩकया जाता है। अतः हम ‘a  A’  ͧलखत ेहɇ। यǑद b, समुÍचय A का अवयव नहȣं है, 
तो हम ‘b  A’ ͧलखते हɇ और इसे ‘‘b समुÍचय A मɅ नहȣं है’’ पढ़ते हɇ। 

इस Ĥकार अंĒेज़ी वण[माला के èवरɉ के समुÍचय V के सàबंध मɅ a  V ͩकंतु b  V. इसी 
Ĥकार सÉंया 30 के अभाÏय गुणनखंडɉ के समुÍचय P के ͧलए, 3  P ͩकंतु 15  P.



 समुÍचय  3

ͩकसी समुÍचय को ǓनǾͪपत करने कȧ दो ͪवͬधयाँ हɇः
 (i) रोèटर या सारणीबɮध Ǿप
 (ii) समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप 

(i) रोèटर Ǿप मɅ, समुÍचय के सभी अवयवɉ को सूचीबɮध ͩकया जाता है, अवयवɉ को, एक 
दसूरे से, अध[-ͪवराम ɮवारा पथृक ͩकया जाता है और उन सभी को एक मझले कोçठक 
के भीतर ͧलखते हɇ। उदाहरणाथ[, 7 से कम सभी सम धन पूणाɍकɉ के समुÍचय का वण[न 
रोèटर Ǿप मɅ {2, 4, 6} ɮवारा ͩकया जाता है। ͩकसी समुÍचय को रोèटर Ǿप मɅ Ĥदͧश[त 
करने के कुछ और उदाहरण नीच ेǑदए हɇः

 (a) संÉया 42 को ͪवभािजत करने वालȣ सभी Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय 
{1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42} है। 

 (b) अĒेंज़ी वण[माला के सभी èवरɉ का समुÍचय {a, e, i, o, u} है।
 (c) ͪवषम Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय {1, 3, 5, . . .} है। अतं के ǒबदं,ु िजनकȧ सÉंया 

तीन होती है, यह बतलात ेहɇ ͩक इन ͪवषम सÉंयाओं कȧ सूची अतंहȣन है।
नोट कȧिजए ͩक रोèटर Ǿप मɅ अवयवɉ को सूचीबɮध करने मɅ उनके Đम का मह×व नहȣं होता 
है। इस Ĥकार उपयु[Èत समुÍचय को {1, 3, 7, 21, 2, 6, 14, 42}Ĥकार भी Ĥदͧश[त कर सकते हɇ।
ǑटÜपणी    यह Úयान रखना चाǑहए ͩक समÍुचय को रोèटर Ǿप मɅ ͧलखते समय ͩकसी 
अवयव को सामाÛयतः दोबारा नहȣं ͧलखते हɇ, अथा[त,् Ĥ×येक अवयव दसूरे से ͧभÛन होता 
है।उदाहरण के ͧलए शÞद ‘SCHOOL’ मɅ ĤयÈुत अ¢रɉ का समÍुचय{ S, C, H, O, L} है।

(ii) समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ, ͩकसी समुÍचय के सभी अवयवɉ मɅ एक सव[Ǔनçठ गुणधम[ 
होता है जो समुÍचय से बाहर के ͩकसी अवयव मɅ नहȣं होता है। उदाहरणा[थ समुÍचय 
{a, e, i, o, u} के सभी अवयवɉ मɅ एक सव[Ǔनçठ गुणधम[ है ͩक इनमɅ से Ĥ×येक अवयव 
अंĒेज़ी वण[माला का एक èवर है और इस गुणधम[ वाला कोई अÛय अ¢र नहȣं है।

 इस समुÍचय को V से ǓनǾͪपत करते हुए हम ͧलखते हɇ ͩक,
 V = {x : x अंĒेज़ी वण[माला का एक èवर है}।

यहा ँÚयान देना चाǑहए ͩ क ͩ कसी समुÍचय के अवयवɉ का वण[न करने के ͧ लए हम Ĥतीक 
‘x’ का Ĥयोग करते हɇ, (x के èथान पर ͩकसी अÛय Ĥतीक का भी Ĥयोग ͩकया जा सकता है, 
जैसे, अ¢र y, z आǑद।) िजसके उपरातं कोलन का ͬचéन "ः" ͧलखते हɇ। कोलन के ͬचéन के 
बाद समुÍचय के अवयवɉ के ͪवͧशçट गुणधम[ को ͧलखते हɇ और ͩफर संपूण[ कथन को मझले 
कोçठक { } के भीतर ͧलखते हɇ। समुÍचय V के उपयु[Èत वण[न को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से 
पढ़ा जाता है, "सभी x का समुÍचय जहाँ x अंĒेज़ी वण[माला का एक èवर है।"



4    गͨणत

इस वण[न मɅ कोçठक का Ĥयोग "सभी  x का समुÍचय" के ͧलए और कोलन का Ĥयोग 
‘जहाँ  x’ के ͧलए ͩकया जाता है। उदाहरण के ͧलए
A = {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और 3 < x < 10} को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से पढ़ते हɇ ः
‘‘सभी x का समुÍचय, जहाँ x एक Ĥाकृत सÉंया है और  x,3 और 10 के बीच मɅ हɇ। अतः संÉयाए ं
4,5,6,7,8 और 9 समुÍचय A  के अवयव हɇ।

यǑद हम ऊपर (a), (b) और (c) मɅ रोèटर Ǿप मɅ वͨण[त समुÍचयɉ को Đमशः A, B, C से 
Ĥकट करɅ, तो A, B और C को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ, Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से भी ǓनǾͪपत 
ͩकया जा सकता है।

A = {x : x एक Ĥाकृत संÉया है जो संÉया 42 को ͪवभािजत करती है} 

B = {y : y अंĒेज़ी वण[माला का एक èवर है}

C = {z : z एक ͪवषम Ĥाकृत संÉया है}

उदाहरण 1 समीकरण x2 + x – 2 = 0 का हल समÍुचय रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखए।

हल  Ĥदƣ समीकरण इस Ĥकार ͧलखा जा सकता है,
   (x – 1)  (x + 2) = 0, अथा[त ्  x = 1, – 2

अतः Ĥदƣ समीकरण का हल समुÍचय रोèटर Ǿप मɅ इस Ĥकार ͧलखा जा सकता है {1, – 2}.

उदाहरण 2 समुÍचय {x : x एक धन पूणाɍक है और x2 < 40} को रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखए।

हल 1, 2, 3, 4, 5, और 6 अभीçट सÉंयाए ँहɇ। अतः {1, 2, 3, 4, 5, 6} Ĥदƣ समुÍचय का रोèटर Ǿप है।

उदाहरण 3 समुÍचय A = {1, 4, 9, 16, 25, . . . } को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ ͧलͨखए।

हल समÍुचय A को हम इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ,
  A = {x : x एक Ĥाकृत संÉया का वग[ है}

ͪवकãपतः हम इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ,
   A = {x : x = n2, जहा ँn  N}

उदाहरण 4 समुÍचय    को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ ͧलͨखए।

हल हम देखत ेहɇ ͩक Ǒदए गए समुÍचय के Ĥ×येक अवयव का अशं उसके हर से 1 कम है। यह 
भी ͩक अंश एक Ĥाकृत संÉया है जो 1 स ेĤारंभ होकर उƣरोƣर एक से अͬधक होती जाती है 
और 6 से अͬधक नहȣं है। अतः समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ इसे इस Ĥकार ͧलखते हɇ,

{ n, एक Ĥाकृत संÉया है और  1  n 6}
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उदाहरण 5 बाɃ ओर रोèटर Ǿप मɅ वͨण[त Ĥ×येक समुÍचय का दाɃ ओर समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप 
मɅ वͨण[त समुÍचय से सहȣ ͧमलान कȧिजएः
 (i) {P, R, I, N, C, A, L} (a) { x : x एक धन पूणाɍक है तथा 18 का भाजक है}

 (ii)  { 0 } (b) { x : x एक पूणाɍक है और  x2 – 9 = 0}

 (iii) {1, 2, 3, 6, 9, 18} (c) {x : x एक पूणाɍक है और  x + 1= 1}

 (iv) {3, –3} (d) {x : x शÞद PRINCIPAL का एक अ¢र है}

हल  चूँͩक (d) मɅ, शÞद PRINCIPAL मɅ 9 अ¢र हɇ और दो अ¢र P और I कȧ पुनरावृͪ ƣ हुई 
है, अतः (i) का सहȣ ͧमलान (d) से होता है। इसी Ĥकार (ii) का सहȣ ͧमलान (c) से होता है, 
Èयɉͩक x + 1 = 1 का ता×पय[ है ͩक x = 0. यह भी ͩक, 1, 2, 3, 6, 9 और 18 मɅ स ेĤ×येक 
18 का भाजक है, इसͧलए (iii) का सहȣ ͧमलान (a) से होता है। अतं मɅ x2 – 9 = 0 अथा[त ् x 

= 3, –3 और इसͧलए (iv) का सहȣ ͧमलान (b) से होता है।

Ĥæनावलȣ 1.1

1. Ǔनàनͧलͨखत मɅ कौन से समुÍचय हɇ? अपन ेउƣर का औͬच×य बताइए।
 (i) J अ¢र से Ĥारंभ होने वाले वष[ के सभी महȣनɉ का संĒह।
 (ii) भारत के दस सबसे अͬधक ĤǓतभाशालȣ लेखकɉ का सĒंह।  
 (iii) ͪवæव के सव[Įेçठ Êयारह बãलेवाजɉ का संĒह।
 (iv) आपकȧ क¢ा के सभी बालकɉ का संĒह।
 (v) 100 से कम सभी Ĥाकृत संÉयाओं का संĒह।
 (vi) लेखक Ĥेमचंद ɮवारा ͧलͨखत उपÛयासɉ का संĒह।
 (vii) सभी सम पूणाɍकɉ का संĒह।
 (viii) इस अÚयाय मɅ आने वाले Ĥæनɉ का संĒह।
 (ix) ͪवæव के सबसे अͬधक खतरनाक जानवरɉ का संĒह।
2. मान लȣिजए A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ǐरÈत èथानɉ मɅ उपयुÈत Ĥतीक  अथवा  भǐरए।
 (i)  5. . .A (ii) 8 . . . A (iii) 0. . .A

      (iv)  4. . . A (v) 2. . .A (vi) 10. . .A

3. Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ को रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखएः
 (i)  A = {x : x एक पूणाɍक है और –3 < x < 7}

 (ii)  B = {x : x संÉया 6 से कम एक Ĥाकृत सÉंया है}

 (iii) C = {x : x दो अंकɉ कȧ एेसी Ĥाकृत सÉंया है िजसके अकंɉ का योगफल 8 है}

 (iv) D = {x : x एक अभाÏय सÉंया है जो संÉया 60 कȧ भाजक है}

 (v)  E = TRIGONOMETRY शÞद के सभी अ¢रɉ का समुÍचय
 (vi) F = BETTER शÞद के सभी अ¢रɉ का समुÍचय
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4. Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ åयÈत कȧिजएः
 (i) (3, 6, 9, 12} (ii) {2,4,8,16,32} (iii) {5, 25, 125, 625}

 (iv) {2, 4, 6, . . .} (v) {1,4,9, . . .,100}

5. Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ के सभी अवयवɉ (सदèयɉ) को सचूीबɮध कȧिजएः
 (i) A = {x : x एक ͪवषम Ĥाकृत सÉंया है}

 (ii)  B = {x : x एक पूणाɍक है,    < x        <  }

 (iii) C = {x : x एक पूणाɍक है, x2  4}

 (iv) D = {x : x, LOYAL शÞद का एक अ¢र है}

 (v) E = {x : x वष[ का एक एेसा महȣना है, िजसमɅ 31 Ǒदन नहȣं होते हɇ}
 (vi) F = {x : x अंĒेज़ी वण[माला का एक åयंजन है, जो k से पहले आता है}।
6. बाɃ ओर रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखत और दाɃ ओर समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ वͨण[त समुÍचयɉ 

का सहȣ ͧमलान कȧिजएः
 (i) {1, 2, 3, 6} (a) {x : x एक अभाÏय सÉंया है और 6 कȧ भाजक है}

 (ii) {2, 3} (b) {x : x संÉया 10 से कम एक ͪवषम Ĥाकृत संÉया है}

 (iii) {M,A,T,H,E,I,C,S} (c) {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और 6 कȧ भाजक है}

 (iv) {1, 3, 5, 7, 9} (d) {x : x MATHEMATICS शÞद का एक अ¢र है}।

1.3  ǐरÈत समुÍचय (The Empty Set)

समुÍचय A = { x : x ͩकसी èकूल कȧ क¢ा XI मɅ अÚययनरत एक ͪवɮयाथȸ है }

हम उस èकूल मɅ जा कर क¢ा XI मɅ अÚययनरत ͪवɮयाͬथ[यɉ को ͬगन कर उनकȧ संÉया 
£ात कर सकते हɇ। अतः समुÍचय A के अवयवयɉ कȧ सÉंया सीͧमत है।

अब नीच ेͧलखे समुÍचय B पर ͪवचार कȧिजएः
B = { x : x वत[मान मɅ क¢ा X तथा XI दोनɉ मɅ अÚययनरत ͪवɮयाथȸ हɇ}
हम देखत ेहɇ ͩक एक ͪवɮयाथȸ एक साथ दोनɉ क¢ाओं X तथा XI मɅ अÚययन नहȣं कर 

सकता है। अतः समुÍचय B मɅ कोई भी अवयव नहȣं है।

पǐरभाषा 1 एक समुÍचय िजसमɅ एक भी अवयव नहȣं होता है, ǐरÈत समुÍचय या शूÛय 
समुÍचय कहलाता है। इस पǐरभाषा के अनुसार B एक ǐरÈत समुÍचय है जब ͩ क A एक ǐरÈत 
समुÍचय नहȣं है। ǐरÈत समÍुचय को Ĥतीक  अथवा {   } से Ĥदͧश[त करत ेहɇ।

हम नीच ेǐरÈत समुÍचयɉ के कुछ उदाहरण दे रहे हɇः
 (i) मान लȣिजए ͩक  A = {x : 1 < x < 2, x एक Ĥाकृत सÉंया है}.यहाँ A ǐरÈत समुÍचय 

है, Èयɉͩक 1 और 2 के मÚय कोई Ĥाकृत संÉया नहȣं होती है।
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 (ii) B = {x : x2 – 2 = 0 और x एक पǐरमये सÉंया है}. यहा ँB ǐरÈत समुÍचय है, Èयɉͩक 
समीकरण x2 – 2 = 0,   x  के ͩकसी भी पǐरमये मान से सतंçुट नहȣ ंहोता है।

 (iii) C = {x : x संÉया 2 से अͬधक एक सम अभाÏय सÉंया है}  तो C ǐरÈत समुÍचय 
है, Èयɉͩक केवल सÉंया 2 हȣ सम अभाÏय सÉंया है।

 (iv) D = { x : x2 = 4, x ͪवषम है}. तो D ǐरÈत समुÍचय है, Èयɉͩक समीकरण 
x2 = 4, x के ͩकसी ͪवषम मान से सतंुçट नहȣं होता है।

1.4  पǐरͧमत और अपǐरͧमत समुÍचय (Finite and In¿nite Sets)

मान लȣिजए ͩक  A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {a, b, c, d, e, g} 

तथा C = { इस समय ͪवæव के ͪवͧभÛन भागɉ मɅ रहने वाले पुǽष}

हम देखते हɇ ͩक A मɅ 5 अवयव हɇ और B मɅ 6 अवयव हɇ। C मɅ ͩकतन ेअवयव हɇ? जैसा ͩक 
èपçट है ͩक C के अवयवɉ कȧ संÉया हमɅ £ात नहȣं है, ͩकंतु यह एक Ĥाकृत सÉंया है, जो 
बहुत बड़ी हो सकती है। ͩकसी समुÍचय S के अवयवɉ कȧ सÉंया से हमारा अͧभĤाय समुÍचय 
के ͧभÛन अवयवɉ कȧ सÉंया से है और इसे हम Ĥतीक  n (S) ɮवारा Ĥदͧश[त करत ेहɇ। यǑद n 

(S) एक Ĥाकृत संÉया है, तो S एक आǐरÈत पǐरͧमत समुÍचय होता है।
  आइए Ĥाकृत सÉंयाओं के समुÍचय N पर ͪवचार करɅ। हम देखते हɇ इस समुÍचय के 
अवयवɉ कȧ सÉंया सीͧमत नहȣं है, Èयɉͩक Ĥाकृत सÉंयाओं कȧ सÉंया असीͧमत होती है। 
इस Ĥकार हम कहते हɇ ͩक Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय एक अपǐरͧमत समुÍचय होता है। 
उपयु[Èत समुÍचय A, B तथा C पǐरͧमत समुÍचय हɇ और n(A) = 5, n(B) = 5 और n(C) = कोई 
सीͧमत संÉया। 

पǐरभाषा 2 एक समुÍचय, जो ǐरÈत है अथवा िजसके अवयवɉ कȧ सÉंया Ǔनिæचत होती है, 
पǐरͧमत समुÍचय कहलाता है, अÛयथा समुÍचय अपǐरͧमत समुÍचय कहलाता है।
 आइए कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
 (i) यǑद W सÜताह के Ǒदनɉ का समुÍचय है, तो W पǐरͧमत है।
 (ii) मान लȣिजए ͩकS, समीकरण x2 –16 = 0 के हलɉ का समÍुचय है, तो S पǐरͧमत है।
 (iii) मान लȣिजए ͩक G, ͩकसी रेखा पर िèथत सभी ǒबदंओुं का समुÍचय है, तो G 

अपǐरͧमत है।
जब हम ͩकसी समुÍचय को रोèटर Ǿप मɅ ǓनǾͪपत करते हɇ, तो हम उस समुÍचय के 

सभी अवयवɉ को कोçठक {   } के भीतर ͧलखते हɇ। ͩकसी अपǐरͧमत समुÍचय के सभी अवयवɉ 
को कोçठक {  } के भीतर ͧलखना संभव नहȣं है, Èयɉͩक एेसे समुÍचय के अवयवɉ कȧ सÉंया 
सीͧमत नहȣं होती है। अतः हम ͩकसी अपǐरͧमत समुÍचय को रोèटर Ǿप मɅ Ĥकट करने के 
ͧलए उसके कम से कम इतन ेअवयवɉ को ͧलखत ेहै, िजससे उस समुÍचय कȧ सरंचना èपçट 
हो सके और तदोपरांत तीन ǒबदं ुलगाते हɇ।

उदाहरणाथ[, {1, 2, 3 . . .} Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय है, {1, 3, 5, 7, . . .} ͪवषम Ĥाकृत 
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संÉयाओं का समुÍचय है और {. . .,–3, –2, –1, 0,1, 2 ,3, . . .} पूणाɍकɉ का समुÍचय है। ये सभी 
समुÍचय अपǐरͧमत हɇ।
ǑटÜपणी   सभी अपǐरͧमत समुÍचय का वण[न रोèटर Ǿप मɅ नहȣं ͩकया जा सकता है। 
उदाहरण के ͧलए वाèतͪवक सÉंयाओं के समुÍचय का वण[न इस Ǿप मɅ नहȣं ͩकया जा 
सकता है, Èयɉͩक इस समुÍचय के अवयवɉ का कोई ͪवशेष पटैन[ (ĤǓतमान) नहȣं होता है।

उदाहरण 6 बतलाइए ͩक Ǔनàनͧलͨखत समÍुचयɉ मɅ कौन पǐरͧमत है और कौन अपǐरͧमत हैः

 (i) {x : x  N और (x – 1) (x –2) = 0}

 (ii) {x : x  N और x2 = 4}

 (iii) {x : x  N और 2x –1 = 0}

 (iv) {x : x  N और x एक अभाÏय सÉंया है}

 (v) {x : x  N और x ͪवषम है}

हल (i) Ĥदƣ समÍुचय = {1, 2}. अतः यह पǐरͧमत है।

 (ii) Ĥदƣ समÍुचय = {2}. अतः यह पǐरͧमत है।

 (iii) Ĥदƣ समÍुचय = . अतः यह पǐरͧमत है।

 (iv) Ǒदया हुआ समुÍचय सभी अभाÏय सÉंयाओ ंका समÍुचय है और Èयɉͩक अभाÏय 
सÉंयाओ ंका समÍुचय अनतं है; अतः Ĥदƣ समुÍचय अपǐरͧमत है।

 (v) Èयɉͩक ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाएँ अनतं हɇ, अतः Ĥदƣ समुÍचय अपǐरͧमत है।

1.5  समान समÍुचय (Equal Sets)

दो Ǒदए गए समÍुचयɉ A और B, मɅ, यǑद A का Ĥ×येक अवयव B का भी अवयव है तथा B 
का Ĥ×येक अवयव A का भी अवयव है, तो समÍुचय A और B, समान कहलात ेहɇ। èपçटतया 
दोनɉ समुÍचयɉ मɅ तØयतः समान अवयव होत ेहɇ।

पǐरभाषा 3 दो समÍुचय A और B समान कहलात ेहɇ, यǑद उनमɅ तØयतः समान अवयव हɉ 
और हम ͧलखते हɇ A = B,ௗअÛयथा समÍुचय असमान कहलात ेहɇ और हम ͧलखते हɇ A  B. 

 आइए हम Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
 (i) मान लȣिजए ͩक A = {1, 2, 3, 4} और B = {3, 1, 4, 2}. तो A = B.

 (ii) मान लȣिजए ͩक A, 6 से कम अभाÏय सÉंयाओ ंतथा P, 30 के अभाÏय गणुनखडंɉ 
के समÍुचय हɇ। èपçट है ͩक समÍुचय A और P समान हɇ, Èयɉͩक केवल 2, 3 और 
5 हȣ सÉंया 30 के अभाÏय गणुनखडं हɇ और 6 से कम भी हɇ।
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ǑटÜपणी   यǑद ͩ कसी समुÍचय के एक या एक से अͬधक अवयवɉ कȧ पुनरावृͪ ƣ होती है, तो 
समुÍचय बदलता नहȣं है। उदाहरण के ͧलए समÍुचय A = {1, 2, 3} और B = {2, 2, 1, 3, 3} 

समान हɇ, Èयɉͩक A का Ĥ×येक अवयव B मɅ हɇ और इसका ͪवलोम भी स×य है। इसी कारण 
हम Ĥायः ͩकसी समुÍचय का वण[न करते समय उसके अवयवɉ कȧ पुनरावृͪ ƣ नहȣं करते हɇ। 

उदाहरण 7 समान समÍुचयɉ के यÊुम छाँǑटए, यǑद एेसा कोई यÊुम है, और कारण भी 
बतलाइएः  
 A = {0}, B = {x : x > 15 और x < 5}, 

 C = {x : x – 5 = 0 }, D = {x : x2 = 25},

 E = {x : x समीकरण  x2 – 2x –15 = 0 का एक धन पणूाɍक मूल है}.

हल यहा ँ0  A और 0 समÍुचयɉ B, C, D और E, मɅ से ͩकसी मɅ भी नहȣ ंहै, अतः A  B, A  

C, A  D, A  E.   

Èयɉͩक B =  ͩकंत ुऔर कोई समुÍचय ǐरÈत नहȣ ंहै। 
अतः B  C, B  D तथा B  E. 

C = {5} परंत ु–5  D, इसͧलए C  D 

यहा ँÈयɉͩक E = {5}, C = E , D = {–5, 5} और E = {5}, अतः D  E.

इस Ĥकार समान समुÍचयɉ का यÊुम केवल C तथा E है।

उदाहरण 8 Ǔनàनͧलͨखत समÍुचय यÊुमɉ मɅ स ेकौन से समान हɇ? अपने उƣर का औͬच×य  
बताइए। 

 (i) X, शÞद “ALLOY” के अ¢रɉ का समÍुचय तथा B, शÞद  “LOYAL” के अ¢रɉ का 
समÍुचय।

 (ii) A =  {n : n  Z तथा n2  4} और B = {x : x  R तथा x2 – 3x + 2 = 0}.

हल (i) यहा ँ X = {A, L, L, O, Y}, B = {L, O, Y, A, L}. अतः X और B समान समुÍचय हɇ, 
Èयɉͩक ͩकसी समÍुचय के अवयवɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ से समÍुचय बदलता नहȣ ंहै। अतः 

  X = {A, L, O, Y} = B 

 (ii) A = {–2, –1, 0, 1, 2},  B = {1, 2}. Èयɉͩक 0  A और 0  B,  इसͧलए A और  B समान 
नहȣ ंहɇ।

Ĥæनावलȣ 1.2

 1. Ǔनàनͧलͨखत मɅ स ेकौन से ǐरÈत समुÍचय के उदाहरण हɇ?
 (i) 2 से भाÏय ͪवषम Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय।
 (ii) सम अभाÏय सÉंयाओं का समुÍचय।
 (iii) { x : x एक Ĥाकृत संÉया है, x < 5 और साथ हȣ साथ x > 7 }

 (iv) { y : y  ͩकÛहȣं भी दो समातंर रेखाओं का उभयǓनçठ ǒबदं ुहै}
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 2. Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ मɅ से कौन पǐरͧमत और कौन अपǐरͧमत हɇ?
 (i) वष[ के महȣनɉ का समुÍचय।
 (ii) {1, 2, 3, . . .}

 (iii) {1, 2, 3, . . .99, 100}

 (iv) 100 से बड़ ेधन पूणाɍकɉ का समुÍचय।
 (v) 99 से छोटे अभाÏय पूणाɍकɉ का समुÍचय।
 3.  Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ मɅ से Ĥ×येक के ͧलए बताइए ͩक कौन पǐरͧमत है और कौन 

अपǐरͧमत है?
 (i) x-अ¢ के समांतर रेखाओं का समुÍचय।
 (ii) अंĒेज़ी वण[माला के अ¢रɉ का समुÍचय।
 (iii) उन सÉंयाओं का समुÍचय जो 5 के गुणज हɇ।
 (iv) पØृवी पर रहने वाले जानवरɉ का समुÍचय।
 (v) मूल ǒबदं ु(0,0) से हो कर जाने वाले वƣृɉ का समुÍचय।
 4. Ǔनàनͧलͨखत मɅ बतलाइए ͩक A = B है अथवा नहȣं हैः
 (i) A = { a, b, c, d } B = { d, c, b, a }

 (ii) A = { 4, 8, 12, 16 } B = { 8, 4, 16, 18}

 (iii) A = {2, 4, 6, 8, 10} B = { x : x सम धन पूणाɍक है और x  

10}

 (iv) A = {x : x संÉया 10 का एक गुणज है},  B = { 10, 15, 20, 25, 30, .. . }

 5. Èया Ǔनàनͧलͨखत समुÍचय युÊम समान हɇ? कारण सǑहत बताइए।
 (i) A = {2, 3},  B =  {x : x समीकरण x2 + 5x + 6 = 0 का एक हल है}

 (ii) A = { x : x शÞद ‘FOLLOW’ का एक अ¢र है} 

  B = { y : y शÞद ‘WOLF’ का एक अ¢र है}

 6. नीचे Ǒदए हुए समुÍचयɉ मɅ स ेसमान समुÍचयɉ का चयन कȧिजएः
 A = { 2, 4, 8, 12}, B = { 1, 2, 3, 4}, C = { 4, 8, 12, 14},   D = { 3, 1, 4, 2},

 E = {–1, 1}, F = { 0, a}, G = {1, –1}, H = { 0, 1}

1.6  उपसमुÍचय (Subsets)

नीचे Ǒदए समुÍचयɉ पर ͪवचार कȧिजएः 
X = आपके ͪवɮयालय के सभी ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय, 
Y = आपकȧ क¢ा के सभी ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय।

हम देखत ेहɇ ͩक Y का Ĥ×येक अवयव, X का भी एक अवयव है, हम कहते हɇ ͩक Y, 

X का एक उपसमुÍचय हɇ X का एक उपसमुÍचय है, Ĥतीकɉ मɅ X  Y ɮवारा Ĥकट करते हɇ। 
Ĥतीक कथन ‘एक उपसमुÍचय है’, अथवा ‘अंतͪव[çट है’ के ͧलए ĤयुÈत होता है। 
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पǐरभाषा 4 यǑद समुÍचय A का Ĥ×येक अवयव, समÍुचय B का भी एक अवयव है, तो A, 
B का उपसमुÍचय कहलाता है।

दसूरे शÞदɉ मɅ, A  B, यǑद जब कभी a A, तो a  B. बहुधा Ĥतीक ‘’, िजसका 
अथ[ ‘ता×पय[ है’ होता है, का Ĥयोग सुͪवधाजनक होता है। इस Ĥतीक का Ĥयोग कर के, हम 
उपसमुÍचय कȧ पǐरभाषा इस Ĥकार ͧलख सकते हɇः

A  B, यǑद a  A  a  B

हम उपयु[Èत कथन को इस Ĥकार पढ़ते हɇ, “A, B का एक उपसमुÍचय है, यǑद इस तØय 
का, ͩक a, A का एक अवयव है ता×पय[ है ͩक a, B का भी एक अवयव है’’। यǑद A, B का एक 
उपसमुÍचय नहȣं है, तो हम ͧलखते हɇ ͩक A  B ।

हमɅ Úयान देना चाǑहए ͩक A को B, का समुÍचय होने के ͧलए केवल माğ यह आवæयक 
है ͩक A का Ĥ×येक अवयव B मɅ है। यह सभंव है ͩक B का Ĥ×येक अवयव A मɅ हो या न 
हो। यǑद एेसा होता है ͩक B का Ĥ×येक अवयव A मɅ भी है, तो B  A . इस दशा मɅ, A और 
B समान समुÍचय हɇ और इस Ĥकार A  ௗB और B  A  A = B, जहा ँ‘’ ɮͪवधा ता×पय[ 
(two way implications) के ͧलए Ĥतीक है और िजसे Ĥायः ‘यǑद और केवल यǑद’ पढ़ते हɇ तथा 
सं¢ेप मɅ ‘iff’ ͧलखते हɇ।

पǐरभाषा से Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक Ĥ×येक समुÍचय èवयम ्का उपसमुÍचय है, अथा[त ्
A  A । चूँͩक ǐरÈत समुÍचय  मɅ कोई अवयव नहȣं होता है अतः हम इस बात से सहमत 
हɇ ͩक   Ĥ×येक समुÍचय का एक उपसमुÍचय है। अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करते हɇः
 (i) पǐरमेय सÉंयाओं का समुÍचय Q, वाèतͪवक सÉंयाओं के समुÍचय R का एक 

उपसमुÍचय है और हम ͧलखते हɇ ͩक Q  R. 

 (ii) यǑद A, सÉंया 56 के सभी भाजकɉ का समुÍचय है और B, सÉंया 56 के सभी 
अभाÏय भाजकɉ का समुÍचय है, तो B, A  का एक उपसमुÍचय है और हम ͧलखते 
हɇ ͩक B  A. 

 (iii) मान लȣिजए ͩक A = {1, 3, 5} और B = {x : x संÉया 6 से कम एक ͪवषम Ĥाकृत 
संÉया है} तो A  B तथा B  A, अतः A = B

 (iv) मान लȣिजए ͩक A = { a, e, i, o, u} और B = { a, b, c, d}. तो A, B का एक उपसमÍुचय 
नहȣं है तथा B भी A का उपसमुÍचय नहȣं है।

मान लȣिजए ͩक A और B दो समुÍचय हɇ। यǑद A  B तथा A  B , तो A, B का उͬचत 
उपसमुÍचय कहलाता है और B, A  का अͬधसमुÍचय कहलाता है। उदाहरणाथ[,–

A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4} का एक उͬचत उपसमुÍचय है।
यǑद समुÍचय A मɅ केवल एक अवयव हो, तो हम इसे एक एकल समुÍचय कहते हɇ। 

अतः { a } एक एकल समुÍचय है।
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उदाहरण 9  नीच ेͧलखे समुÍचयɉ पर ͪवचार कȧिजएः
, A = { 1, 3 },   B = {1, 5, 9},   C = {1, 3, 5, 7, 9}. 

Ĥ×येक समुÍचय युÊम के बीच सहȣ Ĥतीक  अथवा  भǐरए;
 (i)  . . . B  (ii) A . . . B  (iii) A . . . C  (iv) B . . . C 

हल (i)   B, Èयɉͩक Ĥ×येक समुÍचय का उपसमुÍचय होता है।
 (ii) A  B Èयɉͩक 3  A और 3  B

 (iii) A  C Èयɉͩक 1, 3  A तथा 1, 3 C

 (iv) B   C Èयɉͩक B का Ĥ×येक अवयव C मɅ भी है। 

उदाहरण 10 मान लȣिजए A = { a, e, i, o, u}, B = { a, b, c, d}. Èया A, B का एक उपसमुÍचय 
है? नहȣं (Èयɉ?)। Èया A, B का उप समुÍचय हɇ? नहȣं (Èयɉ?)

उदाहरण 11  मान लȣिजए A, B और C तीन समुÍचय हɇ। यǑद A  B तथा B  C, तो Èया 
यह स×य है ͩक A  C? यǑद नहȣं तो एक उदाहरण दȣिजए।
हल  मान लȣिजए ͩक A = {1}, B  = {{1}, 2} और C = {{1}, 2, 3} èपçटतया यहा ँ
A  B Èयɉͩक A = {1) तथा B  C स×य है। परंतु A  C Èयɉͩक 1 A और 1  C.

नोट कȧिजए ͩ क ͩ कसी समÍुचय का एक अवयव उस समुÍचय का उपसमुÍचय नहȣं हो सकता है।

1.6.1 वाèतͪवक सÉंयाओं के समुÍचय के उपसमुÍचय
जैसा ͩक अनुÍछेद 1.6 से èपçट होता है ͩक समुÍचय R के बहुत स ेमह×वपणू[ उपसमुÍचय 
हɇ। इनमɅ स ेकुछ के नाम हम नीच ेदे रहे हɇः

Ĥाकृत सÉयाओं का समुÍचय N = {1, 2, 3, 4, 5, . . .}

पूणाɍकɉ का समुÍचय Z = {. . ., –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, . . .}

पǐरमेय सÉंयाओं का समुÍचय Q = { x : x = , p, q  Z तथा q  0}, िजनको इस 
Ĥकार पढ़त ेहɇः

“Q उन सभी सÉंयाओ ंx  का समÍुचय इस Ĥकार है, ͩक x भागफल  , के बराबर है, जहा ँp 

और q पणूाɍक है और q शÛूय नहȣ ंहै।’’ Q के अवयवɉ मɅ –5 (िजसे  स ेभी Ĥदͧश[त ͩकया जा 

सकता है) , ,    (िजसे  से भी Ĥदͧश[त ͩ कया जा सकता है) और  आǑद सिàमͧलत हɇ।
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अपǐरमये सÉंयाओ ंका समÍुचय, िजस ेT, से ǓनǾͪपत करत ेहɇ, शषे अÛय वाèतͪवक सÉंयाओ ं
(पǐरमये सÉंयाओ ंको छोड़कर) से ͧमलकर बनता है। 

अतः T = {x :  x  R और x  Q} = R – Q अथा[त ्वह सभी वाèतͪवक सÉंयाएँ जो पǐरमये 
नहȣं है। T के सदèयɉ मɅ     ,   और  आǑद सिàमͧलत हɇ।

इन समुÍचयɉ के मÚय कुछ èपçट संबधं इस Ĥकार हɇ;
N    Z  Q, Q  R, T  R, N T.

1.6.2  अतंराल R के उपसमुÍचय के Ǿप मɅ (Interval as subsets of R) मान लȣिजए ͩक a, 

b  R और a < b. तब वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय { y : a < y < b} एक ͪववतृ अंतराल 
कहलाता है और Ĥतीक (a, b) ɮवारा ǓनǾͪपत होता है। a और b के बीच िèथत सभी ǒबदं ुइस 
अंतराल मɅ होते हɇ परंतु a और b èवयं इस अतंराल मɅ नहȣं होते हɇ।

वह अतंराल िजसमɅ अ×ंय ǒबदं ुभी होत ेहɇ, सवंतृ (बदं) अतंराल कहलाता है और Ĥतीक 
[ a, b ] ɮवारा ǓनǾͪपत होता है। अतः [ a, b ] = {x : a  x  b} 

एेसे अतंराल भी हɇ जो एक अ×ंय ǒबदं ुपर बंद और दसूरे पर खुले होत ेहɇ
[ a, b ) = {x : a  x < b}, a से b, तक एक खुला अतंराल है, िजसमɅ a अंतͪव[çट है ͩकंतु 

b अपविज[त है।
( a, b ] = { x : a < x   b } a से b, तक एक खुला अतंराल है, िजसमɅ b सिàमͧलत है ͩकंतु 

a अपविज[त है।
इन सकेंतɉ ɮवारा वाèतͪवक सÉंयाओं के समुÍचय के उपसमुÍचयɉ के उãलेख करने कȧ 

एक वकैिãपक ͪवͬध ͧमलती है। उदाहरण के ͧलए, यǑद A = (–3, 5) और B = [–7, 9], तो A  

B. समुÍचय [ 0, ) ऋणेतर वाèतͪवक सÉंयाओं के समÍुचय को दशा[ता है, जबͩक ( – , 0 ) 

ऋण वाèतͪवक संÉयाओं के समुÍचय को दशा[ता है। ( – ,  ), –  से  तक ͪवèततृ रेखा से 
संबंͬ धत वाèतͪवक सÉंयाओं के समुÍचय को Ĥदͧश[त करता है।

वाèतͪवक रेखा पर R के उपसमुÍचयɉ के Ǿप मɅ वͨण[त उपयु[Èत अतंरालɉ को आकृǓत 
1.1 मɅ दशा[या गया हैः 

आकृǓत 1.1

यहा ँहम Úयान देते हɇ ͩक एक अतंराल मɅ असÉंय असीम माğा मɅ अनेक ǒबदं ुहोते हɇ। 
उदाहरणाथ[, समुÍचय समुÍचय {x : x  R : –5 < x  7} को अतंराल (–5, 7] Ǿप मɅ ͧ लख सकते 
हɇ तथा अंतराल [–3, 5) को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ {x : –3   x <  5} ɮवारा ͧलख सकत ेहɇ। 
संÉया (b – a) को अतंराल (a, b), [a, b],  [a, b)  तथा (a, b] मɅ से ͩकसी कȧ भी लबंाई कहते हɇ।
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1.7  घात समुÍचय (Power Set)

समुÍचय {1, 2} पर ͪवचार कȧिजए। समुÍचय {1, 2} के सभी उपसमुÍचयɉ को ͧलͨखए। हमɅ 
£ात है ͩक  सभी समुÍचयɉ का उपसमुÍचय होता है। इसͧलए , समुÍचय {1, 2} का एक 
उपसमुÍचय है। हम देखते हɇ ͩक {1} और { 2 } भी समुÍचय {1, 2}के उपसमुÍचय हɇ। हमɅ यह 
भी £ात है ͩक Ĥ×येक समुÍचय èवयं का उपसमुÍचय होता है। इसͧलए { 1, 2 } भी समुÍचय 
{1, 2} का एक उपसमुÍचय है। अतः समुÍचय { 1, 2 } के कुल ͧमला कर चार उपसमुÍचय 
हɇ, नामतः , { 1 }, { 2 } और { 1, 2 }. इन सभी उपसमुÍचयɉ के समुÍचय को समुÍचय { 1, 2 } 
का घात समुÍचय कहत ेहɇ।

पǐरभाषा 5  समुÍचय A के उपसमुÍचयɉ के संĒह को A का घात समÍुचय कहते हɇ। इस ेP(A) 
से ǓनǾͪपत करते है। P(A) का Ĥ×येक अवयव एक समुÍचय होता है।
अतः उपयु[Èत ͪववरण मɅ, यǑद A = { 1, 2 }, तो

P( A ) = { ,{ 1 }, { 2 }, { 1,2 }}

यह भी नोट कȧिजए ͩक n [ P (A) ] = 4 = 22 

åयापकǾप से, यǑद A  एक एेसा समुÍचय है ͩक n(A) = m, तो यह ͧसɮध ͩकया जा 
सकता है ͩक n [ P(A)] = 2m.

1.8  साव[ǒğक समुÍचय (Universal Set)

सामाÛयतः ͩ कसी ͪ वशेष संदभ[ मɅ हमɅ एक आधारभूत समुÍचय के अवयवɉ और उपसमुÍचयɉ पर 
ͪवचार करना पड़ता है, जो ͩक उस ͪवशेष संदभ[ मɅ Ĥासंͬ गक होते हɇ। उदाहरण के ͧलए, सÉंया-
Ĥणालȣ का अÚययन करत ेसमय हमɅ Ĥाकृत संÉयाओं के समुÍचय और उसके उपसमुÍचयɉ मɅ 
ǽͬच होती है, जसेै अभाÏय सÉंयाओ ंका समुÍचय, सम सÉंयाओं का समुÍचय इ×याǑद। यह 
आधारभूत समुÍचय ‘साव[ǒğक समुÍचय’ कहलाता है। साव[ǒğक समुÍचय को सामाÛयतः Ĥतीक 
U से ǓनǾͪपत करते हɇ और इसके उपसमुÍचयɉ को अ¢र A, B, C, आǑद ɮवारा।

उदाहरणाथ[, पूणाɍकɉ के समुÍचय Z के ͧलए, पǐरमेय सÉंयाओं का समुÍचय Q, एक 
साव[ǒğक समुÍचय हो सकता है, या वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय R भी एक साव[ǒğक 
समुÍचय हो सकता है। एक अÛय उदाहरण मɅ मानव जनसंÉया अÚययन के ͧलए ͪवæव के 
समèत मानव का समुÍचय, साव[ǒğक समुÍचय होगा।

Ĥæनावलȣ 1.3

 1. ǐरÈत èथानɉ मɅ Ĥतीक  या  को भर कर सहȣ कथन बनाइएः
 (i) { 2, 3, 4 } . . . { 1, 2, 3, 4,5 }   (ii) { a, b, c } . . . { b, c, d }

 (iii) {x : x आपके ͪ वɮयालय कȧ क¢ा XI का एक ͪ वɮयाथȸ है}. . .{x : x आपके ͪ वɮयालय 
का एक ͪवɮयाथȸ है}
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 (iv) {x : x  ͩकसी समतल मɅ िèथत एक वƣृ है} . . .{x : x एक समान समतल मɅ वƣृ 
है िजसकȧ ǒğÏया 1 इकाई है।}

 (v) {x : x  ͩकसी समतल मɅ िèथत एक ǒğभुज है} . . . {x : x  ͩकसी समतल मɅ िèथत 
एक आयत है}

 (vi) {x : x  ͩकसी समतल मɅ िèथत एक समबाहु ǒğभुज है} . . .  {x : x  ͩकसी समतल 
मɅ िèथत एक ǒğभुज है}

 (vii) {x : x एक सम Ĥाकृत संÉया है} . . .  {x : x एक पूणाɍक है}

 2. जाँͬ चए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथन स×य हɇ अथवा अस×य हɇः

 (i) { a, b }  { b, c, a }

 (ii) { a, e }  { x : x अंĒेज़ी वण[माला का एक èवर है}

 (iii) { 1, 2, 3 }  { 1, 3, 5 }

 (iv) { a }   { a, b, c }  

 (v) { a }  { a, b, c }

 (vi) { x : x संÉया 6 से कम एक सम Ĥाकृत संÉया है}    { x : x एक Ĥाकृत संÉया है, 

जो सÉंया 36 को ͪवभािजत करती है}

 3. मान लȣिजए ͩक  A = { 1, 2, { 3, 4 }, 5 } । Ǔनàनͧलͨखत मɅ से कौन सा कथन सहȣ नहȣं 
है और Èयɉ?

 (i) {3, 4} A (ii) {3, 4}  A (iii) {{3, 4}} A 

 (iv) 1  A (v) 1  A  (vi) {1, 2, 5} A 

 (vii) {1, 2, 5}  A (viii) {1, 2, 3} A
 (ix)   A (x)   A (xi) {} A
 4.  Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ के सभी उपसमुÍचय ͧलͨखएः
 (i) {a} (ii) {a, b} (iii) {1, 2, 3} (iv) 
 5.  P(A) के ͩकतन ेअवयव हɇ, यǑद A = ?

 6. Ǔनàनͧलͨखत को अंतराल Ǿप मɅ ͧलͨखएः
 (i) {x : x  R, – 4 < x  6} (ii) {x : x  R, – 12 < x < –10}

 (iii) {x : x  R, 0  x < 7} (iv) {x : x  R, 3  x  4}

 7. Ǔनàनͧलͨखत अतंरालɉ को समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ ͧलͨखएः
 (i) (– 3, 0) (ii) [6 , 12] (iii) (6, 12] (iv) [–23, 5)

 8. Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक के ͧलए आप कौन-सा साव[ǒğक समुÍचय Ĥèताͪवत करɅगे?
 (i) समकोण ǒğभुजɉ का समुÍचय। (ii) समɮͪवबाहु ǒğभजुɉ का समुÍचय।
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 9. समÍुचय A = {1, 3, 5}, B = {2, 4, 6} और C = {0, 2, 4, 6, 8} Ĥदƣ हɇ। इन तीनɉ समÍुचय A, 

B और C के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत मɅ स ेकौन सा (स)े साव[ǒğक समुÍचय ͧलए जा सकत ेहɇ?
 (i) {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} (ii) 
 (iii) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} (iv) {1,2,3,4,5,6,7,8}

1.9  वेन आरेख (Venn Diagrams)

समुÍचयɉ के बीच अͬधकाशं सबंधंɉ को आरेखɉ ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है िजÛहɅ वेन 
आरेख कहते हɇ। वेन आरेख का नाम अĒेंज तक[ शाèğी John Venn (1834 ई॰– 1883 ई॰) के 
नाम पर रखा  गया है। इन आरेखɉ मɅ आयत और बंद वĐ सामाÛयतः वƣृ होत ेहɇ। ͩकसी 
साव[ǒğक समुÍचय को Ĥायः एक आयत ɮवारा और उसके उपसमुÍचयɉ को एक वƣृ ɮवारा 
Ĥदͧश[त करते हɇ।

ͩकसी वेन आरेख मɅ समुÍचयɉ के अवयवɉ को उनके ͪवशेष समुÍचय मɅ ͧलखा जाता है 
जैसे आकृǓत 1.2 और 1.3 मɅ

आकृǓत 1.2 आकृǓत 1.3

Ǻçटातं 1 आकृǓत 1.2 मɅ, U = {1,2,3, ..., 10} एक साव[ǒğक समुÍचय है और A = {2,4,6,8,10} उसका 
एक उपसमÍुचय है,
Ǻçटांत 2 आकृǓत 1.3 मɅ, U = {1,2,3, ..., 10} एक साव[ǒğक समुÍचय है, िजसके A = {2,4,6,8,10} 

और B = {4, 6} उपसमुÍचय हɇ और B  A.

पाठक वेन आरेखɉ का ͪवèततृ Ĥयोग देखɅगे जब हम समुÍचयɉ के सिàमलन, सव[Ǔनçठ 
और अतंर पर ͪवचार करɅगे।

1.10  समुÍचयɉ पर संͩĐयाए ँ(Operations on Sets)

ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ हम सीख चुके हɇ ͩ क सÉंयाओं पर योग, अतंर, गुणा और भाग कȧ संͩĐयाए ँ
ͩकस Ĥकार संपÛन कȧ जाती हɇ। इनमɅ से Ĥ×येक संͩĐया को दो संÉयाओं पर सपंÛन ͩकया 
गया था, िजससे एक अÛय सÉंया ĤाÜत हुई थी। उदाहरण के ͧलए दो संÉयाओं 5 और 13 
पर योग कȧ संͩ Đया सपंÛन करने से हमɅ सÉंया 18 ĤाÜत होती है। पुनः सÉंयाओं 5 और 13 
पर गुणा कȧ संͩ Đया सपंÛन करने पर हमɅ सÉंया 65 ĤाÜत होती है। इसी Ĥकार, कुछ एेसी 
संͩĐयाए ँहै, िजनको दो समुÍचयɉ पर संपÛन करने स,े एक अÛय समुÍचय बन जाता है। 
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अब हम समुÍचयɉ पर होने वालȣ कुछ संͩ Đयाओं को पǐरभाͪषत करɅगे और उनके गुणधमɟ कȧ 
जाचँ करɅगे। यहाँ से आगे हम समुÍचयɉ का उãलेख ͩकसी साव[ǒğक समुÍचय के उपसमुÍचयɉ 
के Ǿप मɅ करɅगे। 

1.10.1  समुÍचयɉ का सिàमलन (Union of sets) मान लȣिजए ͩक A और B कोई दो समुÍचय 
हɇ। A और B का सिàमलन वह समुÍचय है िजसमɅ A के सभी अवयवɉ के साथ B के भी सभी 
अवयव हɉ, तथा उभयǓनçठ अवयवɉ को केवल एक बार ͧलया गया हो। Ĥतीक ‘’ का Ĥयोग 
सिàमलन को ǓनǾͪपत करने के ͧलए ͩकया जाता है। Ĥतीका×मक Ǿप मɅ हम A  B ͧलखते 
हɇ और इस े‘A सिàमलन B’ पढ़ते हɇ।

उदाहरण 12  मान लȣिजए ͩक A = {2, 4, 6, 8} और B = { 6, 8, 10, 12}. A  B £ात कȧिजए।
हल  हम देखते हɇ ͩक A  B  = { 2, 4, 6, 8, 10, 12}

नोट कȧिजए ͩक A  B ͧलखते समय उभयǓनçठ अवयव 6 और 8 को केवल एक बार  
ͧलखते हɇ।

उदाहरण 13 मान लȣिजए ͩ क A = { a, e, i, o, u } और B = { a, i, u }. दशा[इए ͩ क A  B = A.

हल  èपçटतया A  B = { a, e, i, o, u } = A.

इस उदाहरण से èपçट होता है ͩक ͩकसी समुÍचय A और उसके उपसमुÍचय B का 
सिàमलन समुÍचय A èवयं होता है, अथा[त ्यǑद B  A, तो A B = A.

उदाहरण 14 मान लȣिजए ͩक X = {राम, गीता, अकबर} क¢ा XI के ͪवɮयाͬथ[यɉ का जो 
ͪवɮयालय कȧ हाकȧ टȣम मɅ हɇ, एक समुÍचय है। मान लȣिजए ͩक Y = {गीता, डेͪ वड, अशोक} 

क¢ा XI के ͪवɮयाͬथ[यɉ का, जो ͪवɮयालय कȧ फुटबाल टȣम मɅ हɇ, एक समुÍचय है। X  Y 

£ात कȧिजए और इस समुÍचय कȧ åयाÉया कȧिजए।

हल यहाँ  X  Y = {राम, गीता, अकबर, डेͪ वड, अशोक}. यह क¢ा XI के उन ͪवɮयाͬथ[यɉ का 
समुÍचय है, जो या तो ͪवɮयालय कȧ हाकȧ टȣम मɅ हɇ या फुटबाल टȣम मɅ हɇ या दोनɉ टȣमɉ 
मɅ हɇ।
अतः हम दो समुÍचयɉ के सिàमलन कȧ पǐरभाषा इस Ĥकार कर सकत ेहɇः

पǐरभाषा 6 दो समुÍचयɉ A और B का सिàमलन समुÍचय, वह समुÍचय है िजसमɅ वे सभी 
अवयव हɇ, जो या तो A मɅ हɇ या B मɅ हɇ (उन अवयवɉ 
को सिàमͧलत करत ेहुए जो दोनɉ मɅ हɇ)। Ĥतीका×मक Ǿप 
मɅ हम ͧलखते हɇ ͩक A  B  = { x : x A या x B } है।

दो समुÍचयɉ के सिàमलन को आकृǓत 1.4 मɅ 
Ǒदखाए गए वेन आरेख से Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है।

आकृǓत 1.4 मɅ छायांͩ कत भाग A  B को Ĥदͧश[त 
करता है।

आकृǓत  1.4
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सिàमलन कȧ संͩ Đया के कुछ गुणधम[ः 

 (i) A  B  = B  A  (Đम ͪवǓनमय Ǔनयम)

 (ii) ( A  B )  C = A  ( B  C)

   (साहचय[ Ǔनयम)

 (iii) A   = A (त×समक Ǔनयम,  संͩĐया का त×समक अवयव है)

 (iv) A  A  = A  (वग[सम Ǔनयम)

 (v) U  A  = U  (U का Ǔनयम)

1.10.2  समुÍचयɉ का सव[Ǔनçठ (Intersection of sets) समÍुचय A और B का सव[Ǔनçठ उन सभी 
अवयवɉ का समुÍचय है, जो A और B दोनɉ मɅ उभयǓनçठ है। Ĥतीक ‘’ का Ĥयोग सव[Ǔनçठ 
को ǓनǾͪपत करने के ͧलए ͩकया जाता है। समुÍचय A और B का सव[Ǔनçठ उन सभी अवयवɉ 
का समुÍचय है, जो A और B दोनɉ मɅ हɉ। Ĥतीका×मक Ǿप मɅ हम ͧलखते हɇ ͩक 
A B = {x :  x  A और x  B}

उदाहरण 15 उदाहरण 12 के समÍुचय A और B पर ͪवचार कȧिजए। A B £ात कȧिजए।

हल  हम देखते हɇ ͩक केवल 6 और 8 हȣ एेसे अवयव हɇ जो A और B दोनɉ मɅ उभयǓनçठ 
हɇ। अतः A B = { 6, 8 }

उदाहरण 16 उदाहरण 14 के समÍुचय X और Y पर ͪवचार कȧिजए। X Y £ात कȧिजए।

हल  हम देखते हɇ केवल ‘गीता’ हȣ एक माğ एेसा अवयव है, जो दोनɉ मɅ उभयǓनçठ है। अतः 
X Y = {गीता}

उदाहरण 17 मान लȣिजए ͩक A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} और B = { 2, 3, 5, 7 }

A  B £ात कȧिजए और इस Ĥकार Ǒदखाइए ͩक A B = B.

हल हम देखते हɇ ͩक A B = { 2, 3, 5, 7 } = B हम Úयान देते हɇ ͩक B A और A  B = B

पǐरभाषा 7 समुÍचय A और B का सव[Ǔनçठ उन सभी 
अवयवɉ का समुÍचय है, जो A और B दोनɉ मɅ हो। 
Ĥतीका×मक Ǿप मɅ, हम ͧलखते हɇ ͩक 

A  B = {x : x  A और x  B}

आकृǓत 1.5 मɅ छायांͩकत भाग, A और B के 
सव[Ǔनçठ को Ĥदͧश[त करता है।

यǑद A और B एेसे दो समुÍचय हɉ ͩक A B  =  

, तो A और B असयंुÈत समुÍचय कहलात ेहɇ। उदाहरण आकृǓत 1.5
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के ͧलए मान लȣिजए ͩक A = { 2, 4, 6, 8 } और  B = { 1, 

3, 5, 7 }, तो A और B असंयुÈत समुÍचय हɇ, Èयɉͩक A 

और B मɅ कोई भी अवयव उभयǓनçठ नहȣं है।
असंयÈुत समुÍचयɉ को वेन आरेख ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया 
जा सकता है, जसैा आकृǓत 1.6 मɅ Ĥदͧश[त है।
उपयु[Èत आरेख मɅ A और B असंयुÈत समुÍचय हɇ।
सव[Ǔनçठ संͩ Đय के कुछ गुणधम[
 (i)  A  B  = B  A  (Đम ͪवǓनमय Ǔनयम) 

 (ii) ( A   B )  C = A ( B  C )  (साहचय[ Ǔनयम)

 (iii)    A = , U  A = A  ( और U के Ǔनयम)।
 (iv) A  A = A  (वग[सम Ǔनयम)
 (v) A (B C)  = ( A   B )  ( A   C )   (ͪवतरण या बंटन Ǔनयम) 

अथा[त ्ͪवतǐरत होता है  पर।
नीचे बने वेन आरेखɉ [आकृǓतयɉ 1.7 (i)-(v)] ɮवारा इस बात को सरलता से देख सकते हɇ।

आकृǓत 1.6

(i) (iii)

(ii) (iv)

(v)
आकृǓत 1.7 (i) to (V)
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1.10.3  समुÍचयɉ का अतंर (Difference of sets) समुÍचयɉ A और B का अतंर उन अवयवɉ 
का समÍुचय है जो A मɅ हɇ ͩकंतु B मɅ नहȣं हɇ, जब ͩक A और B को इसी Đम मɅ ͧलया जाए। 
Ĥतीता×मक Ǿप मɅ इसे A–B ͧलखते हɇ और “ A अंतर B” पढ़त ेहɇ।

उदाहरण 18  मान लȣिजए ͩक A = { 1, 2, 3, 4, 5, 6}, B = { 2, 4, 6, 8 } A – B और 
B – A £ात कȧिजए ।

हल हम ĤाÜत करत े हɇ ͩक, A – B = { 1, 3, 5 }, Èयɉͩक अवयव 1, 3, 5 समुÍचय A मɅ हɇ 
ͩकंतु B मɅ नहȣं हɇ तथा B – A = { 8 }, Èयɉͩक अवयव 8, B मɅ है ͩकंतु A मɅ नहȣं है।
हम देखते हɇ ͩक A – B  B – A

उदाहरण 19 मान लȣिजए ͩक V = { a, e, i, o, u } तो B = { a, i, k, u}, तो V – B और 
B – V £ात कȧिजए।

हल  यहाँ, V – B = { e, o }, Èयɉͩक अवयव e, o समुÍचय 
V मɅ हɇ ͩकंत ुB मɅ नहȣं है तथा B – V = { k }, Èयɉͩक 
अवयव k समुÍचय B मɅ है परंतु V मɅ नहȣं है।

हम नोट करत ेहɇ ͩक V – B  B – V समुÍचय 
Ǔनमा[ण संकेतन का Ĥयोग करते हुए हम समुÍचयɉ के 
अंतर कȧ पǐरभाषा को पुनः इस Ĥकार ͧलख सकते हɇः

A – B = { x : x  A और x  B }

दो समÍुचयɉ A और B के अतंर को वने आरेख ɮवारा 
दशा[या जा सकता है जसैा ͩ क आकृǓत 1.8 मɅ Ĥदͧश[त है। 
 छायांͩ कत भाग दो समुÍचय A और B के अतंर को 
दशा[ता है।

ǑटÜपणी समुÍचय A – B, A  B और B – A परèपर 
असंयÈुत होते हɇ अथा[त ्इनमɅ से ͩकसी दो समुÍचयɉ का 
सव[Ǔनçठ समुÍचय एक ǐरÈत समÍुचय होता है जैसा ͩ क 
आकृǓत 1.9 मɅ Ĥदͧश[त है।

Ĥæनावलȣ 1.4

1. Ǔनàनͧलͨखत मɅ स ेĤ×येक समुÍचय यÊुम का सिàमलन £ात कȧिजएः
 (i) X = {1, 3, 5}, Y = {1, 2, 3}  

 (ii) A =  [ a, e, i, o, u}, B = {a, b, c} 

 (iii) A = {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और 3 का गुणज है}

  B = {x : x संÉया 6 से कम एक Ĥाकृत सÉंया है}

आकृǓत 1.8

आकृǓत 1.9



 समुÍचय  21

 (iv) A = {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और  1 < x  6 }

  B = {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और 6 < x < 10 }

 (v) A = {1, 2, 3}, B = 

 2. मान लȣिजए ͩक A = { a, b }, B =  {a, b, c}. Èया A  B ? A  B £ात कȧिजए।
 3.  यǑद A और B दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक A  B, तो A  B Èया है ?
 4. यǑद A = {1, 2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 6}, C = {5, 6, 7, 8 } और D = { 7, 8, 9, 10}, तो 

Ǔनàनͧलͨखत £ात कȧिजएः
 (i) A  B (ii) A  C (iii) B  C  (iv)  B  D

 (v) A  B  C  (vi) A  B  D  (vii) B  C  D

 5. Ĥæन 1 मɅ Ǒदए Ĥ×येक समुÍचय युÊम का सव[Ǔनçठ समुÍचय £ात कȧिजए।
 6. यǑद A = { 3, 5, 7, 9, 11 }, B = {7, 9, 11, 13}, C = {11, 13, 15}और D = {15, 17}; तो 

Ǔनàनͧलͨखत £ात कȧिजएः
 (i) A  B (ii) B  C (iii) A  C  D

 (iv)  A  C (v) B  D (vi) A  (B  C)

 (vii) A  D (viii) A  (B  D) (ix) ( A  B )  ( B C )   

 (x) ( A  D)  ( B  C)

 7.  यǑद A = {x : x एक Ĥाकृत सÉंया है},  B = {x : x एक सम Ĥाकृत संÉया है}

  C = {x : x एक ͪवषम Ĥाकृत सÉंया है} D = {x : x एक अभाÏय सÉंया है}, तो  Ǔनàनͧलͨखत 
£ात कȧिजएः

 (i) A  B (ii) A  C (iii) A  D 

 (iv) B  C (v) B  D (vi) C  D

 8.  Ǔनàनͧलͨखत समुÍचय युÊमɉ मɅ स ेकौन से युÊम असंयुÈत हɇ?
 (i) {1, 2, 3, 4} तथा {x : x एक Ĥाकृत संÉया है और 4  x  6 }

 (ii)  { a, e, i, o, u } तथा { c, d, e, f }

 (iii) {x : x एक सम पूणाɍक है} और {x : x एक ͪवषम पूणाɍक है}

 9. यǑद A = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21}, B = { 4, 8, 12, 16, 20 },

 C = { 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 }, D = {5, 10, 15, 20 }; तो Ǔनàनͧलͨखत को £ात कȧिजएः
 (i) A – B (ii) A – C (iii) A – D (iv) B – A

 (v) C – A (vi) D – A (vii) B – C  (viii) B – D

 (ix) C – B (x) D – B  (xi) C – D  (xii) D – C
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10. यǑद X= { a, b, c, d } और Y = { f, b, d, g}, तो Ǔनàनͧलͨखत को £ात कȧिजएः
 (i) X – Y (ii) Y – X (iii) X  Y

 11. यǑद R वाèतͪवक सÉंयाओं और Q पǐरमेय सÉंयाओं के समुÍचय हɇ, तो R – Q Èया 
होगा ?

12. बताइए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ से Ĥ×येक स×य है या अस×य? अपन ेउƣर का 
औͬच×य भी बताइएः

 (i) { 2, 3, 4, 5 } तथा { 3, 6} असयंुÈत समुÍचय हɇ।
 (ii) { a, e, i, o, u } तथा { a, b, c, d }असंयुÈत समÍुचय हɇ।
 (iii) { 2, 6, 10, 14 } तथा { 3, 7, 11, 15} असंयुÈत समुÍचय हɇ।
 (iv) { 2, 6, 10 } तथा { 3, 7, 11} असंयुÈत समुÍचय हɇ।

1.11  समुÍचय का पूरक (Complement of a Set)

मान लȣिजए ͩक सभी अभाÏय संÉयाओं का साव[ǒğक समुÍचय U है तथा A, U का वह 
उपसमुÍचय है, िजसमɅ वे सभी अभाÏय सÉंयाएँ हɇ जो 42 कȧ भाजक नहȣं हɇ। इस Ĥकार A = 

{x : x   U और x संÉया 42 का भाजक नहȣं है}। हम देखत ेहɇ ͩक 2  U ͩकंतु  2  A, Èयɉͩक 
2 सÉंया 42 का एक भाजक है। इसी Ĥकार 3  U ͩकंतु 3  A, तथा 7  U ͩकंतु 7  A अब 
केवल 2, 3 तथा 7 हȣ U के एेस ेअवयव हɇ जो AमɅ नहȣं हɇ। इन तीन अभाÏय संÉयाओं का 
समुÍचय अथा[त ्समुÍचय {2, 3, 7}, U के सापे¢ A का पूरक समुÍचय कहलाता है और इसे 
Ĥतीक A से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। अतः  A = {2, 3, 7} इस Ĥकार हम देखते हɇ ͩक A = 

{x : x  U और x  A } है। इससे Ǔनàनͧलͨखत पǐरभाषा ĤाÜत होती हैः

पǐरभाषा 8 मान लȣिजए ͩक U एक साव[ǒğक समुÍचय है और A, U का एक उपसमुÍचय है, तो 
A का पूरक समुÍचय U के उन अवयवɉ का समुÍचय है, जो A के अवयव नहȣं हɇ। Ĥतीका×मक 
Ǿप मɅ हम U के साप¢े A के पूरक को Ĥतीक A से ǓनǾͪपत करते हɇ। अतः A = {x : x  U 

और x  A } हम ͧलख सकते हɇ। A = U – A

Úयान दȣिजए ͩ क A के पूरक समुÍचय को, ͪ वकãपतः, साव[ǒğक समुÍचय U तथा समुÍचय 
A के अंतर के Ǿप मɅ देखा जा सकता है।

उदाहरण 20 मान लȣिजए ͩक U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} और A = {1, 3, 5, 7, 9} है तो
A £ात कȧिजए।

हल हम नोट करते हɇ केवल 2, 4, 6, 8, 10 हȣ U के एेसे अवयव हɇ जो A मɅ नहȣं हɇ। 
अतः A= { 2, 4, 6, 8,10 }.

उदाहरण 21 मान लȣिजए ͩक U एक सह ͧश¢ा ͪवɮयालय के क¢ा XI के सभी ͪवɮयाͬथ[यɉ का 
साव[ǒğक समुÍचय है और A, क¢ा XI कȧ सभी लड़ͩकयɉ का समुÍचय है तो A £ात कȧिजए।
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हल Èयɉͩक A, क¢ा XI कȧ सभी लड़ͩकयɉ का समुÍचय है, अतः A èपçटतया क¢ा के सभी 
लड़कɉ का समुÍचय है।
ǑटÜपणी  यǑद A  साव[ǒğक समÍुचय U का एक उपसमुÍचय है, तो इसका पूरक A भी 
U का एक उपसमुÍचय होता है।

पुनः उपयु[Èत उदाहरण 20 मɅ,  

 A = { 2, 4, 6, 8, 10 }

अतः (A)     = {x : x  U और x  A}

  = {1, 3, 5, 7, 9} = A

पूरक समुÍचय कȧ पǐरभाषा से èपçट है ͩक साव[ǒğक समुÍचय U के ͩकसी उपसमुÍचय 
Aके ͧलए (A) = A

अब Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण मɅ हम ( A  B) तथा A  B के हल ǓनकालɅगे।

उदाहरण 22 मान लȣिजए ͩक U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 3} और B = {3, 4, 5}, 

A, B ,  A  B, A  B £ात कȧिजए और ͩफर ͧसɮध कȧिजए ͩक (  A  B)  = A  B.

हल èपçटतया A = {1, 4, 5, 6}, B = { 1, 2, 6 }। अतः A B = { 1, 6 } 

पुनः A  B  = { 2, 3, 4, 5 } है। इसͧलए (A  B)  = { 1, 6 }

       ( A  B)  = { 1, 6 } =  A B

इस Ĥकार हम देखते हɇ ͩक ( A  B)   = A  B. यह ͧसɮध ͩकया जा सकता है ͩक 
उपयु[Èत पǐरणाम åयापक Ǿप से स×य होता है यǑद A और B साव[जǓनक समुÍचय U के कोई 
दो उपसमुÍचय हɇ, तो ( A  B)  = A  B . इसी Ĥकार ( A  B) =  A  B इन पǐरणामɉ 
को शÞदɉ मɅ इस Ĥकार åयÈत करते हɇः

‘‘दो समुÍचयɉ के सिàमलन का पूरक उनके पूरक समुÍचयɉ का साव[Ǔनçठ होता है तथा 
दोनɉ समुÍचयɉ के साव[Ǔनçठ का पूरक उनके पूरक 
समÍुचयɉ का सिàमलन होता है।’’ इनको De Morgan 

के Ǔनयम कहते हɇ।
यह नाम गͨणत£ De Morgan के नाम पर रखा गया है।
ͩकसी समÍुचय A के परूक A को वने आरेख ɮवारा ǓनǾͪपत 
ͩकया जा सकता है जसैा ͩ क आकृǓत 1.10 मɅ Ĥदͧश[त है।
छायांͩ कत भाग समुÍचय A के पूरक A को दशा[ता है।

आकृǓत 1.10
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परूकɉ के कुछ गुणधम[
 1. पूरक Ǔनयम : (i) A  A  = U  (ii) A  A =   

 2. De Morgan का Ǔनयम : (i) (A  B)´  = A  B (ii) (A  B = A  B
 3. ɮͪव-पूरक Ǔनयम : (A) = A 

 4. और U के Ǔनयम ः = U और U = . 

इन Ǔनयमɉ का स×यापन वेन आरेखɉ ɮवारा ͩकया जा सकता है।

Ĥæनावलȣ 1.5

 1. मान लȣिजए ͩक U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 }, A  = {1, 2, 3, 4}, B = {2,  4, 6, 8 } और 
C = { 3, 4, 5, 6 } तो Ǔनàनͧलͨखत £ात कȧिजएः

 (i) A    (ii) B    (iii) (A  C)    (iv) (A  B)    (v) (A)    (vi) (B – C)

 2. If U = { a, b, c, d, e, f, g, h}, तो Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ के पूरक £ात कȧिजएः
 (i) A = {a, b, c} (ii) B = {d, e, f, g}

 (iii) C = {a, c, e, g}  (iv) D = { f, g, h, a}

 3.  Ĥाकृत संÉयाओं के समुÍचय को साव[ǒğक समुÍचय मानत ेहुए, Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ 
के पूरक ͧलͨखएः

 (i) {x : x एक Ĥाकृत सम सÉंया है} (ii) { x : x एक Ĥाकृत ͪ वषम संÉया है}

 (iii) {x : x संÉया 3 का एक धन गुणज है} (iv) { x : x एक अभाÏय सÉंया है}

 (v) {x : x, 3 और 5 से ͪवभािजत होने वालȣ एक संÉया है} 
 (vi)  { x : x एक पूण[ वग[ सÉंया है} (vii) { x : x एक पूण[ घन सÉंया है} 

 (viii) { x : x + 5 = 8 } (ix) { x : 2x + 5 = 9}

 (x)  { x : x  7 } (xi) { x : x N और 2x + 1 > 10 }

 4. यǑद U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 }, A = {2, 4, 6, 8} और B = { 2, 3, 5, 7}, तो स×याͪपत 
कȧिजए ͩकः

 (i) (A B) = A  B (ii)  (A B) = A  B

 5. Ǔनàनͧलͨखत मɅ स ेĤ×येक के ͧलए उपयु[Èत वने आरेख खींͬ चएः
 (i) (A  B) (ii) A  B (iii) (A  B) (iv) A  B

 6. मान लȣिजए ͩक ͩकसी समतल मɅ िèथत सभी ǒğभुजɉ का समुÍचय साव[ǒğक समुÍचय 
U है। यǑद A उन सभी ǒğभुजɉ का समुÍचय है िजनमɅ कम स ेकम एक कोण 600 से 
ͧभÛन है, तो A Èया है? 
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 7. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ को स×य बनाने के ͧलए ǐरÈत èथानɉ को भǐरएः
 (i) A  A = . . . (ii)  A = . . .

 (iii) A  A = . . . (iv) U A = . . .

1.12  दो समुÍचयɉ के सिàमलन और सव[Ǔनçठ पर आधाǐरत åयावहाǐरक Ĥæन Practical 

Problems on Union and Intersection of Two Sets

पहले के अनुÍछेदɉ मɅ हम दो समुÍचयɉ के सिàमलन, 
सव[Ǔनçठ तथा अतंर के बारे मɅ सीख चकेु हɇ। इस अनÍुछेद 
मɅ हम अपने ĤǓतǑदन के जीवन से सàबिÛधत कुछ Ĥæनɉ 
को सरल करɅगे। इस अनुÍछेद मɅ ĤाÜत सूğɉ का Ĥयोग 
आगे आने वाले अÚयायɉ, जसेै ĤाǓयकता (अÚयाय 16) 
मɅ भी ͩकया जाएगा।
 (i) मान लȣिजए ͩक A और B पǐरͧमत समुÍचय हɇ। 

यǑद A  B = , तो
n ( A  B ) = n ( A ) + n ( B )        ... 

(1)

A B के अवयव या तो A मɅ हɇ या B मɅ हɇ परंतु दोनɉ मɅ नहȣं हɇ, Èयɉͩक A  B = . 

अतः पǐरणाम (1) त×काल ĤाÜत होता है।
 (ii) åयापक Ǿप से यǑद A और B पǐरͧमत समुÍचय है, तो n ( A  B ) = n ( A ) + n ( B )

 – n ( A  B )               

... (2)

नोट कȧिजए ͩक समुÍचय A – B,  A    B  तथा B – A असंयुÈत हɇ और इनका सिàमलन A 

B है (आकृǓत 1.11)। इसͧलए
  n ( A  B) = n ( A – B) + n ( A   B ) + n ( B – A )

   = n ( A – B) +  n ( A  B ) + n ( B – A ) + n ( A   B ) – n ( A   B)

   = n ( A ) + n ( B ) – n ( A   B), जो पǐरणाम (2) को स×याͪपत करता है।
(iii) पुनः यǑद A, B और C पǐरͧमत समुÍचय हɇ, तो

n ( A  B  C )  = n ( A ) + n ( B ) + n ( C ) – n ( A   B ) – n ( B   C)

      – n ( A   C ) + n ( A   B   C )    ... (3)

वाèतव मɅ हम देखते हɇ ͩक 
n ( A  B  C ) = n (A) + n ( B  C ) – n [ A   ( B  C ) ] [ (2) ɮवारा ]
=  n (A) + n ( B ) + n ( C ) – n ( B   C ) – n [ A   ( B  C ) ] [ (2) ɮवारा ]

Èयɉͩक A   ( B  C ) = ( A   B )  ( A   C ), हमɅ ĤाÜत होता है ͩक
n [ A   ( B  C ) ] = n ( A   B ) + n ( A   C ) – n [ ( A   B)   (A   C)]

आकृǓत 1.11
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=  n ( A   B ) + n ( A   C )  – n  (A   B   C)

अतः n ( A  B  C ) = n (A) + n ( B ) + n ( C ) – n ( A    B ) – n ( B    C)

 – n ( A    C ) + n ( A    B    C )

इस Ĥकार पǐरणाम (3) ͧसɮध हुआ।

उदाहरण 23 यǑद X और Y दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक X  Y मɅ 50 अवयव हɇ, X मɅ 
28 अवयव हɇ और Y मɅ 32 अवयव हɇ, तो X  Y मɅ 
ͩकतने अवयव हɇ?

हल Ǒदया है ͩक n (X  Y) = 50, n (X) = 28,  

           n (Y) = 32, n (x  Y) = ?

सूğ  n (X  Y) = n (X) + n (Y) – n (X  Y) के Ĥयोग 
ɮवारा हम देखते हɇ ͩक

n (X  Y) = n (X) + n (Y) – n (X  Y)

 = 28 + 32 – 50 = 10

ͪवकãपतः मान लȣिजए ͩक n ( X  Y ) = k, तो
n (X – Y) = 28 – k , n (Y – X) = 32 – k (आकृǓत 1.12 के वने आरेख ɮवारा)
इससे ͧमलता है ͩक 50 = n (X  Y) = n (X – Y) + n (X Y) + n (Y – X)

 = (28 – k) + k + (32 – k)

अतः k = 10.

उदाहरण 24 एक ͪवɮयालय मɅ 20 अÚयापक हɇ जो गͨणत या भौǓतकȧ पढ़ाते हɇ। इनमɅ से 
12 गͨणत पढ़ाते हɇ और 4 भौǓतकȧ और गͨणत दोनɉ को पढ़ाते हɇ। ͩकतने अÚयापक भौǓतकȧ 
पढ़ाते हɇ?

हल मान लȣिजए ͩ क M उन अÚयापकɉ का समुÍचय ǓनǾͪपत करता है, जो गͨणत पढ़ाते हɇ और 
P उन अÚयापकɉ का समुÍचय ǓनǾͪपत करता है, जो भौǓतकȧ पढ़ाते हɇ। हमɅ Ĥæन के कथन मɅ 
आने वाले शÞद ‘या’ से सिàमलन तथा शÞद ‘और’ स ेसव[Ǔनçठ का संकेत ͧमलता है। इसͧलए 

n ( M  P ) = 20 , n ( M ) = 12 और n ( M  P ) = 4

हम n ( P ) £ात करना चाहते हɇ।
पǐरणाम n ( M  P ) = n ( M ) + n ( P ) – n  ( M  P ),  के Ĥयोग ɮवारा,

   20 = 12 + n ( P ) – 4

अतः  n ( P ) = 12

अतएव 12 अÚयापक भौǓतकȧ पढ़ाते हɇ।

उदाहरण 25 35 ͪवɮयाͬथ[यɉ कȧ एक क¢ा मɅ, 24 ͩĐकेट खेलना पसदं करते हɇ और 16 
फुटबाल खेलना पसदं करते हɇ। इसके अǓतǐरÈत Ĥ×येक ͪवɮयाथȸ कम से कम एक खेल अवæय 
खलेना पसंद करता है। ͩकतन ेͪवɮयाथȸ ͩĐकेट और फुटबाल दोनɉ खेलना पसदं करते हɇ?

आकृǓत 1.12
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हल मान लȣिजए ͩक ͩĐकेट खेलना पसदं करने वाले ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय X है। मान 
लȣिजए ͩक फुटबाल खेलना पसदं करने वाले ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय Y  है। इस Ĥकार X  

Y  उन ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय है, जो कम से कम एक खेलना पसंद करते हɇ और X  Y   

उन ͪवɮयाͬथ[यɉ का समुÍचय है, जो दोनɉ हȣ खले खेलना पसदं करते हɇ।
Ǒदया है ͩक n (X) = 24, n (Y) = 16, n (X  Y) = 35, n (X  Y) = ?

सूğ n (X  Y) = n (X) + n (Y) – n  (X  Y), के Ĥयोग ɮवारा, हम ĤाÜत करत ेहɇ।
  35 = 24 + 16 – n (X  Y)

इसͧलए,  n (X  Y) = 5 

अथा[त ्5 ͪवɮयाथȸ दोनɉ खले खेलना पसदं करते हɇ।

उदाहरण 26 ͩकसी èकूल के 400 ͪवɮयाͬथ[यɉ के सवȶ¢ण मɅ 100 ͪवɮयाथȸ सेब का रस, 
150 ͪवɮयाथȸ संतरे का रस और 75 ͪवɮयाथȸ सेब तथा संतरे दोनɉ का रस पीने वाले पाए 
जात ेहɇ। £ात कȧिजए ͩक ͩकतन ेͪवɮयाथȸ न तो सेब का रस पीते हɇ और न सतंरे का हȣ?
हल मान लȣिजए ͩक U सवȶ¢ण ͩकए गए ͪवɮयाͬथ[यɉ के समुÍचय को ǓनǾͪपत करता है।  तथा 
A सेब का रस पीने वाले और B संतरे का रस पीन ेवाले ͪवɮयाͬथ[यɉ के समुÍचयɉ को ǓनǾͪपत 
करते है। इस Ĥकार n (U) = 400, n (A) = 100, n (B) = 150 और n (A  B) = 75.

अब  n  (A B) = n (A  B)

  = n (U) – n (A  B) 

  = n (U) – n (A) – n (B) + n (A  B)

  = 400 – 100 – 150 + 75 = 225

अतः 225 ͪवɮयाथȸ न तो सेब का और न संतरे का रस पीते हɇ।

उदाहरण 27 200 åयिÈत ͩकसी चम[ रोग से पीͫड़त हɇ, इनमɅ 120 åयिÈत रसायन C
1
, 50 

åयिÈत रसायन C
2
, और 30 åयिÈत रसायन C

1
 और C

2
 दोनɉ हȣ से Ĥभाͪवत हुए हɇ, तो एेसे 

åयिÈतयɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए जो Ĥभाͪवत हुए हɉ ः

 (i) रसायन C
1
 ͩकंतु रसायन C

2 
से नहȣं,

 (ii) रसायन C
2
 ͩकंतु रसायन C

1 
से नहȣं,

 (iii) रसायन C
1
 अथवा रसायन C

2 
से Ĥभाͪवत हुए हɇ।

हल मान लȣिजए ͩक U, चम[ रोग से पीͫड़त åयिÈतयɉ के साव[ǒğक समुÍचय को ǓनǾͪपत 
करता है, A, रसायन C

1
 से Ĥभाͪवत åयिÈतयɉ के समुÍचय को तथा B, रसायन C

2
 से Ĥभाͪवत 

åयिÈतयɉ के समुÍचय को ǓनǾͪपत करते हɇ।
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यहाँ पर n ( U) = 200, n ( A ) = 120, n ( B ) = 50 तथा n ( A  B ) = 30

 (i) Ǒदए हुए वेन आरेख (आकृǓत 1.13) मɅ हम देखते हɇ ͩक
  A = ( A – B )  ( A  B ).

 अतः n (A) = n( A – B ) + n( A  B )     

(Èयɉͩक A – B) और A B असंयुÈत हɇ)
अथवा  n ( A – B ) = n ( A ) – n ( A  B ) = 

120 –30 = 90 

अतः रसायन C
1
 ͩकंतु रसायन C

2
 से नहȣं Ĥभाͪवत 

åयिÈतयɉ कȧ सÉंया 90 है।
 (ii) आकृǓत 1.13 से B = ( B – A)  ( A  B). 

 इसͧलए n (B) = n (B – A) + n ( A  B) (Èयɉͩक A – B तथा A – B अंसयुÈत हɇ।)
 अथवा   n ( B – A ) = n ( B ) – n ( A  B 

   = 50 – 30 =  20  
अतः  रसायन C

2
 ͩकंतु रसायन C

1
 से नहȣं Ĥभाͪवत åयिÈतयɉ कȧ सÉंया 20 है।

 (iii)  रसयान C
1
 अथवा रसायन C

2
 स ेĤभाͪवत åयिÈतयɉ कȧ सÉंया अथा[त ्

   n ( A  B ) = n ( A ) + n ( B ) – n ( A  B )

   = 120 + 50 – 30 = 140.

Ĥæनावलȣ 1.6

 1. यǑद X और Y दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक n ( X ) = 17, n ( Y ) = 23 तथा 
n ( X  Y ) = 38, तो n ( X  Y ) £ात कȧिजए।

 2. यǑद X और Y  दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक X  Y  मɅ 18, X  मɅ 8 और Y  मɅ 15 अवयव 
हɉ, तो X  Y  मɅ ͩकतने अवयव हɉगे?

 3. 400 åयिÈतयɉ के समूह मɅ, 250 Ǒहदंȣ तथा 200 अंĒेज़ी बोल सकते हɇ। ͩकतन ेåयिÈत 
Ǒहदंȣ तथा अंĒेज़ी दोनɉ बोल सकत ेहɇ?

 4.  यǑद S और T  दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक S  मɅ 21, T  मɅ 32 और S  T  मɅ 11 अवयव 
हɉ, तो S  T  मɅ ͩकतन ेअवयव हɉगे?

 5. यǑद X और Y  दो एेसे समुÍचय हɇ ͩक X मɅ 40, X  Y मɅ 60 और X  Y मɅ 10 
अवयव हɉ, तो Y मɅ ͩकतने अवयव हɉगे?

 6. 70 åयिÈतयɉ के समूह मɅ, 37 कॉफ़ी, 52 चाय पसदं करत ेहɇ और Ĥ×येक åयिÈत दोनɉ मɅ 
से कम से कम एक पेय पसंद करता है, तो ͩ कतने åयिÈत कॉफ़ी और चाय दोनɉ को पसंद 
करते हɇ?

आकृǓत 1.13



 समुÍचय  29

 7. 65 åयिÈतयɉ के समूह मɅ, 40 åयिÈत ͩĐकेट, और 10 åयिÈत ͩĐकेट तथा टेǓनस दोनɉ 
को पसदं करते हɇ, तो ͩकतन ेåयिÈत केवल टेǓनस को पसदं करते हɇ ͩकंतु ͩĐकेट को 
नहȣं? ͩकतन ेåयिÈत टेǓनस को पसदं करते हɇ?

 8.  एक कमेटȣ मɅ, 50 åयिÈत ĥɅ च, 20 åयिÈत èपǓेनश और 10 åयिÈत èपǓेनश और ĥɅ च 
दोनɉ हȣ भाषाओं को बोल सकते हɇ। ͩकतन ेåयिÈत इन दोनɉ हȣ भाषाओं मɅ स ेकम से 
कम एक भाषा बोल सकत ेहɇ?

   ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 28 Ǒदखाइए ͩक शÞद “ CATARACT ” के वण[ ͪवÛयास के अ¢रɉ का समुÍचय तथा 
शÞद “ TRACT” के वण[ͪ वÛयास के अ¢रɉ का समुÍचय समान है।

हल मान लȣिजए ͩक X “CATARACT” के अ¢रɉ का समुÍचय है, तो
   X = { C, A, T, A, R, A, C, T } = { C, A, T, R }

मान लȣिजए ͩक Y “ TRACT” के अ¢रɉ का समुÍचय है, तो 
   Y = { T, R, A, C }

Èयɉͩक X का Ĥ×येक अवयव Y मɅ है तथा Y का Ĥ×येक अवयव X मɅ है, अतः X = Y

उदाहरण 29 समुÍचय { –1, 0, 1 } के सभी उपसमुÍचयɉ कȧ सचूी बनाइए।

हल माना A = {–1, 0, 1} है। समुÍचय A का वह उपसमुÍचय िजसमɅ कोई भी अवयव नहȣं 
है ǐरÈत समुÍचय  है। A के एक अवयव वाले उपसमुÍचय { –1 }, { 0 }, { 1 } हɇ। A के दो 
अवयव वाले समुÍचय { –1, 0 }, {–1, 1} ,{0, 1} हɇ। A के तीन अवयव वाला उपसमुÍचय A 

èवयं है। इस Ĥकार A के सभी उपसमुÍचय , { –1 }, { 0 }, { 1 }, {–1, 0}, {–1, 1} ,{0, 1} 
तथा {–1, 0, 1} हɇ।

उदाहरण 30 ͧसɮध कȧिजए ͩक A  B =  A  B का ता×पय[ है ͩक  A = B

हल यǑद कोई अवयव a A, तो a A  B. Èयɉͩक A  B = A  B , इसͧलए 
a A   B. अतः a B. इस Ĥकार A   B. इसी Ĥकार यǑद b  B, तो b A  B. Èयɉͩक 
A  B = A  B इसͧलए, b A  B. इस Ĥकार  b  A. अतः B  A अतएव A = B.

उदाहरण 31 समुÍचयɉ A, B के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक
  P ( A  B ) = P ( A )  P (  B ).

हल मान लȣिजए ͩक X  P (A  B), तो X   A  B. इसͧलए X  P (A) तथा X  P (B),  

िजसका ता×पय[ हुआ ͩक X  [P ( A )  P (B)]. इस Ĥकार P ( A  B )  [P ( A )  P ( B )]. मान 

लȣिजए ͩक Y  [P ( A )  P ( B )], तो Y  P ( A ) तथा Y  P ( B ), इस Ĥकार Y  A और Y 
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 B. इसͧलए Y  A  B, िजसका ता×पय[ है ͩक Y  P ( A  B ), अतएव [P ( A )  P ( B )] 

 P ( A  B), अतः P ( A  B ) = P ( A )  P ( B ).

उदाहरण 32 एक बाजार अनुसंधान समूह ने 1000 उपभोÈताओं का सवȶ¢ण ͩकया और सूͬचत 
ͩकया ͩक 720 उपभोÈताओं न ेउ×पाद A तथा 450 उपभोÈताओं ने उ×पाद B पसंद ͩकया। 
दोनɉ उ×पादɉ को पसदं करने वाले उपभोÈताओं कȧ Ûयूनतम सÉंया Èया है? 

हल मान लȣिजए ͩक U सवȶ¢ण उपभोÈताओं का समुÍचय है, S उन उपभोÈताओं का समुÍचय 
है िजÛहोनɅ उ×पाद A पसंद ͩकया और T उन उपभोÈताओं का समुÍचय है िजÛहɉने उ×पाद B 
पसंद ͩकया। Ǒदया है ͩक,
  n ( U ) = 1000, n ( S ) = 720, n (  T ) = 450

इस Ĥकार n ( S  T ) = n ( S ) + n ( T ) – n ( S  T )

  = 720 + 450 – n (S  T) = 1170 – n ( S  T )

èपçट है ͩक n ( S  T ) अͬधकतम तब होगा जब n ( S  T ) Ûयूनतम है, ͩकंतु S  T  U, 

िजसका ता×पय[ है ͩक n ( S  T )   n ( U ) = 1000 । इस Ĥकार n ( S  T ) का अͬधकतम मान 
1000 है। इसͧलए n ( S  T ) का Ûयूनतम मान 170 है। अतः दोनɉ उ×पादɉ को पसंद करने वाले 
उपभोÈताओ ंकȧ Ûयूनतम संÉया 170 है।

उदाहरण 33 500 कार माͧलकɉ से पूछताछ करनɅ पर पाया गया ͩक 400 लोग A Ĥकार कȧ 
कार के, 200 लोग B Ĥकार कȧ कार के तथा 500 लोग A और B दोनɉ Ĥकार कȧ कारɉ के 
माͧलक थे। Èया ये आँकड़ ेसहȣ हɇ?

हल मान लȣिजए ͩक पूछताछ ͩकए गए कार माͧलकɉ का समुÍचय U है, A Ĥकार कȧ कार के 
माͧलकɉ का समुÍचय M है और B Ĥकार कȧ कार के माͧलकɉ का समुÍचय S है।
Ǒदया है ͩक n ( U ) = 500, n (M ) = 400, n ( S ) = 200 और n ( S  M ) = 50.

इस Ĥकार n ( S  M ) = n ( S ) + n ( M ) – n ( S  M )  = 200 + 400 – 50 = 550

ͩकंतु S  M  U िजसका ता×पय[ है ͩक n ( S  M )  n ( U ).

यह एक ͪवरोधोिÈत है। अतः Ĥदƣ आकँड़ ेसहȣ नहȣं है।

उदाहरण 34  एक महाͪवɮयालय मɅ फुटबाल के ͧलए 38, बाèकेट बाल के ͧलए 15 और 
ͩĐकेट के ͧलए 20 पदक Ĥदान ͩकए गए। यǑद ये पदक कुल 58 लोगɉ को ͧमले और केवल 
तीन लोगɉ को तीनɉ  खेलɉ के ͧलए ͧमले, तो ͩकतने लोगɉ को तीन मɅ से ठȤक-ठȤक दो खलेɉ 
के ͧलए ͧमले? 

हल मान लȣिजए ͩक F, B तथा C उन लोगɉ के समुÍचय ǓनǾͪपत करते हɇ िजÛहɅ Đमशः 
फुटबाल, बाèकेटबाल तथा ͩĐकेट के ͧलए पदक ͧमले।
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यहाँ n ( F ) = 38, n ( B ) = 15, n ( C ) = 20,  n (F  B  C ) = 58 और n (F  B  C ) = 3

पनुः n (F  B  C ) = n ( F ) + n ( B ) + n ( C ) – n (F  B ) – n (F  C ) – n (B  C ) 

+  n ( F  B   C ),

इस Ĥकार n ( F  B ) + n ( F  C ) + n ( B  C ) = 18

आकृǓत 1.14 मɅ Ǒदए वने आरेख पर ͪवचार कȧिजएः
यहाँ  a उन लोगɉ कȧ सÉंया है, िजनको केवल फुटबाल 
तथा बाèकेटबाल के ͧलए पदक ͧमले,  b उन लोगɉ कȧ 
संÉया है, िजनको केवल फुटबाल तथा ͩĐकेट के ͧलए 
पदक ͧमले और  c उन लोगɉ कȧ संÉया है, िजनको 
केवल बाèकेटबाल तथा ͩĐकेट के ͧलए पदक ͧमले। d 

उन लोगɉ कȧ सÉंया है िजनको तीनो हȣ खेलɉ के ͧलए 
पदक ͧमले। इस Ĥकार d = n ( F  B  C ) = 3 और 

a + d + b + d + c + d = 18

अतः a + b + c = 9, जोͩक उन लोगɉ कȧ सÉंया है, िजनकɉ तीनɉ खेलɉ मɅ से दो खेलɉ के ͧलए 
पदक ͧमले।

अÚयाय 1 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. Ǔनàनͧलͨखत समुÍचयɉ मɅ से कौन ͩकसका उपसमुÍचय है, इसका Ǔनण[य कȧिजएः
  A = {x : x R  तथा x2 – 8x + 12 =  0 को संतुçट करने वालȣ सभी वाèतͪवक 

संÉयाएँ x },  B = {2, 4, 6},  C = { 2, 4, 6, 8, . . . }, D = { 6 }.

 2. £ात कȧिजए ͩक Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक कथन स×य है या अस×य है। यǑद स×य है, 
तो उसे ͧसɮध कȧिजए। यǑद अस×य है, तो एक उदाहरण दȣिजए।

 (i) यǑद x   A तथा A  B , तो x  B

 (ii) यǑद A   B तथा B  C , तो A  C 

 (iii) यǑद A  B तथा B  C , तो A  C

 (iv) यǑद A  B तथा B  C , तो A  C                  

 (v) यǑद x  A तथा A  B , तो x  B

 (vi) यǑद A  B तथा x  B , तो x  A

 3. मान लȣिजए A, B, और C एेस ेसमुÍचय हɇ ͩक A  B = A  C तथा A  B = A  C, 
तो दशा[इए ͩक B = C.

 4. Ǒदखाइए ͩक Ǔनàनͧलͨखत चार ĤǓतबधं तुãय हɇः
 (i) A  B (ii) A – B =   (iii) A  B = B  (iv) A  B = A

आकृǓत 1.14
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 5. Ǒदखाइए ͩक यǑद A  B, तो C – B  C – A.

 6. मान लȣिजए ͩक P ( A ) = P ( B ), ͧसɮध कȧिजए ͩक A = B

 7. ͩकÛहȣं भी समुÍचयɉ A तथा B के ͧलए, Èया यह स×य है ͩक 
  P ( A )  P ( B ) = P ( A  B )? अपने उƣर का औͬच×य बताइए।
 8. ͩकÛहȣं दो समुÍचयɉ A तथा B के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक,

  A = ( A   B )   ( A – B ) और A  ( B – A ) =  ( A  B )

 9. समुÍचयɉ के गुणधमɟ का Ĥयोग करके ͧसɮध कȧिजए ͩकः
  (i) A  (  A  B ) = A (ii) A  ( A  B ) = A. 

10. Ǒदखलाइए ͩक A  B = A  C का ता×पय[ B = C आवæयक Ǿप से नहȣं होता है।
 11. मान लȣिजए ͩक A और B समुÍचय हɇ। यǑद ͩकसी समुÍचय X के ͧलए 

A  X = B  X =  तथा A  X = B  X, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक A = B.

  (संकेतः A = A  ( A  X ) , B = B  ( B  X ) और ͪवतरण Ǔनयम का Ĥयोग कȧिजए)

12. एेस ेसमुÍचय A, B और C £ात कȧिजए ताͩक A   B, B  C तथा A  C आǐरÈत समुÍचय 
हɉ और A  B   C = .

13. ͩकसी ͪवɮयालय के 600 ͪवɮयाͬथ[यɉ के सवȶ¢ण से £ात हुआ ͩक 150 ͪवɮयाथȸ चाय, 
225 ͪवɮयाथȸ कॉफ़ȧ तथा 100 ͪवɮयाथȸ चाय और कॉफ़ȧ दोनɉ पीते हɇ। £ात कȧिजए 
ͩक ͩकतने ͪवɮयाथȸ न तो चाय पीते हɇ और न कॉफ़ȧ पीते हɇ।

14. ͪवɮयाͬथ[यɉ के एक समूह मɅ, 100 ͪवɮयाथȸ Ǒहदंȣ, 50 ͪवɮयाथȸ अĒेंज़ी तथा 25 ͪवɮयाथȸ 
दोनɉ भाषाओं को जानत ेहɇ। ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ से Ĥ×येक या तो Ǒहदंȣ या अĒेंज़ी जानता 
है। समूह मɅ कुल ͩकतने ͪवɮयाथȸ हɇ?

15.  60 लोगɉ के सवȶ¢ण मɅ पाया गया ͩक 25 लोग समाचार पğ H, 26 लोग समाचार 
पğ T, 26 लोग समाचार पğ I, 9 लोग H तथा I दोनɉ, 11 लोग H तथा T दोनɉ,
8 लोग T तथा I दोनɉ और 3 लोग तीनɉ हȣ समाचार पğ पढ़ते हɇ, तो Ǔनàनͧलͨखत 
£ात कȧिजएः

  (i) कम से कम एक समाचार पğ पढ़ने वालɉ कȧ सÉंया।
  (ii) ठȤक-ठȤक केवल एक समाचार पğ पढ़ने वालɉ कȧ सÉंया।
16.  एक सवȶ¢ण मɅ पाया गया ͩक 21 लोग उ×पाद A, 26 लोग उ×पाद B, 29 लोग उ×पाद C 

पसंद करते हɇ। यǑद 14 लोग उ×पाद A तथा B, 12 लोग उ×पाद C तथा A, 14 लोग उ×पाद 
B तथा C और 8 लोग तीनो हȣ उ×पादɉ को पसदं करते हɇ। £ात कȧिजए ͩक ͩकतने लोग 
केवल उ×पाद C को पसंद करते हɇ।



 समुÍचय  33

सारांश

इस अÚयाय मɅ समुÍचयɉ स ेसबंंͬ धत कुछ मूलभूत पǐरभाषाओं और संͩĐयाओं पर 
ͪवचार ͩकया गया है। िजसका सार नीच ेǑदया है।
 एक समुÍचय वèतुओं का सुपǐरभाͪषत संĒह होता है।
 एक समुÍचय िजसमɅ एक भी अवयव नहȣं होता है, ǐरÈत समुÍचय कहलाता 

है।
 एक समुÍचय िजसमɅ अवयवɉ कȧ सÉंया Ǔनिæचत होती है पǐरͧमत समुÍचय 

कहलाता है अÛयथा अपǐरͧमत समुÍचय कहलाता है।
 दो समुÍचय A और B समान कहलाते हɇ यǑद उनमɅ तØयतः समान अवयव 

हɉ।
 एक समुÍचय A ͩकसी समुÍचय B का उपसमुÍचय कहलाता है, यǑद A का 

Ĥ×येक अवयव B का भी अवयव हो। अंतराल समुÍचय R के उपसमÍुचय होते 
हɇ।

 ͩकसी समुÍचय A का घात समुÍचय A के सभी उपसमुÍचयɉ का संĒह होता 
है।

 दो समुÍचय A और B का सिàमलन उन सभी अवयवɉ का समुÍचय होता है 
जो या तो A मɅ हɉ या B मɅ हɉ।

 दो समÍुचय A और B का सव[Ǔनçठ उन सभी अवयवɉ का समुÍचय होता है 
जो A और B दोनɉ मɅ उभयǓनçठ हɉ। दो समुÍचय A और B का अतंर, जब A 

तथा B इसी Đम मɅ हो, उन सभी अवयवɉ का समुÍचय है, जो A मɅ हɉ ͩकंतु 
B मɅ नहȣं हɉ।

 ͩकÛहȣं दो समुÍचय A तथा B के ͧलए, (A  B) = A  B तथा (A  B) = A 

 B

 यǑद A और B एेसे पǐरͧमत समुÍचय हɇ ͩक A  B = , तो,
 n (A  B) = n (A) + n (B) और
 यǑद A   B   , तो
 n (A  B) = n (A) + n (B) – n (A  B)
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——

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

जम[न गͨणत Georg Cantor (1845 ई॰ - 1918 ई॰ ) को आधुǓनक समुÍचय ͧसɮधांत के 
अͬधकाशं भाग का जÛमदाता माना जाता है। समुÍचय ͧसɮधांत पर उनके शोध पğ 
1874 ई॰ से 1897 ई॰ के बीच के ͩकसी समय मɅ Ĥकाश मɅ आए। उनका समुÍचय 
ͧसɮधांत का अÚययन उस समय हुआ जब व ेa

1
 sin x + a

2
 sin 2x + a

3
 sin 3x + ... के Ǿप 

कȧ ǒğकोणͧमतीय Įेणी का अÚययन कर रहे थे।
1874 ई॰ मɅ अपन ेएक शोध पğ मɅ यह Ĥकाͧशत ͩकया ͩक वाèतͪवक सÉंयाओं 

को पूणाɍकɉ के साथ एक-एक संगतता मɅ नहȣं रखा जा सकता है। 1879 ई॰ के उƣराध[ मɅ 
अमूत[ समुÍचयɉ के ͪ वͧभÛन गुणधमɟ को दशा[ने वाले उनके अनेक शोध पğ Ĥकाͧशत हुए।

Cantor के शोध को एक अÛय ͪवÉयात गͨणत£ Richard Dedekind (1831ई॰-
1916ई॰) ने Ĥशंसनीय ढंग से èवीकार ͩकया। लेͩकन Kronecker (1810-1893 ई॰) ने 
अपǐरͧमत समुÍचयɉ को, उसी Ĥकार स ेलेने के ͧलए िजस Ĥकार पǐरͧमत समुÍचयɉ को 
ͧलया जाता है, उनकȧ भ×स[ना कȧ। एक दसूरे जम[न गͨणत£ Gottlob Frege ने शताÞदȣ 
कȧ समािÜत पर समुÍचय ͧसɮधातं को तक[ शाèğ के Ǔनयमɉ के Ǿप मɅ Ĥèतुत ͩकया। 
उस समय तक संपूण[ समुÍचय ͧसɮधांत सभी समुÍचयɉ के समुÍचय के अिèत×व कȧ 
कãपना पर आधाǐरत था। यह ͪ वÉयात अĒेंज दाͧश[Ǔनक Bertand Russell (1872 ई.-1970 

ई॰) थे िजÛहɉने 1902 ई॰ मɅ बतलाया ͩक सभी समुÍचयɉ के समुÍचय के अिèत×व कȧ 
कãपना एक ͪवरोधोिÈत को जÛम देती है। इस Ĥकार Russell कȧ ͪवÉयात ͪवरोधोिÈत 
ͧमलȣ। Paul R.Halmos ने इसके बारे मɅ अपनी पèुतक ‘Naïve  Set Theory’ मɅ ͧलखा है 
ͩक ‘‘कुछ नहȣं मɅ सब कुछ समाǑहत है’’।

इन सभी ͪवरोधोिÈतयɉ के पǐरणामèवǾप समुÍचय ͧसɮधांत का पहला 
अͧभगहृȣतीकरण 1908 ई॰ मɅ Ernst Zermelo ɮवारा Ĥकाͧशत ͩकया गया। 1922 ई॰ मɅ 
Abraham Fraenkel ने एक दसूरा Ĥèताव भी Ǒदया। 1925 ई॰ मɅ John Von Neumann ने 
Ǔनयͧमतीकरण का अͧभगहृȣत èपçट Ǿप से Ĥèतुत ͩकया। इसके बाद 1937 ई॰ मɅ Paul 

Bernays ने  सÛतोषजनक अͧभगहृȣǓतकरण Ĥèतुत ͩ कया। इन अͧभगहृȣतɉ मɅ सुधार, Kurt 

Gödel ɮवारा 1940 ई॰ मɅ अपन ेमोनोĒाफ मɅ Ĥèतुत ͩकया गया। इस सुधार को Von 

Neumann-Bernays (VNB) अथवा Gödel-Bernays (GB) का समुÍचय ͧसɮधांत कहत ेहɇ।
इन सभी कǑठनाइयɉ के बावजूद, Cantor के समुÍचय ͧसɮधातं को वत[मान काल 

के गͨणत मɅ Ĥयोग ͩकया जाता है। वाèतव मɅ आजकल गͨणत के अͬधकाशं सकंãपनाए ँ
तथा पǐरणामɉ को समुÍचय सɮैधाǓंतक भाषा मɅ Ĥèतुत करते हɇ।



Mathematics is the indispensable instrument of 

all physical research.– BERTHELOT 

2.1  भूͧमका (Introduction) 

गͨणत का अͬधकांश भाग पटैन[ अथा[त ्पǐरवत[नशील राͧशयɉ के बीच 

अͧभ£ये (पहचान योÊय)कͫड़यɉ को £ात करने के बारे मɅ है। हमारे दैǓनक 

जीवन मɅ, हम सबंंधɉ को ͬचǒğत करने वाले अनेक पैटनɟ के बारे मɅ 

जानते हɇ, जैस ेभाई और बहन, ͪपता और पुğ, अÚयापक और ͪवɮयाथȸ 

इ×याǑद। गͨणत मɅ भी हमɅ बहुत स ेसंबंध ͧ मलते हɇ जसेै ‘सÉंयाm, सÉंया 

n,  से छोटȣ है’, ‘रेखा l, रेखा m, के समांतर है’, ‘समुÍचय A,  समुÍचय B 

का उपसमुÍचय है’। इन सभी मɅ हम देखते हɇ ͩक ͩकसी सबंंध म ंएेस े

यÊुम सिàमͧलत होते हɇ िजनके घटक एक Ǔनिæचत Đम मɅ होते हɇ। इस 

अÚयाय मɅ हम सीखɅगे ͩ क ͩ कस Ĥकार दो समुÍचयɉ के सदèयɉ के युÊम 

बनाए जा सकते हɇ और ͩफर उन युÊमɉ मɅ आने वाल ेदोनɉ सदèयɉ के 

बीच बनने वाले संबंधɉ को सुèपçट करɅगे। अंत मɅ, हम एेस ेͪवशेष संबंधɉ के बारे मɅ जानɅगे, जो फलन 

बनने के योÊय हɇ। फलन कȧ पǐरकãपना गͨणत मɅ अ×यंत महǂवपूण[ है Èयɉͩक यह एक वèतु से दसूरȣ 

वèतु के बीच गͨणतानुसार यथातØय संगतता के ͪवचार का अͧभĒहण करती है।

2.2  समुÍचयɉ का कातȸय गुणन (Cartesian Product of Sets)

मान लȣिजए ͩक A, दो Ĥकार के रंगɉ का और B, तीन वèतुओ ंका समुÍचय है, 

अथा[त ्    A = {लाल, नीला}और B = {b, c, s},

जहाँ b, c और s Đमशः ͩकसी ͪवशषे बगै, कोट और कमीज को ǓनǾͪपत करते हɇ। 

इन दोनɉ समुÍचयɉ से ͩकतने Ĥकार कȧ रंगीन वèतुओ ंके युÊम बनाए जा सकते हɇ? 

Đमबɮध तरȣके से ĤगǓत करते हुए हम देखते हɇ ͩ क Ǔनàनͧलͨखत 6 ͧभÛन-ͧभÛन युÊम 

अÚयाय

संबंध एवं फलन 
(Relations and Functions)

G.W.Leibnitz
(1646-1716 A.D.)

आकृǓत 2.1
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ĤाÜत होते हɇ। (लाल, b), (लाल, c), (लाल, s), (नीला, b), (नीला, c), (नीला, s)। इस Ĥकार हमɅ 6 ͧभÛन-ͧभÛन 
वèतुएँ ĤाÜत होती हɇ (आकृǓत 2.1)।

ͪपछलȣ क¢ाओ ंस ेèमरण कȧिजए ͩक, एक Đͧमत युÊम, अवयवɉ का वह युÊम है, िजसे वĐ कोçठक 
मɅ ͧलखते हɇ और िजनको एक दसूरे से ͩकसी ͪवशेष Đम मɅ समूǑहत ͩकया जाता है अथा[त ्(p,q), p  

P और  q  Q। इसे Ǔनàनͧलͨखत पǐरभाषा से èपçट ͩकया जा सकता है।  

पǐरभाषा 1  दो अǐरÈत समुÍचयɉ P तथा Q का कातȸय गुणन P  Q उन सभी Đͧमत युÊमɉ का समुÍचय 
है, िजनको Ĥथम घटक P से तथा ɮͪवतीय घटक Q, से लेकर बनाया जा सकता है। अतः 

P  Q = { (p,q) : p   P, q   Q }

यǑद P या Q मɅ से कोई भी ǐरÈत समुÍचय है, तो उनका कातȸय गुणन भी ǐरÈत समुÍचय होता है, 
अथा[त ्P  Q = 

उपरोÈत Ǻçटातं से हम जानते हɇ ͩक 
A  B = {(लाल,b), (लाल,c), (लाल,s), (नीला,b), (नीला,c), (नीला,s)}।
पनुः Ǔनàनͧलͨखत दो समुÍचयɉ पर ͪवचार कȧिजए।

A = {DL, MP, KA}, जहाँ DL, MP, KA Ǒदãलȣ, मÚय Ĥदेश, तथा कना[टक 
को ǓनǾͪपत करते हɇ और B = {01,02, 03}Đमशः Ǒदãलȣ, मÚय Ĥदेश और 
कना[टक ɮवारा गाͫड़यɉ के ͧलए जारȣ लाइसɅस Üलेट कȧ साकेंǓतक सÉंयाएँ 
Ĥकट करत ेहɇ।

यǑद तीन राÏय Ǒदãलȣ, मÚय Ĥदेश और कना[टक, गाͫड़यɉ के लाइसɅस 
Üलेट के ͧलए संकेत पɮधǓत (संकेǓतकȧ) इस ĤǓतबंध के साथ बना रहे हɉ 
ͩक संकेत पɮधǓत, समुÍचय A के अवयव से Ĥारंभ हो, तो इन समुÍचयɉ से 
ĤाÜत होने वाले युÊम कौन स ेहɇ तथा इन युÊमɉ कȧ कुल संÉया ͩकतनी है (आकृǓत 2.2)?

ĤाÜत होने वाले युÊम इस Ĥकार हɇ, (DL,01), (DL,02), (DL,03), (MP,01), (MP,02), (MP,03), (KA,01), 

(KA,02), (KA,03) और समुÍचय A तथा समुÍचय B का कातȸय गुणन इस Ĥकार होगा, 

A   B = {(DL,01), (DL,02), (DL,03), (MP,01), (MP,02), (MP,03), (KA,01), (KA,02),

       (KA,03)}.

यह सरलता से देखा जा सकता है ͩक कातȸय गुणन मɅ इस Ĥकार 9 युÊम हɇ 
Èयɉͩक समुÍचय A और B मɅ से Ĥ×येक मɅ 3 अवयव हɇ। इससे हमɅ 9 संभव संकेत 
पɮधǓतयाँ ͧमलती हɇ। यह भी नोट कȧिजए ͩक इन अवयवɉ के यÊुम बनाने का Đम 
महǂवपूण[ (Ǔनणा[यक) है। उदाहरण के ͧलए साकेंǓतक सÉंया (DL, 01) वहȣ नहȣं है जो 
सांकेǓतक सÉंया (01, DL) है।

अंत मɅ èपçटȣकरण के ͧलए समुÍचय A= {a
1
, a

2
} और

 B = {b
1
, b

2
, b

3
, b

4
} पर ͪवचार कȧिजए (आकृǓत 2.3)। यहाँ

आकृǓत 2.2

आकृǓत 2.3
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 A  B = {( a

1
, b

1
), (a

1
, b

2
), (a

1
, b

3
), (a

1
, b

4
), (a

2
, b

1
), (a

2
, b

2
), (a

2
, b

3
), (a

2
, b

4
)}.

यǑद A और B, वाèतͪवक सÉंयाओ ंके समुÍचय के उपसमुÍचय हɉ, तो इस Ĥकार ĤाÜत 8 Đͧमत युÊम 
ͩकसी समतल के ǒबदंओु ंकȧ िèथǓत ǓनǾͪपत करते हɇ तथा यह èपçट है ͩक (a

1
, b

2
) पर िèथत ǒबदं,ु 

(b
2
, a

1
) पर िèथत ǒबदं ुसे ͧभÛन हɇ।

ǑटÜपणी
  (i) दो Đͧमत यÊुम समान होते हɇ, यǑद और केवल यǑद उनके संगत Ĥथम घटक समान हɉ 

और संगत ɮͪवतीय घटक भी समान हɉ।
  (ii)  यǑद A मɅ  p अवयव तथा B मɅ q अवयव हɇ, तो A  B मɅ pq अवयव होत ेहɇ अथा[त ्यǑद 

n(A) = p तथा n(B) = q,  तो n(A  B) = pq.

  (iii) यǑद A तथा B अǐरÈत समुÍचय हɇ और A या B मɅ से कोई अपǐरͧमत है, तो 
A  B भी अपǐरͧमत समुÍचय होता है। 

  (iv) A × A × A = {(a, b, c) : a, b, c  A}. यह ाँ  (a, b, c) एक Đͧमत ǒğक 
कहलाता है।

उदाहरण 1  यǑद (x + 1, y – 2) = (3,1), तो x और y के मान £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक Đͧमत युÊम समान है, इसͧलए संगत घटक भी समान हɉगे। 
अतः   x + 1 = 3  और  y – 2 = 1.

सरल करने पर  x = 2 और y = 3.

उदाहरण 2 यǑद  P = {a, b, c} और Q = {r}, तो P  Q तथा Q  P £ात कȧिजए। Èया दोनɉ कातȸय गुणन 
समान हɇ? 

हल  कातȸय गुणन कȧ पǐरभाषा से
P  Q =  {(a, r), (b, r), (c, r)} और Q  P =  {(r, a), (r, b), (r, c)}

Èयɉͩक, Đͧमत युÊमɉ कȧ समानता कȧ पǐरभाषा से, युÊम (a, r) युÊम (r, a), के समान नहȣं है और यह 
बात कातȸय गुणन के Ĥ×येक युÊम के ͧलए लागू होती है, िजससे हम Ǔनçकष[ Ǔनकालते हɇ ͩक   

     P × Q  Q × P.

तथाͪप, Ĥ×येक समुÍचय मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया समान है।

उदाहरण 3 मान लȣिजए ͩक A = {1,2,3}, B = {3,4} और C = {4,5,6}. Ǔनàनͧलͨखत £ात कȧिजएः 
 (i)  A × (B  C)   (ii)  (A × B)  (A × C)

 (iii)  A × (B  C)   (iv)  (A × B)  (A × C)

हल  (i)   दो समुÍचयɉ के सव[Ǔनçठ कȧ पǐरभाषा से (B  C) = {4}.

अतः A × (B C) = {(1,4), (2,4), (3,4)}.

(ii) अब  (A × B) = {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4)}
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          और   (A  C) = {(1,4), (1,5), (1,6), (2,4), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6)}

इसͧलए         (A  B) (A  C)  = {(1, 4), (2, 4), (3, 4)}.

(iii) Èयɉͩक (B  C) = {3, 4, 5, 6}

अतः  A  (B   C) = {(1,3) ,  (1,4),  (1,5) , (1,6),  (2,3), (2,4),  (2,5), (2,6),  (3,3),

    (3,4), (3,5), (3,6)}.  

(iv) भाग (ii) से A  B तथा A  C समुÍचयɉ के Ĥयोग से हमɅ Ǔनàनͧलͨखत ĤाÜत होता हैः

   (A  B)  (A  C) = {(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

   (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)}.                                                                                                                                    

उदाहरण 4  यǑद P = {1, 2},  तो समुÍचय P  P  P £ात कȧिजए।

हल  P  P  P =  {(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,1), (2,2,2)}.                             

उदाहरण 5  यǑद R समèत वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है, तो कातȸय गुणन R × R  और 

R  R  R Èया ǓनǾͪपत करते हɇ?

हल कातȸय गुणन R  R समुÍचय R × R={(x, y) : x, y R}

को ǓनǾͪपत करता है, िजसका Ĥयोग ɮͪवͪवम समिçट के ǒबदंओु ंके Ǔनदȶशाकंɉ को Ĥकट करने के ͧलए 

ͩकया जाता है। R  R  R समुÍचय R  R  R ={(x, y, z) : x, y, z  R} 

को ǓनǾͪपत करता है, िजसका Ĥयोग ǒğͪवमीय आकाश के ǒबदंओु ंके Ǔनदȶशाकंɉ को Ĥकट करने के ͧलए 

ͩकया जाता है। 

उदाहरण 6 यǑद  A  B ={(p, q),(p, r), (m, q), (m, r)}, तो A और B को £ात कȧिजए। 

हल  A = Ĥथम घटकɉ का समुÍचय  = {p, m}

                B = ɮͪवतीय घटकɉ का समुÍचय = {q, r}.

Ĥæनावलȣ 2.1

 1.  यǑद  , तो x तथा  y £ात कȧिजए। 

 2. यǑद समुÍचय  A मɅ 3 अवयव हɇ तथा समुÍचय B = {3, 4, 5}, तो (AB) मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया £ात 

कȧिजए। 

 3. यǑद  G = {7, 8} और  H = {5, 4, 2}, तो G  H और  H  G £ात कȧिजए। 

 4. बतलाइए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ से Ĥ×येक स×य है अथवा अस×य है। यǑद कथन अस×य 
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है, तो Ǒदए गए कथन को सहȣ बना कर ͧलͨखए। 
  (i) यǑद P = {m, n} और Q = { n, m}, तो  P  Q = {(m, n),(n, m)}.

  (ii) यǑद  A और B अǐरÈत समुÍचय हɇ, तो  A  B Đͧमत युÊमɉ  (x, y) का एक अǐरÈत समुÍचय 
है, इस Ĥकार ͩक x  A तथा  y  B.

  (iii) यǑद  A = {1, 2}, B = {3, 4}, तो A × (B ) = .

 5. यǑद  A = {–1, 1}, तो A  A  A £ात कȧिजए।
 6. यǑद  A  B = {(a, x),(a , y), (b, x), (b, y)} तो A तथा B £ात कȧिजए। 
 7.  मान लȣिजए ͩक  A = {1, 2}, B = {1, 2, 3, 4}, C = {5, 6} तथा  D = {5, 6, 7, 8}. स×याͪपत कȧिजए 

ͩक
     (i) A (B  C) = (A  B)  (A  C).  (ii) A  C, B  D का एक उपसमÍुचय है।
 8.  मान लȣिजए ͩक  A = {1, 2} और  B = {3, 4}.  A  B ͧलͨखए।  A  B के ͩकतने उपसमुÍचय हɉगे? 

उनकȧ सचूी बनाइए। 
 9. मान लȣिजए ͩक A और B दो समुÍचय हɇ, जहाँ n(A) = 3 और n(B) = 2.  यǑद (x, 1),

 (y, 2), (z, 1), A  B मɅ हɇ, तो A और B, को £ात कȧिजए, जहाँ x, y और z ͧभÛन-ͧभÛन 
अवयव हɇ।

10. कातȸय गुणन A  A मɅ 9 अवयव हɇ, िजनमɅ (–1,0) तथा (0,1) भी है। समुÍचय A £ात कȧिजए तथा 
A  A के शेष अवयव भी £ात कȧिजए।

2.3  संबंध (Relation) 

दो समुÍचयɉ P = {a,b,c} तथा Q = {Ali, Bhanu, Binoy, Chandra, Divya} पर ͪवचार कȧिजए। P तथा Q के 
कातȸय गणुन मɅ 15 Đͧमत युÊम हɇ, िजÛहɅ इस 
Ĥकार सूचीबɮध ͩकया जा सकता है,
P × Q = {(a, Ali), (a,Bhanu), (a, Binoy), ..., 

(c, Divya)}.

अब हम Ĥ×येक Đͧमत युÊम (x, y) के 
Ĥथम घटक x तथा ɮͪवतीय घटक y के बीच एक 
सबंधं R èथाͪपत कर P × Q का एक उपसमÍुचय 
इस Ĥकार ĤाÜत कर सकते हɇ। 
 R = { (x,y): x, नाम y का Ĥथम अ¢र है, x P, y Q} इस Ĥकार  

 R = {(a, Ali), (b, Bhanu), (b, Binoy), (c, Chandra)}

संबंध R का एक Ǻिçट-ͬचğण, िजसे तीर आरेख कहते हɇ, आकृǓत 2.4 मɅ Ĥदͧश[त है। 

पǐरभाषा 2  ͩकसी अǐरÈत समुÍचय A से अǐरÈत समुÍचय B मɅ संबंध कातȸय गुणन
A  B का एक उपसमुÍचय होता है यह उपसमुÍचय A  B के ĐमǓत युÊमɉ के Ĥथम तथा ɮͪवतीय घटकɉ 

के मÚय एक संबंध èथाͪपत करने स ेĤाÜत होता है। ɮͪवतीय घटक, Ĥथम घटक का ĤǓतǒबबं कहलाता है। 

आकृǓत 2.4
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पǐरभाषा 3  समुÍचय A से समÍुचय B मɅ संबंध R के Đͧमत युÊमɉ के सभी Ĥथम घटकɉ के समुÍचय 
को संबंध R का Ĥांत कहते हɇ।

पǐरभाषा 4 समुÍचय A स ेसमुÍचय B मɅ सबंंध R के Đͧमत युÊमɉ के सभी ɮͪवतीय घटकɉ के समुÍचय 
को संबंध R का पǐरसर कहते हɇ। समुÍचय B संबंध R  का सह-Ĥांत कहलाता है। नोट कȧिजए ͩक, पǐरसर 
 सहĤांत

ǑटÜपणी    (i)  एक सबंंध का बीजीय ǓनǾपण या तो रोèटर ͪ वͬध या समुÍचय Ǔनमा[ण ͪ वͬध ɮवारा 
ͩकया जा सकता है।

   (ii)  एक तीर आरेख ͩकसी संबंध का एक Ǻिçट ͬचğण है।

उदाहरण 7 मान लȣिजए ͩक A = ௗ{1, 2, 3, 4, 5, 6}.  R = {(x, y) : y =  x + 1 }  ɮवारा A  से A  मɅ एक सबंंध 
पǐरभाͪषत कȧिजए। 
 (i)  इस संबंध को एक तीर आरेख ɮवारा दशा[इए।
 (ii) R के Ĥांत, सहĤांत तथा पǐरसर ͧलͨखए। 

हल   (i)  पǐरभाषा ɮवारा
     R = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6)}. 

 सगंत तीर आरेख आकृǓत 2.5 मɅ Ĥदͧश[त है।
    (ii) हम देख सकते हɇ ͩक Ĥथम घटकɉ का 
समुÍचय अथा[त ्Ĥांत={1, 2, 3, 4, 5,} इसी Ĥकार, 
ɮͪवतीय घटकɉ का समुÍचय अथा[त ्पǐरसर = {2, 

3, 4, 5, 6}तथा सहĤांत = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

उदाहरण 8  नीचे आकृǓत 2.6 मɅ समुÍचय P और Q 

के बीच एक संबंध दशा[या गया है। इस संबंध को (i) 
समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ (ii) रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखए। 
इसके Ĥांत तथा पǐरसर Èया हɇ?

हल  èपçटतः संबंध R, “x, y का वग[ है”

(i) समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप मɅ, R = {(x, y): x,  y  का वग[ है, x P, y Q}

(ii) रोèटर Ǿप मɅ, R = {(9, 3), (9, –3), (4, 2), 

(4, –2), (25, 5), (25, –5)}

इस संबंध का Ĥांत  {4, 9, 25} है। 
इस संबंध का पǐरसर {– 2, 2, –3, 3, –5, 5}.

नोट कȧिजए ͩक अवयव 1, P के ͩकसी भी अवयव 
से सबंंͬधत नहȣं है तथा समुÍचय Q इस संबंध का 

सहĤांत है। 

आकृǓत 2.5

आकृǓत 2.6
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ǑटÜपणी     ͩकसी समुÍचय A से समुÍचय B मɅ सबंंधɉ कȧ कुल सÉंया, A  B के संभव उपसमुÍचयɉ 

कȧ सÉंया के बराबर होती है। यǑद n(A p और  n(B) = q, तो  n(A  B) = pq और सबंंधɉ कȧ कुल 

सÉंया 2pq होती है।

उदाहरण 9  मान लȣिजए ͩक A = {1, 2} और B = {3, 4}. A से B मɅ सबंंधɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।

हल   यहाँ A  B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}.

Èयɉͩक n (AB ) = 4, इसͧलए AB के उपसमुÍचयɉ कȧ संÉया 24 है। इसͧलए A से B के 

संबंधɉ कȧ सÉंया 24 है।

ǑटÜपणी     A से A के संबंध को ‘A पर सबंंध’ भी कहत ेहɇ। 

Ĥæनवालȣ 2.2

 1.  मान लȣिजए ͩक A = {1, 2, 3,...,14}.R = {(x, y) : 3x – y = 0, जहाँ  x, y A} ɮवारा,  A  से A का 
एक संबंध R ͧलͨखए। इसके Ĥांत, सहĤांत और पǐरसर ͧलͨखए। 

 2. Ĥाकृत संÉयाओ ंके समुÍचय पर R = {(x, y) : y =  x + 5, x सÉंया 4 से कम, एक Ĥाकृत संÉया है, 
x, y N}ɮवारा एक संबंध R पǐरभाͪषत कȧिजए। इस संबंध को (i) रोèटर Ǿप मɅ इसके Ĥांत और 
पǐरसर ͧलͨखए। 

 3. A = {1, 2, 3, 5} और B = {4, 6, 9}. A से B मɅ एक सबंंध 
  R = {(x, y): x और y का अंतर ͪवषम है, x A, y B} ɮवारा पǐरभाͪषत कȧिजए। R को रोèटर 

Ǿप मɅ ͧलͨखए।
 4. आकृǓत 2.7, समुÍचय P से Q का एक संबंध 

दशा[ती है। इस सबंंध को
  (i) समुÍचय Ǔनमा[ण Ǿप (ii) रोèटर Ǿप मɅ 

ͧलͨखए। इसके Ĥांत तथा पǐरसर Èया हɇ?  
 5. मान लȣिजए ͩक A = {1, 2, 3, 4, 6}. मान 

लȣिजए ͩक R,  A पर {(a, b): a , b A, सÉंया 
a सÉंया b को यथावथ ͪवभािजत करती है}

ɮवारा पǐरभाͪषत एक संबंध है।

 (i) R को रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखए
 (ii) R का Ĥांत £ात कȧिजए
 (iii) R का पǐरसर £ात कȧिजए।

 6.  R = {(x, x  + 5) : x  {0, 1, 2, 3, 4, 5}}ɮवारा पǐरभाͪषत संबंध R के Ĥांत और पǐरसर £ात कȧिजए।

आकृǓत 2.7
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 7.  संबंध R = {(x, x3) : x सÉंया 10 से कम एक अभाÏय संÉया है} को रोèटर Ǿप मɅ ͧलͨखए।

 8.  मान लȣिजए ͩक A = {x, y, z} और B = {1, 2},  A से B के संबंधɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।  

 9.  मान लȣिजए ͩक R, Z पर, R = {(a,b): a,  b  Z, a – b एक पूणाɍक है}, ɮवारा पǐरभाͪषत एक संबंध 

है। R के Ĥांत तथा पǐरसर £ात कȧिजए।

2.4  फलन (Function) 

इस अनुÍछेद मɅ, हम एक ͪवशेष Ĥकार के संबंध का अÚययन करɅगे, िजसे फलन कहते हɇ। हम फलन 

को एक Ǔनयम के Ǿप मɅ देख सकत ेहɇ, िजससे कुछ Ǒदए हुए अवयवɉ से नए अवयव उ×पÛन होत ेहɇ। 

फलन को सूͬचत करने के ͧलए अनेक पद ĤयुÈत ͩकए जाते हɇ, जसै े‘ĤǓतͬचğ’ अथवा ‘ĤǓतͬचğण’

पǐरभाषा 5 एक समुÍचय A से समुÍचय B का संबंध,  f  एक फलन कहलाता है, यǑद समुÍचय A के 

Ĥ×येक अवयव का समुÍचय B मɅ, एक और केवल एक ĤǓतǒबबं होता है।  

दसूरे शÞदɉ मɅ, फलन f, ͩकसी अǐरÈत समुÍचय A से एक अǐरÈत समुÍचय B का है, इस Ĥकार  
का सबंंध ͩक f  का Ĥांत A है तथा f  के ͩकसी भी दो ͧभÛन Đͧमत युÊमɉ के Ĥथम घटक समान 
नहȣं हɇ। 

यǑद f,  A से B का एक फलन है तथा (a, b)  f, तो f (a) = b, जहाँ b को f  के अतंग[त  a का 
ĤǓतबàब तथा a को b का ‘पूव[ ĤǓतǒबबं’ कहते हɇ। 
A से B के फलन  f  को Ĥतीका×मक Ǿप मɅ f: A  B से ǓनǾͪपत करते हɇ।
 ͪपछले उदाहरणɉ पर Úयान देने से हम सरलता स ेदेखते हɇ ͩक उदाहरण 7 मɅ Ǒदया सबंंध एक 
फलन नहȣं है, कयɉͩक अवयव 6 का कोई ĤǓतǒबबं नहȣं है।

पनुः उदाहरण 8 मɅ Ǒदया संबंध एक फलन नहȣं है Èयेांͩक इसके Ĥांत के कुछ अवयवɉ के 
एक से अͬधक ĤǓतǒबबं हɇ। उदहारण 9 भी फलन नहȣं है (Èयɉ?)। नीच ेǑदए उदाहरणɉ मɅ बहुत से 
सबंंधɉ पर ͪवचार करɅगे, िजनमɅ से कुछ फलन हɇ और दसूरे फलन नहȣं हɇ।

उदाहरण 10 मान लȣिजए ͩक N Ĥाकृत सÉंयाओ ंका समुÍचय हे और N पर पǐरभाͪषत एक संबंधR इस 
Ĥकार है ͩक R = {(x, y) : y = 2x, x, y  N}.

R के Ĥांत, सहĤांत तथा पǐरसर Èया हɇ? Èया यह संबंध, एक फलन है?  

हल R का Ĥांत, Ĥाकृत संÉयाओ ंका समुÍचय N है। इसका सहĤांत भी N है। इसका पǐरसर सम Ĥाकृत 
सÉंयाओ ंका समुÍचय है।

Èयɉͩक Ĥ×येक Ĥाकृत संÉया n का एक और केवल एक हȣ ĤǓतǒबबं है, इसͧलए यह सबंंध एक 
फलन है।

उदाहरण 11  नीच ेǑदए संबंधɉ मɅ स ेĤ×येक का Ǔनरȣ¢ण कȧिजए और Ĥ×येक दशा मɅ कारण सǑहत 
बतलाइए ͩक Èया यह फलन है अथवा नहȣं?
 (i) R = {(2,1),(3,1), (4,2)},  (ii) R = {(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}

 (iii) R = {(1,2),(2,3),(3,4), (4,5), (5,6), (6,7)}
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हल  (i)  Èयɉͩक R के Ĥातं के Ĥ×येक अवयव 2, 3, 4 के ĤǓतǒबबं अɮͪवतीय हɇ, इसͧलए यह सबंधं एक 

फलन है।  

 (ii) Èयांͩक एक हȣ Ĥथम अवयव 2, दो ͧ भÛन-ͧभÛन ĤǓतǒबबंɉ 2 और 4 से संबंͬ धत है, इसͧलए यह 

सबंधं एक फलन नहȣ ंहɇ।

 (iii)  Èयɉͩक Ĥ×येक अवयव का एक और केवल एक ĤǓतǒबबं है, इसͧलए यह सबंंध एक फलन है।

पǐरभाषा 6 एक एेसे फलन को िजसका पǐरसर वाèतͪवक सÉंयाओ ंका समुÍचय या उसका कोई उपसमुÍचय 

हो, वाèतͪवक मान फलन कहते हɇ। यǑद वाèतͪवक चर वाले ͩकसी वाèतͪवक मान फलन का Ĥांत भी 

वाèतͪवक सÉंयाओ ंका समुÍचय अथवा उसका कोई उपसमुÍचय हो तो इसे वाèतͪवक फलन भी कहते हɇ। 

उदाहरण 12 मान लȣ िजए ͩक N वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है।   f : N   N,

f (x) = 2x + 1, ɮवारा पǐरभाͪषत एक वाèतͪवक मान फलन है। इस पǐरभाषा का Ĥयोग करके, नीचे दȣ 

गई सारणी को पूण[ कȧिजए।

 x 1 2 3 4 5 6 7 

 y f (1) = ... f (2) = ... f (3) = ... f (4) = ... f (5) = ... f (6) = ... f (7) = .. 

हल  पूण[ कȧ हुई सारणी नीच ेदȣ गई हैः

 x 1 2 3 4 5 6 7 

 y f (1) = 3 f (2) = 5 f (3) = 7 f (4) = 9 f (5) = 11 f (6) = 13 f (7) =15

2.4.1  कुछ फलन और उनके आलेख (Some functions and their graphs)

(i)  त×समक फलन (Identity function)  मान लȣिजए 

R वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है। y =  

f(x), Ĥ×येक x R ɮवारा पǐरभाͪषत वाèतͪवक 

मान फलन f :RR  है। इस Ĥकार के फलन 

को त×समक फलन कहते हɇ। यहाँ पर f  के Ĥांत 

तथा पǐरसर R हɇ। इसका आलेख एक सरल रेखा 

होता है (आकृǓत 2.8)। यह रेखा मूल ǒबदं ु से 

हो कर जाती है। 
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(ii) अचर फलन (Constant function) y = f (x) = c जहाँ    c एक अचर है और Ĥ×येक 

x R ɮवारा पǐरभाͪषत एक वाèतͪवक मान फलन f: R  R है। यहाँ पर f का Ĥांत R है और उसका 

पǐरसर {c} है। f  का आलेख x-अ¢ के समांतर एक रेखा है, उदाहरण के ͧलए यǑद   f(x)=3 Ĥ×येक x 

R है, तो इसका आलेख आकृǓत 2.9 मɅ दशा[ई रेखा है। 

(iii)  बहुपद फलन या बहुपदȣय फलन (Polynomial function) फलन f : R  R, एक बहुपदȣय फलन 
कहलाता है, यǑद R के Ĥ×येक x के ͧलए,  y  =  f (x) = a

0
 + a

1
x  + a

2
x2 + ...+ a

n
 xn, जहाँ n एक 

ऋणेतर पूणाɍक है तथा a
0
, a

1
, a

2
,...,a

n
R. 

f(x) = x3 – x2 + 2, और g(x) = x4 + x, ɮवारा पǐरभाͪषत फलन एक बहुपदȣय फलन है जब ͩक h(x) = 

+ 2x ɮवारा पǐरभाͪषत फलन h, बहुपदȣय फलन नहȣं है। (Èयɉ?)

उदाहरण 13  y = f(x) = x2, x  R ɮवारा फलन f: R  R, कȧ पǐरभाषा कȧिजए। इस पǐरभाषा का Ĥयोग 
करके नीच ेदȣ गई ताͧलका को पूरा कȧिजए। इस फलन का Ĥांत तथा पǐरसर Èया हɇ? f का आलेख 
भी खींͬचए। 

 x – 4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

   y = f(x) = x2 

हल  पूरȣ कȧ हुई ताͧलका नीचे दȣ गई हैः

आकृǓत 2.9
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 x – 4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

 y = f (x) = x2 16 9 4 1 0 1 4 9 16 

f  का Ĥांत  = {x : xR}, f  का पǐरसर = {x2: x R}.  f का आलेख आकृǓत 2.10 मɅ Ĥदͧश[त है।

उदाहरण 14 f (x) = x3, xR ɮवारा पǐरभाͪषत फलन f :R  R का आलेख खींͬ चए।

हल  यहाँ पर 

f(0) = 0, f(1) = 1, f(–1) = –1, f(2) = 8, f(–2) = –8,  f(3) = 27; f(–3) = –27, इ×याǑद।

f = {(x,x3): xR} f का
आलेख आकृǓत 2.11 मɅ 
खींचा गया है।

आकृǓत 2.10

आकृǓत 2.11
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(iv)  पǐरमेय फलन (Rational functions) , के Ĥकार के फलन जहाँ f(x) तथा g(x)  एक Ĥांत मɅ, 

x के पǐरभाͪषत बहुपदȣय फलन हɇ, िजसमɅ g(x)  0 पǐरमेय फलन कहलात ेहɇ। 

उदाहरण 15  एक वाèतͪवक मान फलन  f :R – {0} R कȧ पǐरभाषा ,

x  R –{0} ɮवारा कȧिजए। इस पǐरभाषा का Ĥयोग करके Ǔनàनͧलͨखत ताͧलका को पूण[ कȧिजए। इस 

फलन का Ĥांत तथा पǐरसर Èया हɇ? 

 x –2 –1.5 –1 –0.5 0.25 0.5 1 1.5 2

 y  =  ... ... ... ... ... ... ... ... ...

हल  पूण[ कȧ गई ताͧलका इस Ĥकार हैः

  x –2 –1.5 –1 –0.5 0.25 0.5 1 1.5 2

 y =  – 0.5 – 0.67 –1 – 2 4 2 1 0.67      0.5

इसका Ĥांत, शूÛय के अǓतǐरÈत समèत वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ तथा इसका पǐरसर भी शूÛय के अǓतǐरÈत 

समèत वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ। f  का आलेख आकृǓत 2.12 मɅ Ĥदͧश[त है।

आकृǓत 2.12
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(v)   मापांक फलन (Modulus functions)   f(x) =  |x| Ĥ×येक  x R ɮवारा पǐरभाͪषत फलन  f: RR, 

मापांक फलन कहलाता है। x के Ĥ×येक ऋणेƣर मान के ͧलए  f(x),  x  के बराबर होता है। परंतु x  के 

ऋण मानɉ के ͧलए,  f(x)  का मान x, के मान के ऋण के बराबर होता है, अथा[त ्

   

मापांक फलन का आलेख आकृǓत 2.13 मɅ Ǒदया है। मापाकं फलन को Ǔनरपे¢ मान फलन भी 

कहते हɇ।

(vi) ͬचéन फलन (Signum functions) Ĥ×येक x R, के ͧलए    

   

ɮवारा पǐरभाͪषत फलन f:RR ͬचéन फलन कहलाता है। 

ͬचéन फलन का Ĥांत R है। पǐरसर समुÍचय {–1, 0, 1}है। 

आकृǓत 2.14 मɅ ͬचéन फलन का आलेख दशा[या गया है।

(vii) महƣम पणूाɍक फलन (Greatest integer functions)  

f(x) = [x], x R ɮवारा पǐरभाͪषत फलन    f: R  R, x से 

आकृǓत 2.13

आकृǓत 2.14
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कम या x के बराबर महƣम पूणाɍक का मान Ēहण (धारण) करता है एेसा फलन महƣम पूणाɍक फलन 

कहलाता है। 

[x], कȧ पǐरभाषा से हम देख सकते हɇ ͩक

 [x] = –1 यǑद –1  x < 0

 [x] =   0 यǑद 0  x < 1

 [x] =   1 यǑद 1  x < 2

 [x] =   2 यǑद 2  x < 3 इ×यǑद

 इस फलन का आलेख आकृǓत 2.15 मɅ दशा[या गया है।

2.4.2  वाèतͪवक फलनɉ का बीजगͨणत (Algebra of real functions) इस अनुÍछेद मɅ, हम सीखɅगे ͩक 

ͩकस Ĥकार दो वाèतͪवक फलनɉ को जोड़ा जाता है, एक वाèतͪवक फलन को दसूरे मɅ से घटाया जाता 

है, एक वाèतͪवक फलन को ͩकसी अǑदश (यहाँ आǑदश का अͧभĤाय वाèतͪवक संÉया से है) स ेगुणा 

ͩकया जाता है, दो वाèतͪवक फलनɉ का गुणा ͩकया जाता है तथा एक वाèतͪवक फलन को दसूरे से 

भाग Ǒदया जाता है।

 (i) दो वाèतͪवक फलनɉ का योग  मान लȣिजए ͩक f : X  R तथा g : X  R कोई 

दो वाèतͪवक फलन हɇ, जहाँ X  R. तब हम (f + g): X  R को, सभी x X के ͧलए, 

(f + g) (x) = f (x) + g (x), ɮवारा पǐरभाͪषत करते हɇ।

आकृǓत 2.15
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 (ii) एक वाèतͪवक फलन मɅ से दूसरे को घटाना  मान लȣिजए ͩक f : X  R तथा 
g: X  R कोई दो वाèतͪवक फलन हɇ , जहाँ XR. तब हम (f – g) : XR को सभी  
x X, के ͧलए (f–g) (x) = f(x) –g(x), ɮवारा पǐरभाͪषत करते हɇ।

 (iii) एक अǑदश से गुणा मान लȣिजए ͩक f : XR एक वाèतͪवक मान फलन है तथा 
एक अǑदश है। यहाँ अǑदश से हमारा अͧभĤाय ͩकसी वाèतͪवक संÉया से है। तब गुणनफल 
f , X से R मɅ एक फलन है, जो (f ) (x) =  f (x), x X से पǐरभाͪषत होता है।

 (iv) दो वाèतͪवक फलनɉ का गुणन  दो वाèतͪवक फलनɉ  f: X  R तथा g: XR का गुणनफल 
(या गुणा) एक फलन fg: XR है, जो सभी (fg) (x) = f(x) g(x), x X ɮवारा पǐरभाͪषत है। इसे ǒबदंशुः 
गुणन भी कहत ेहɇ।

 (v) दो वाèतͪवक फलनɉ का भागफल  मान लȣिजए ͩक  f  तथा g, XR ɮवारा पǐरभाͪषत, दो 

वाèतͪवक फलन हɇ, जहाँ X R.  f  का g से भागफल, िजसे  से ǓनǾͪपत करते हɇ, एक फलन है, जो 

सभी x X    जहाँ g(x) 0, के ͧलए, , ɮवारा पǐरभाͪषत है।

उदाहरण 16  मान लȣिजए ͩक f(x) = x2 तथा g(x) = 2x + 1 दो वाèतͪवक फलन हɇ। 

   (f + g) (x), (f –g) (x), (fg) (x),  £ात कȧिजए।

हल  èपçटतः

   (f + g) (x) = x2 + 2x + 1,  (f –g) (x) =  x2 – 2x – 1, 

   (fg) (x) = x2 (2x + 1) = 2x3 + x2,   = , x  

उदाहरण 17 मान लȣिजए ͩक  f(x) =  तथा  g(x) = x ऋणƣेर वाèतͪवक सÉंयाओ ंके ͧलए पǐरभाͪषत 

दो फलन हɇ, तो (f + g) (x), (f – g) (x) (fg) (x) और  (x) £ात कȧिजए।

हल  यहा ँहमɅ Ǔनàनͧलͨखत पǐरणाम ͧमलते हɇः

   (f + g) (x) =  + x, (f – g) (x)  =   – x , 

   (fg) x  =   और  



50 गͨणत

Ĥæनावलȣ 2.3

 1. Ǔनàनͧलͨखत सबंंधɉ मɅ कौन से फलन हɇ? कारण का उãलखे कȧिजए। यǑद संबंध एक फलन है, 

तो उसका पǐरसर Ǔनधा[ǐरत कȧिजएः

 (i) {(2,1), (5,1), (8,1), (11,1), (14,1), (17,1)}

 (ii) {(2,1), (4,2), (6,3), (8,4), (10,5), (12,6), (14,7)}

 (iii) {(1,3), (1,5), (2,5)}.

 2. Ǔनàनͧलͨखत वाèतͪवक फलनɉ के Ĥांत तथा पǐरसर £ात कȧिजएः 

 (i) f(x) = –   (ii) f(x) = .

 3. एक फलन  f(x) = 2x –5 ɮवारा पǐरभाͪषत है। Ǔनàनͧलͨखत के मान ͧलͨखएः

 (i) f (0), (ii)  f (7), (iii)  f (–3).

 4. फलन ‘t’ सेिãसयस तापमान का फारेनहाइट तापमान मɅ ĤǓतͬचğण करता है, जो 

 t(C) =   + 32 ɮवारा पǐरभाͪषत हɇ Ǔनàनͧलͨखत को £ात कȧिजएः

 (i) t (0)   (ii)   t (28)   (iii)   t (–10)   (iv)   C का मान, जब t (C) = 212.

 5. Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक फलन का पǐरसर £ात कȧिजएः

 (i) f (x) = 2 – 3x, x  R, x > 0.

 (ii) f (x) = x2 + 2, x एक वाèतͪवक सÉंया है।

 (iii) f (x) = x,  x एक वाèतͪवक सÉंया है।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 18  मान लȣिजए ͩक R वाèतͪवक सÉंयाओं का 
समुÍचय है। एक वाèतͪवक फलन f: RR को  f(x) = x + 10

ɮवारा पǐरभाͪषत कȧिजए ओर इस फलन का आलेख खींͬचए।

हल  यहा,ँ हम देखते हɇ ͩक f(0) = 10, f(1) = 11, 

f(2) = 12, ..., f(10) = 20, आǑद और  f(–1) = 9, 

f(–2) = 8, ..., f(–10) = 0, इ×याǑद।

अतः Ǒदए हुए फलन के आलेख का आकार आकृǓत 2.16 मɅ 

दशा[ए गए Ǿप का होगा।

ǑटÜपणी     f(x) = mx + c , x  R, एक रैͨखक फलन 

कहलाता है, जहाँ m एवं c अचर हɇ। उपरोÈत फलन रैͨखक 

फलन का एक उदाहरण है। आकृǓत 2.16
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उदाहरण 19 मान लȣिजए ͩक R, Q से Q मɅ R = {(a,b): a,b Q तथा a – b Z}. ɮवारा  पǐरभाͪषत, एक 

संबंध है। ͧसɮध कȧिजए ͩक

 (i) (a,a) R सभी a Q के ͧलए

 (ii) (a,b) R का ता×पय[ है ͩक (b, a) R

 (iii) (a,b) R और (b,c) R का ता×पय[ है ͩक (a,c) R

हल (i)  Èयɉͩक a – a = 0 Z, िजससे Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक (a, a)  R.

 (ii) (a,b) R का ता×पय[ है ͩक a – b  Z. इसͧलए, b – a  Z. अतः, (b, a)  R 

 (iii) (a, b) तथा (b, c)  R ता×पय[ है ͩक a – b  Z. b – c  Z.  इसͧलए,

  a – c = (a – b) + (b – c)  Z. अतः, (a,c)  R

उदाहरण 20  यǑद  f = {(1,1), (2,3), (0, –1), (–1, –3)}, Z  से Z.मɅ एक ‘रैͨखक फलन है, तो  f(x) £ात कȧिजए।

हल  Èयɉͩक f एक रैͨखक फलन है, इसͧलए  f (x) = mx + c. पुनः Èयɉͩक (1, 1), (0, – 1)  R  

है। इसͧलए, f (1) = m + c = 1 तथा  f (0) = c = –1. इससे हमɅ m = 2 ͧमलता है और इस Ĥकार 

f(x) = 2x – 1.

उदाहरण 21 फलन  का Ĥांत £ात कȧिजए। 

हल  Èयɉͩक x2 –5x + 4 = (x – 4) (x –1), इसͧलए फलन f, x = 4 और x = 1 के अǓतǐरÈत अÛय सभी 

वाèतͪवक सÉंयाओं के ͧलए पǐरभाͪषत है। अतः f  का Ĥांत R – {1, 4} है।

उदाहरण 22  फलन  f ,

    f (x) = 

ɮवारा पǐरभाͪषत है।  f (x)  का आलेख खींͬ चए।

हल  यहाँ f(x) = 1 – x, x < 0,  से

  f(– 4) = 1 – (– 4) = 5; 

  f(– 3) = 1 – (– 3) = 4, 

  f(– 2) = 1 – (– 2) = 3

  f(–1) = 1 – (–1)  = 2; इ×याǑद 
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और  f(1) =  2, f (2) = 3, f (3) = 4 

   f(4) = 5 इ×याǑद, Èयɉͩक  f(x) = x + 1, x > 0.

अतः f  का आलखे आकृǓत 2.17 मɅ दशा[ए Ǿप का 

होगा।

अÚयाय 2 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1.  संबंध  f ,   ɮवारा पǐरभाͪषत है।   

   संबंध g,   ɮवारा पǐरभाͪषत है। 

 दशा[इए ͩक Èयɉ f  एक फलन है और g  फलन नहȣं है। 

 2.  यǑद  f (x) = x2,  तो   £ात कȧिजए।

 3.  फलन  f (x)  का Ĥांत £ात कȧिजए।

 4.  f (x)  =  ɮवारा पǐरभाͪषत वाèतͪवक फलन f का Ĥांत तथा पǐरसर £ात कȧिजए।

 5. f (x) =  ɮवारा पǐरभाͪषत वाèतͪवक फलन f का Ĥांत तथा पǐरसर £ात कȧिजए।

 6. मान लȣिजए ͩक R से R मɅ एक फलन है। f का पǐरसर 

Ǔनधा[ǐरत कȧिजए।

आकृǓत 2.17
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 7. मान लȣिजए ͩक   f, g : RR Đमशः  f(x) = x + 1, g(x) = 2x – 3. ɮवारा पǐरभाͪषत है।

f  + g, f – g और  £ात कȧिजए। 

 8. मान लȣिजए ͩक  f = {(1,1), (2,3), (0,–1), (–1, –3)} Z से  Z मɅ ,  f(x) = ax + b, ɮवारा 

पǐरभाͪषत एक फलन है, जहाँ   a, b. कोई पूणाɍक हɇ।   a, b को Ǔनधा[ ǐरत कȧिजए।

 9. R = {(a, b) : a, b N तथा a = b2} ɮवारा पǐरभाͪषत N से N मɅ, एक सबंंध R  है। Èया Ǔनàनͧलͨखत 

कथन स×य हɇ? 

 (i) (a,a)  R, सभी  a  N, (ii) (a,b)  R, का ता×पय[ है ͩक (b,a)  R

 (iii) (a,b)  R, (b,c)  R  का ता×पय[ है ͩक (a,c)  R?

  Ĥ×येक दशा मɅ अपने उƣर का औͬच×य भी बतलाइए।

10. मान लȣिजए ͩक  A ={1,2,3,4}, B = {1,5,9,11,15,16} और  f = {(1,5), (2,9), (3,1), (4,5), (2,11)}. Èया 

Ǔनàनͧलͨखत कथन स×य हɇ?

 (i) f , A से B मɅ एक सबंंध है।  (ii) f , A से B मɅ एक फलन है।

  Ĥ×येक दशा मɅ अपने उƣर का औͬच×य बतलाइए।

11.  मान लȣिजए ͩक f , f = {(ab, a + b) : a, b  Z} ɮवारा पǐरभाͪषत Z × Z का एक उपसमुÍचय है। 

Èया f, Z से Z मɅ एक फलन है? अपने उƣर का औͬच×य भी èपçट कȧिजए।

12. मान लȣिजए ͩक A = {9,10,11,12,13}तथा f : AN, f (n) = n का महƣम अभाÏय गणुक ɮवारा, पǐरभाͪषत 

है। f का पǐरसर £ात कȧिजए।

सारांश

 इस अÚयाय मɅ हमनɅ संबंध तथा फलन का अÚययन ͩकया है। इस अÚयाय कȧ मुÉय बातɉ 

को नीचे Ǒदया जा रहा है।

 Đͧमत युÊम  ͩकसी ͪवशेष Đम मɅ समूǑहत अवयवɉ का एक युÊम।

 कातȸय गुणन  समुÍचयɉ A तथा B का कातȸय गुणन, समुÍचय 

 A × B  =  {(a,b): a A, b B} होता है। ͪवशेष Ǿप से   

 R × R = {(x, y): x, y  R} और R × R × R = (x, y, z): x, y, z R}

 यǑद  (a, b) = (x, y), तो a = x तथा b = y.
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 यǑद  n(A) = p तथा n(B) = q, तो n(A × B) = pq.

 A × = 

 सामाÛयतः A × B  B × A. 

 संबंध  समुÍचय A से समुÍचय B मɅ संबंध  R, कातȸय गुणन A × B का एक उपसमुÍचय होता 

है, िजसे A × B के Đͧमत युÊमɉ के Ĥथम घटक x तथा ɮͪवतीय घटक y के बीच ͩकसी संबंध 

को वͨण[त करके ĤाÜत ͩकया जाता है।  

  ͩकसी अवयव x  का, संबंध R के अतंग[त, ĤǓतǒबबं y होता है, जहाँ (x, y)  R,

  संबंध R  के Đͧमत युÊमɉ के Ĥथम घटकɉ का समुÍचय, सबंंध R का Ĥांत होता है। 

 संबंध R  के Đͧमत युÊमɉ के ɮͪवतीय घटकɉ का समुÍचय, संबंध R का पǐरसर होता है। 

 फलन समुÍचय A स ेसमुÍचय B मɅ फलन f  एक ͪवͧशçट Ĥकार का सबंंध होता है, िजसमɅ 

समÍुचय A के Ĥ×येक अवयव x का समुÍचय B मɅ एक और केवल एक ĤǓतǒबबं y होता है 

इस बात को हम f: AB जहाँ   f(x) = y ͧलखते हɇ। । 

 A फलन f  का Ĥांत तथा B उसका सहĤांत होता है।

  फलन f  का पǐरसर, f  के ĤǓतǒबबंɉ का समुÍचय होता है।

 ͩकसी वाèतͪवक फलन के Ĥांत तथा पǐरसर दोनɉ हȣ वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय अथवा 

उसका एक उपसमुÍचय होता हैः 

 फलनɉ का बीजगͨणत  फलन f : X  R तथा g : X  R, के ͧ लए हम Ǔनàनͧलͨखत पǐरभाषाएँ 

देते हɇ।

    (f + g) (x) = f(x) + g(x), x  X

    (f – g) (x) = f (x) – g(x), x X

     (f.g) (x) = f (x) .g (x), x  X, k कोई अचर है।

    (kf) (x) = k ( f (x) ), x X

     = , x X, g(x)  0
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

फलन शÞद सव[Ĥथम Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716 ई०) ɮवारा सन ् 1673 

मɅ ͧलͨखत लैǑटन पाÖडुͧलͪप "Methodus tangentium inversa, seu de fuctionibus" मɅ 

पǐरलͯ¢त हुआ है। Leibnitz ने इस शÞद का Ĥयोग अͪवæलेषणा×मक भाव मɅ ͩकया है। उÛहɉने 

फलन को ‘गͨणतीय काय[’ तथा ‘कम[चारȣ’ के पदɉ ɮवारा उ×पÛन माğ एक वĐ के Ǿप मɅ 

अͬधकिãपत ͩकया है। 

जुलाई 5, सन ्1698 मɅ John Bernoulli नɅ Leibnitz को ͧ लखे एक Ĥğ मɅ पहलȣ बार सुͪवचाǐरत 

Ǿप से फलन शÞद का ͪवæलेषणा×मक भाव मɅ ͪवͧशçट Ĥयोग Ǔनधा[ǐरत ͩकया है। उसी माह मɅ 

Leibnitz ने अपनी सहमǓत दशा[ते हुए उƣर भी दे Ǒदया था। 

अंĒेज़ी भाषा मɅ फलन (Function) शÞद सन ्1779 के Chamber's Cyclopaedia मɅ पाया 

जाता है। बीजगͨणत मɅ फलन शÞद का Ĥयोग चर राͧशयɉ और संÉयाओ ंअथवा िèथर राͧशयɉ 

ɮवारा सयुंÈत Ǿप से बने ͪवæलेषणा×मक åयंजको के ͧलए ͩकया गया है। 

——
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A mathematician knows how to solve a problem, 

he can not solve it. – MILNE 

3.1  भूͧमका (Introduction)

शÞद ‘ǑĚगोनोमेĚȣ’ कȧ åयु×पͪƣ Ēीक शÞदɉ ‘ǑĚगोन’ तथा ‘मेĚोन’  
से हुई है तथा इसका अथ[ ‘ǒğभजु कȧ भुजाओ ंको मापना’ होता है। इस 
ͪवषय का ͪवकास मूलतः ǒğभुजɉ से सबंंͬधत Ïयाͧमतीय समèयाओं को 
हल करने के ͧलए ͩकया गया था। इसका अÚययन समुġȣ याğाओं के 
कÜतानɉ, सवȶयरɉ, िजÛहɅ नए भ-ूभागɉ का ͬचğ तयैार करना होता था तथा 
अͧभयंताओ ंआǑद के ɮवारा ͩकया गया। वत[मान मɅ इसका उपयोग बहुत 
सारे ¢ğेɉ जसेै ͪव£ान, भूकंप शाèğ, ͪवɮयुत पǐरपथ (सͩक[ ट) के ͫडजाइन 
तैयार करने, अणु कȧ अवèथा का वण[न करन,े समुġ मɅ आनेवाले Ïवार 
कȧ ऊँचाई के ͪवषय मɅ पवूा[नुमान लगाने मɅ, सागंीǓतक लय (टोन) का 
ͪवæलेषण करने तथा अÛय दसूरे ¢ğेɉ मɅ होता है। 

ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ हमने Ûयून कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय अनपुात 
के ͪवषय मɅ अÚययन ͩकया है, िजसे समकोणीय ǒğभुजɉ कȧ भजुाओ ंके अनुपात के Ǿप मɅ बताया गया है। 
हमने ǒğकोणͧमतीय सव[सͧमकाओ ंतथा उनके ǒğकोणͧमतीय अनुपातɉ के अनĤुयोगɉ को ऊँचाई तथा दरूȣ के 
Ĥæनɉ को हल करने मɅ ͩकया है। इस अÚयाय मɅ, हम ǒğकोणͧमतीय अनपुातɉ के सबंधंɉ का ǒğकोणͧमतीय 
फलनɉ के Ǿप मɅ åयापकȧकरण करɅगे तथा उनके गुणधमɟ का अÚययन करɅगे।  

3.2  कोण (Angles)

एक कोण वह माप हैे जो एक ͩकरण के उसके Ĥारंͧभक ǒबदं ुके पǐरतः घमून ेपर बनता है। ͩकरण के घणू[न 
कȧ मलू िèथǓत को Ĥारंͧभक भुजा तथा घूण[न के अंǓतम िèथǓत को कोण कȧ अǓंतम  भुजा कहत ेहɇ। घणू[न 
ǒबदं ुको शीष[ कहते हɇ। यǑद घणू[न वामावƣ[ है तो कोण धना×मक तथा यǑद घूण[न दͯ¢णावƣ[ है तो कोण 

अÚयाय

Arya Bhatt
 (476-550 B.C.)

ǒğकोणͧमतीय फलन 
(Trigonometric Functions)
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ऋणा×मक कहलाता है (आकृͪƣ 3.1)। ͩकसी कोण का माप, घूण[न (घमुाव) कȧ वह माğा है जो भजुा को 

Ĥारंͧभक िèथǓत से अǓंतम  िèथǓत तक घमुान ेपर ĤाÜत 
होता है। कोण को मापन ेके ͧलए अनेक इकाइया ँहɇ। कोण 
कȧ पǐरभाषा इसकȧ इकाई का सकेंत देती है, उदाहरण के 
ͧलए Ĥारंͧभक रेखा कȧ िèथǓत से एक पूण[ घमुाव को कɉण 
कȧ एक इकाई ͧलया जा सकता है जसैा, आकृǓत 3.2 मɅ 
दशा[या गया है। 

यह सव[दा बड़ ेकोणɉ के ͧलए सुͪ वधाजनक है। उदाहरणतः एक घमूत ेहुए पǑहये के घमुाव मɅ बनाए 
गए कोण के ͪवषय मɅ कह सकते हɇ ͩक यह 15 पǐरĐमा ĤǓत सेकंड है। हम कोण के मापने कȧ दो अÛय 
इकाइयɉ के ͪवषय मɅ बताएँगे िजनका सामाÛयतः Ĥयोग ͩकया जाता है, ये ͫडĒी माप तथा रेͫडयन माप हɇ।  
3.2.1  ͫडĒी माप (Degree measure) यǑद Ĥारंͧभक भुजा से अǓंतम भुजा का घुमाव एक पणू[ पǐरĐमण का 

( )वा ँभाग हो तो हम कोण का माप एक ͫडĒी कहते हɇ, इस े1° से ͧलखत ेहɇ। एक ͫडĒी को ͧमनट मɅ 

तथा एक ͧमनट को सकंेड मɅ ͪवभािजत ͩकया जाता है। एक ͫडĒी का साठवा ँभाग एक ͧमनट कहलाता है, 
इस े1 से ͧलखते हɇ तथा एक ͧमनट का साठवा ँभाग एक सकंेड कहलाता है, इसे 1 से ͧलखते हɇ। अथा[त ्
1° = 601 = 60

 कुछ कोण िजनका माप 360°, 180°, 270°,  420°,  – 30°,  – 420° है उÛहɅ 
आकृǓत 3.3 मɅ दशा[या गया है। 

आकृǓत 3.2

आकृǓत 3.1
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3.2.2  रेͫडयन माप (Radian measure) कोण को मापने के ͧलए एक दसूरȣ इकाई भी है, िजसे रेͫडयन माप कहत ेहɇ। इकाई 
वƣृ (वƣृ कȧ ǒğÏया एक इकाई हो) के कɅ ġ पर एक इकाई लंबाई के चाप ɮवारा बने कोण को एक रेͫडयन माप कहते हɇ। 

आकृǓत 3.4 (i)-(iv) मɅ, OA Ĥारंͧभक भुजा है तथा OB अंǓतम भजुा है। आकृǓतयɉ मɅ कोण Ǒदखाए गए हɇ िजनके माप 

1 रेͫडयन, –1 रेͫडयन,  रेͫडयन तथा  रेͫडयन हɇ।

(i) (ii)
(iii)

आकृǓत 3.4 (i) – (iv)

(iv)

आकृǓत 3.3
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हम जानत ेहɇ ͩक इकाई ǒğÏया के वƣृ कȧ पǐरͬध 2 होती है। अतः Ĥारंͧभक भुजा कȧ एक पणू[ 
पǐरĐमा कɅ ġ पर 2रेͫडयन का कोण अतंǐरत करती है। 

यह सव[ͪ वǑदत है ͩक r ǒğÏया वाले एक वƣृ मɅ, r लबंाई का चाप कɅ ġ पर एक रेͫडयन का 
कोण अतंǐरत करता है। हम जानते हɇ ͩक वƣृ के समान चाप कɅ ġ पर समान कोण अंतǐरत करते 

हɇ। चूंͩ क r ǒğÏया के वƣृ मɅ r लबंाई का चाप कɅ ġ पर एक रेͫडयन का कोण अतंǐरत करता है, 

इसͧलए l लबंाई का चाप कɅ ġ पर 
l

r
 रेͫडयन का कोण अतंǐरत करेगा। अतः यǑद एक वƣृ, िजसकȧ 

ǒğÏया r है, चाप कȧ लबंाई l तथा कɅ ġ पर अंतǐरत कोण  रेͫडयन है, तो हम पात ेहɇ ͩक    =
l

r
   

या l  = r 

3.2.3 रेͫडयन तथा वाèतͪवक सÉंयाओं के मÚय सबंधं  (Relation between 

radian and real numbers)  माना ͩक इकाई वƣृ का कɅ ġ, O पर हɇ तथा 
वƣृ पर कोई ǒबदं ु A है। माना कोण कȧ Ĥारंͧभक भुजा OA है, तो वƣृ 
के चाप कȧ लबंाई से वƣृ के कɅ ġ पर चाप ɮवारा अतंǐरत कोण कȧ माप 
रेͫडयन मɅ ĤाÜत होती है। मान लȣिजए वƣृ के ǒबदं ु A पर èपश[ रेखा 
PAQ है। माना ǒबदं ु A वाèतͪवक सÉंया शूÛय Ĥदͧश[त करता है, AP 
धना×मक वाèतͪवक संÉया दशा[ता है तथा AQ ऋणा×मक वाèतͪवक 
सÉंया दशा[ता है (आकृͪƣ 3.5)। यǑद हम वƣृ कȧ ओर रेखा AP को 
घड़ी कȧ ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ घमुाने पर तथा रेखा AQ को घड़ी कȧ Ǒदशा 
मɅ घुमाए ँतो Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया के संगत रेͫडयन माप होगा तथा 
ͪवलोमतः। इस Ĥकार रेͫडयन माप तथा वाèतͪवक सÉंयाओं को एक 
तथा समान मान सकत ेहɇ।       

3.2.4  ͫडĒी तथा रेͫडयन के मÚय सबंंध  (Relation between degree 

and radian) Èयɉͩक वƣृ, कɅ ġ पर एक कोण बनाता है िजसकȧ माप  2 रेͫडयन है तथा यह 360° ͫडĒी 
माप है, इसͧलए 

2 रेͫडयन = 360°  या    रेͫडयन = 180°

उपयु[Èत सबंंध हमɅ रेͫडयन माप को ͫडĒी माप तथा ͫडĒी माप को रेͫडयन माप मɅ åयÈत करते हɇ।   का 

Ǔनकटतम मान  का उपयोग करके, हम पाते हɇ ͩक 

   1 रेͫडयन = 
°
= 57°16 Ǔनकटतम

आकृǓत 3.1
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पनुः   1° =  रेͫडयन = 0.01746 रेͫडयन (Ǔनकटतम)

कुछ सामाÛय कोणɉ के ͫडĒी माप तथा रेͫडयन माप के संबधं Ǔनàनͧलͨखत सारणी मɅ Ǒदए गए हɇः  

 ͫडĒी 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

 रेͫडयन  6  4  3  2   
3

2  2

साकेंǓतक Ĥचलन
चूँͩक कोणɉ कȧ माप या तो ͫ डĒी मɅ या रेͫडयन मɅ होती है, अतः Ĥचͧलत पǐरपाटȣ के अनुसार जब हम कोण 

 ͧलखते हɇ, हम समझते हɇ ͩक कोण का माप  ͫडĒी है तथा जब हम कोण   ͧलखत ेहɇ, हम समझते 
हɇ ͩक कोण का माप रेͫडयन हैै। 

Úयान दȣिजए जब कोण को रेͫडयन माप मɅ åयÈत करते हɇ, तो Ĥायः रेͫडयन ͧलखना छोड़ देत ेहɇ 

अथा[त ् 180 45
4

     को इस ͪवचार को Úयान मɅ रखकर ͧलखत ेहɇ ͩक  तथा 
4

 कȧ माप 

रेͫडयन है। अतः हम कह सकते हɇ ͩक 

रेͫडयन माप = 
180

  ͫडĒी माप

ͫडĒी माप =
180

  रेͫडयन माप

उदाहरण 1  40° 20  को रेͫडयन माप मɅ बदͧलए। 

हल हम जानत ेहɇ ͩक 180° =   रेͫडयन

इसͧलए,   40° 20=0 ͫडĒी =  
180

  रेͫडयन = 
121

540
 रेͫडयन

इसͧलए  40° 20=
121

540
  रेͫडयन

उदाहरण 2    6 रेͫडयन को ͫडĒी माप मɅ बदͧलए। 
हल  हम जानते हɇ ͩक  रेͫडयन =  180° 

इसͧलए  6 रेͫडयन =  
180

 6 ͫडĒी =  ͫडĒी 
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   = 343  ͫडĒी  = 343° +  ͧमनट [Èयɉͩक 1° = 60]

   = 343° + 38 +  ͧमनट   [Èयɉͩक 1 = 60]

   = 343° + 38 + 10.9 = 343°38 11 Ǔनकटतम
इसͧलए    6 रेͫडयन = 343° 38 11 Ǔनकटतम

उदाहरण 3  उस वƣृ कȧ ǒğÏया £ात कȧिजए िजसमɅ 60° का कɅ ġȣय कोण पǐरͬध पर 37.4 सेमी लबंाई का 

चाप काटता है ( 22

7
  का Ĥयोग करɅ)।

हल यहा ँl = 37.4 सेमी तथा  = 60° = 
60

180
 रेͫडयन =

3

अतः   r = 
l

,  से हम पात ेहɇ 

  r = 
37.4×3 37.4×3×7

=
22

 = 35.7 सेमी

उदाहरण 4 एक घड़ी मɅ ͧमनट कȧ सुई 1.5 सेमी लबंी है। इसकȧ नोक 40 ͧमनट मɅ ͩकतनी दरू जा सकती 
हɇ ( = 3.14 का Ĥयोग करɅ)?  

हल 60 ͧमनट मɅ घड़ी कȧ ͧमनट वालȣ सईु एक पǐरĐमण पणू[ करती है, अतः 40 ͧमनट मɅ ͧमनट कȧ सईु 

एक पǐरĐमण का  भाग परूा करती है। इसͧलए

  
2

= × 360°
3

 या 
4

3
 रेͫडयन 

 अतः तय कȧ गई वाǓंछत दरूȣ

  l = r  =  1.5 4

3
 समेी = 2 सेमी = 2 3.14 सेमी = 6.28 समेी

उदाहरण 5 यǑद दो वƣृɉ के चापɉ कȧ लबंाई समान हो और वे अपने कɅ ġ पर Đमशः  65° तथा 110° का कोण 
बनाते हɇ, तो उनकȧ ǒğÏयाओं का अनुपात £ात कȧिजए। 

हल माना दो वƣृɉ कȧ ǒğÏयाए ँĐमशः r
1
 तथा r

2
 हɇ तो 

   = 65° = 65
180

  = 
13

36
 रेͫडयन
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तथा   = 110° = 110
180

  = 
22

36
 रेͫडयन

माना ͩक Ĥ×येक चाप कȧ लंबाई l है, तो l =  r
1
 =  r

2
, िजससे

  
13

36
 r

1
 = 

22

36
 r

2 
,
 
 अथा[त ्,्  = 

इसͧलए    r
1
 : r

2
 = 22 : 13.

Ĥæनावलȣ 3.1

 1.  Ǔनàनͧलͨखत ͫडĒी माप के सगंत रेͫडयन माप £ात कȧिजएः 

 (i) 25° (ii) – 47°30 (iii) 240° (iv) 520° 

 2.  Ǔनàनͧलͨखत रेͫडयन माप के संगत ͫडĒी माप £ात कȧिजए (
22

7
  का Ĥयोग करɅ)ः

 (i)  (ii) – 4 (iii) 
5

3
 (iv) 

7

6

 3.  एक पǑहया एक ͧमनट मɅ 360° पǐरĐमण करता है तो एक सेकंड मɅ ͩकतने रेͫडयन माप का कोण 
बनाएगा?

 4.  एक वƣृ, िजसकȧ ǒğÏया 100 सेमी है, कȧ 22 सेमी लंबाई कȧ चाप वƣृ के कɅ ġ पर ͩकतने ͫडĒी माप 

का कोण बनाएगी (
22

7
  का Ĥयोग कȧिजए)।

 5.  एक वƣृ, िजसका åयास 40 सेमी है, कȧ एक जीवा 20 सेमी लबंाई कȧ है तो इसके सगंत छोटे चाप 

कȧ लंबाई £ात कȧिजए। 

 6. यǑद दो वƣृɉ के समान लबंाई वाले चाप अपने कɅ ġɉ पर Đमशः 60° तथा 75° के कोण बनात ेहɉ, तो 
उनकȧ ǒğÏयाओं का अनपुात £ात कȧिजए। 

 7. 75 सेमी लंबाई वाले एक दोलायमान दोलक का एक ͧसरे से दसूरे ͧसरे तक दोलन करने से जो कोण 
बनता है, उसका माप रेͫडयन मɅ £ात कȧिजए, जबͩक उसके नोक ɮवारा बनाए गए चाप कȧ लबंाई 
Ǔनàनͧलͨखत हɇः 

 (i) 10 समेी 
 (ii) 15 समेी 
 (iii) 21 समेी
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3.3  ǒğकोणͧमतीय फलन (Trigonometric Function)

पवू[ क¢ाओं मɅ, हमने Ûयनू कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय 
अनुपातɉ को समकोण ǒğभुज कȧ भुजाओ ंके Ǿप 
मɅ अÚययन ͩकया है। अब हम ͩकसी कोण के 
ǒğकोणͧमतीय अनुपात कȧ पǐरभाषा को रेͫडयन 
माप के पदɉ मɅ तथा ǒğकोणͧमतीय फलन के Ǿप 
मɅ अÚययन करɅगे। 

मान लȣिजए ͩक एक इकाई वृƣ, 
िजसका कɅ ġ Ǔनदȶशांक अ¢ɉ का मूल ǒबदं ु हो। 
माना ͩक P (a, b) वƣृ पर कोई ǒबदं ु  है तथा 
कोण AOP = x रेͫडयन अथा[त ् चाप कȧ लबंाई 
AP = x (आकृǓत 3.6) है। हम पǐरभाͪषत करते हɇः

cos x = a तथा sin x =  b

चूँͩक OMP समकोण ǒğभुज है, हम पाते हɇ, 
OM2 + MP2 = OP2  या a2 + b2 = 1

इस Ĥकार इकाई वƣृ पर Ĥ×येक ǒबदं ु के ͧलए, हम पाते हɇ ͩक 
a2 + b2 = 1 या cos2 x + sin2 x = 1

Èयɉͩक एक पणू[ पǐरĐमा (घूण[न) ɮवारा वƣृ के कɅ ġ पर 2 रेͫडयन का कोण अतंǐरत होता है, इसͧलए  

AOB = 
2

, AOC =  तथाAOD = 
3

2
। 

2
 के Ĥांत गुणज वाल ेसभी कोणɉ को चतथुाɍशीय कोण 

या वƣृपादȣय कोण (quadrantal angles) कहत ेहɇ। 
ǒबदंओु ंA, B, C तथा D के Ǔनदȶशाकं Đमशः (1, 0), (0, 1), (–1, 0) तथा (0, –1) हɇ,

इसͧलए चतुथाɍशीय कोणɉ के ͧलए हम पात ेहɇ,
 cos 0°  = 1 sin 0° = 0

 cos 
2

 = 0 sin 
2

 = 1

 cos= sin = 0

 cos 3

2
 = 0 sin 3

2
 = –1

 cos 2 = 1 sin 2  = 0

आकृǓत 3.6
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अब, यǑद हम ǒबदं ुP स ेएक पूण[ पǐरĐमा लेते हɇ, तो हम उसी ǒबदं ु P पर पहँुचते हɇ। इस Ĥकार 
हम देखत ेहɇ ͩक यǑद x,  2 के पूणाɍक गुणज मɅ बढ़ते (या घटते) हɇ, तो ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के मानɉ मɅ 
कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोता है। 

इस Ĥकार sin (2n + x)  = sin , n  Z

  cos (2n + x) = cos , n  Z

पनुः  sin x = 0, यǑद x = 0, ±   ± 2 , ± 3, ...अथा[त ्x,  का पूणाɍक गुणज है। 

तथा  cos x = 0, यǑद  = ± 
2

, ± 3

2
 , ± 5

2
, ... अथा[त ् cos x = 0,जब x,

2
 का ͪ वषम गणुज है।  इस Ĥकार 

sin x   = 0  से ĤाÜत होता है ͩक x = nजहा ँn कोई पणूाɍक है। 

cos x      = 0 स ेĤाÜत होता है ͩक x = (2n + 1) 
π

2
, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

अब हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ को sine तथा cosine के पदɉ मɅ पǐरभाͪषत करते हɇः

  cosec x = , x   nजहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  sec x    = , x  (2n + 1) 
2

, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  tan x     = , x  (2n +1)
2

, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  cot x     = , x  n , जहा ँn कोई पणूाɍक है। 

हम सभी वाèतͪवक x के ͧलए देखत ेहɇ ͩक  sin2 x + cos2 x = 1

इस Ĥकार  1 + tan2 x = sec2 x   (Èयɉ?)
   1 + cot2 x = cosec2 x  (Èयɉ?)

पवू[ क¢ाओं मɅ, हम  0°, 30°, 45°, 60° तथा 90° के ǒğकोणͧमतीय अनपुातɉ के मानɉ कȧ चचा[ कर 
चकेु हɇ। इन कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के मान वहȣ हɇ जो ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ पढ़ चुके ǒğकोणͧमतीय 
अनुपातɉ के हɇ। इस Ĥकार, हम Ǔनàनͧलͨखत सारणी पात ेहɇः 
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अप
ǐरभ

ाͪष
त

अप
ǐरभ

ाͪष
त

  0°       

 sin 0    1  0 – 1  0 

 cos 1     0 – 1   0  1

 tan 0    1     0      0

cosec x, sec x तथा cot x का मान Đमशः sin x, cos x तथा tan x के मान से उãटा (ͪवलोम) है। 

3.3.1 ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͬचéन (Signs of trigonometric functions)

माना ͩक इकाई वƣृ पर P (a, b) कोई ǒबदं ुहɇ, 
िजसका कɅ ġ मलू ǒबदं ुहɇ, तथाAOP = x, यǑद 
AOQ = – x, तो ǒबदं ुQ के Ǔनदȶशाकं (a, – b) 

हɉगे (आकृǓत 3.7)।  इसͧलए  cos (– x) = cos x  

तथा  sin (– x) = – sin x

चूँͩक इकाई वƣृ के Ĥ×येक ǒबदं ु P 

(a, b) के ͧलए  – 1  a  1 तथा – 1   b 

 1, अतः, हम x के सभी मानɉ के ͧलए 

– 1  cos x  1 तथा  –1  sin x  1, पाते 

हɇ। ͪपछलȣ क¢ाओ ं से हमको £ात है ͩक 

Ĥथम चतथुाɍश (0 < x < ) मɅ a तथा b दोनɉ 

धना×मक हɇ, दूसरे चतुथाɍश (  < x <)  

मɅ  a ऋणा×मक तथा b धना×मक हɇ, तीसरे चतुथाɍश (< x < 
3

2
) मɅ a तथा b दोनɉ ऋणा×मक हɇ, 

तथा चतुथ[ चतुथाɍश (
3

2
 < x < 2) मɅ a धना×मक तथा b ऋणा×मक है। इसͧलए 0 < x < के ͧलए  

sin x धना×मक तथा   < x < 2के ͧलए ऋणा×मक होता है। इसी Ĥकार, 0 < x <  के ͧलए 

आकृǓत 3.7
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cos x धना×मक,   <  x < 
3

2
 के ͧलए ऋणा×मक तथा 

3

2
<  x < 2 के ͧलए धना×मक होता है। इसी 

Ĥकार, हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͬचéन ͪवͧभÛन चतथुाɍशɉ मɅ £ात कर सकते हɇ। इसके ͧलए हमारे 
पास Ǔनàनͧलͨखत सारणी हैः 

  I II III IV

 sin x + +  –  –

 cos x +  –  –  +

 tan x +  –  +  –

 cosec x + +  –  –

 sec x +  –  –  +

 cot x +  –  +  –

3.3.2  ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का Ĥातं तथा पǐरसर  (Domain and range of trigonometric functions) sine 
तथा cosine फलनɉ कȧ पǐरभाषा से, हम यह पाते हɇ ͩक व ेसभी वाèतͪवक सÉंयाओं के ͧलए पǐरभाͪषत हɇ। 
पनुः, हम यह भी पाते हɇ ͩक Ĥ×येक वाèतͪवक संÉया x के ͧलए,  

– 1 sin x  1 तथा – 1 cos x  1

अतः  y = sin x तथा  y = cos x का Ĥातं सभी वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय है तथा पǐरसर अतंराल 
[–1, 1], अथा[त,् – 1  y  1 है। 

चूँͩक, cosec x = , y = cosec x का Ĥातं, समुÍचय { x : x  R तथा x  n , n  Z} तथा पǐरसर 

समÍुचय {y : y  R, y  1 या  y  – 1} है। इसी Ĥकार,  y = secx का Ĥांत, समुÍचय  {x : x  R तथा x  (2n + 1) 

, n  Z} तथा, पǐरसर, समुÍचय {y : y   R, y   – 1 या y  1} है। y = tan x का Ĥातं, समुÍचय {x : x  R तथा 

x  (2n + 1) , n Z} तथा पǐरसर सभी वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय है।  y = cot x का Ĥातं, 

समुÍचय  {x : x   R तथा  x  n , n Z}, पǐरसर सभी वाèतͪवक सÉंयाओ ं का समुÍचय है।
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 I चतथुाɍश  II चतुथाɍश III चतुथाɍश  IV चतथुाɍश

 sin 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता है 1 स े0 कȧ ओर घटता है 0 स े-1 कȧ ओर घटता है –1 से 0 कȧ ओर बढ़ता है

 cos 1 से 0 कȧ ओर घटता है 0 स े-1 कȧ ओर घटता है -1 स े0 कȧ ओर बढ़ता है 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता है

 tan 0 से  कȧ ओर बढ़ता है – से 0 कȧ ओर बढ़ता है  0 स े कȧ ओर बढ़ता है – से 0 कȧ ओर बढ़ता है

 cot  से 0 कȧ ओर घटता है 0 से – कȧ ओर घटता है   स े0 कȧ ओर घटता है 0 से – कȧ ओर घटता है 

 sec 1 से  कȧ ओर बढ़ता है – से –1कȧ ओर बढ़ता है –1 से – कȧ ओर घटता है  से 1 कȧ ओर घटता है

 cosec    से 1 कȧ ओर घटता है 1 स े कȧ ओर बढ़ता है – स े–1कȧ ओर बढ़ता है  –1 से – कȧ ओर घटता है  

ǑटÜपणी  उपयु[Èत सारणी मɅ, यह कथन ͩक अतंराल 0 < x <  मɅ tan x का मान 0 से  (अनंत) तक 

बढ़ता है का अथ[ है ͩक जसेै-जैसे x का मान  कȧ ओर बढ़ता है वैस-ेवसेै tan x का मान बहुत अͬधक हो 

जाता है। इसी Ĥकार, जब हम यह कह सकते हɇ ͩक चतुथ[ चतुथाɍश मɅ cosec x का मान –1 से – (ऋणा×मक 

अनंत) तक मɅ घटता है तो इसका अथ[ है ͩक जब x  (
3

2
, 2) तब जसेै-जैसे x,2 कȧ ओर अĒसर होता 

है, cosec x बहुत अͬधक ऋणा×मक मान लेता है। साधारणतः ͬचéन  तथा –  फलनɉ तथा चरɉ के ͪवशषे 

Ĥकार के åयवहार को बतात ेहɇ। 

हम देखत ेहɇ ͩ क Ĥथम चतुथाɍश मɅ, जब x, 0 स े कȧ ओर बढ़ता है, तो sin x भी 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता 

है, दसूरे चतुथाɍश मɅ जब  x,  स ेकȧ ओर बढ़ता है तो sin x, 1 से 0 कȧ ओर घटता है। तीसरे चतुथाɍश मɅ 

जब x,  स े
3

2
कȧ ओर बढ़ता है तो sin x, 0 से –1 कȧ ओर घटता है तथा अतं मɅ कोण 

3

2
 से 2कȧ ओर 

बढ़ता है तो sin x, –1 से 0 कȧ ओर बढ़ता जाता है। इसी Ĥकार हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͪवषय मɅ 

ͪवचार कर सकते हɇ। वèतुतः हमारे पास Ǔनàनͧलͨखत सारणी हैः 
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आकृǓत 3.9

आकृǓत 3.10 आकृǓत 3.11

आकृǓत 3.8

हमने देखा ͩक sin x तथा cos x के मानɉ का अतंराल 2के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। जसै,े  cosec x 

तथा sec x के मानɉ कȧ भी अतंराल 2के बाद पनुरावृͪ ƣ होती है। हम अगले अनÍुछेद मɅ  tan (+ x) = tan 

x देखते हɇ। जसै,े tan x के मानɉ मɅ अंतराल के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है, Èयɉͩक cot x, tan x का पूरक है, 

इसके मानो मɅ भी अतंराल  के पæचात ्पुनरावृͪ ƣ होती है। ǒğकोणͧमतीय फलनɉ मɅ इस £ान (गुणधम[) तथा 

åयवहार का उपयोग करने पर, हम फलनɉ का आलेख खींच सकते हɇ। इन फलनɉ का आलखे नीच ेǑदए गए हɇः
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आकृǓत 3.12 आकृǓत 3.13

उदाहरण 6 यǑद cos x =  –    हो और x ततृीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, तो अÛय पाचँ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 

के मानɉ को £ात कȧिजए। 

हल Èयɉͩक  cos x  = –  , हम पाते हɇ ͩक  sec x = 

अब   sin2 x + cos2 x = 1 या sin2 x = 1 – cos2 x

या  sin2 x = 1 –   = 

अतः  sin x = ± 

चूँͩक x ततृीय चतुथाɍश मɅ है, तो sin x का मान ऋणा×मक होगा। इसͧलए

  sin x = – 

इससे यह भी ĤाÜत होता है ͩक 
  cosec x = – 

पनुः, हम पात ेहɇ 
  tan x =  =   तथा  cot x =  = 
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उदाहरण 7  यǑद  cot x = –  हो और x ɮͪवतीय चतथुाɍश मɅ िèथत हɇ, तो अÛय पाचँ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 

को £ात कȧिजए। 

हल Èयɉͩक      cot x =  – , हम पाते हɇ  tan x  = – 

अब sec2 x = 1 + tan2 x = 1 +  = 

अतः  sec x = ± 

 चूँͩक x ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, sec x का मान ऋणा×मक होगा। इसͧलए

   sec x = – 

इससे यह भी ĤाÜत होता है ͩक 

                

पनुः हम पाते हɇ 

 sin x =  tan x cos x = (– ) (– ) = 

तथा      cosec x = = 

उदाहरण 8   sin
31

3
 का मान £ात कȧिजए।  

हल हम जानत ेहɇ ͩक sin x के मानɉ मɅ अतंराल 2 के पæचात ्पुनरावृͪ ƣ होती है। इसͧलए 

   sin 
31

3
 = sin (10 + 

3
) = sin 

3
 = .

उदाहरण 9  cos (–1710°) का मान £ात कȧिजए। 

हल हम जानत ेहɇ ͩक cos x के मानɉ मɅ अंतराल 2या 360° के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। इसͧलए   

 cos (–1710°) = cos (–1710° + 5 360°)

     = cos (–1710° + 1800°) = cos 90° = 0
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Ĥæनावलȣ 3.2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ मɅ पाचँ अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का मान £ात कȧिजएः

 1.  cos x = – , x तीसरे चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

 2.  sin x = , x दसूरे चतथुाɍश मɅ िèथत है। 

 3.  cot x = , x ततृीय चतथुाɍश मɅ िèथत है। 

 4.  sec x = , x चतुथ[ चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

 5.  tan x = – , x दसूरे चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

Ĥæन संÉया 6 से 10 के मान £ात कȧिजएः

 6.  sin 765°    7.  cosec (– 1410°) 

 8.  tan 
19

3
     9. sin (– 

11

3
)

 10.  cot (– 
15

4
)

3.4  दो कोणɉ के योग और अतंर का ǒğकोणͧमतीय फलन (Trigonometric Functions of Sum and Dif-

ference of two Angles) 

इस भाग मɅ हम दो सÉंयाओं (कोणɉ) के योग एवं अतंर के ͧलए ǒğकोणͧमतीय फलनɉ तथा उनसे संबंͬ धत 
åयजंकɉ को åयु×पÛन करɅगे। इस संबंध मɅ इन मलू पǐरणामɉ को हम ǒğकोणͧमतीय सव[सͧमकाए ँकहɅगे। 
हम देखते हɇ ͩक  
 1. sin (– x)  = – sin x

 2. cos (– x) = cos x

अब हम कुछ और पǐरणाम ͧसɮध करɅगेः
 3. cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y

इकाई वƣृ पर ͪवचार कȧिजए, िजसका कɅ ġ मूल ǒबदं ु  पर हो। माना ͩक कोण P
4
OP

1
, 

x तथा  कोण P
1
OP

2
, y

 
हɇ तो कोण P

4
OP

2
, (x + y) होगा। पुनः माना कोण  P

4
OP

3
, (– y) हɇ। अतः 
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P
1
, P

2
, P

3
 तथा P

4
 के Ǔनदȶशांक P

1
(cos x, sin x), P

2
 [cos (x + y), sin (x + y)], P

3 
[cos (– y), sin 

(– y)] और P
4
 (1, 0) हɉगे (आकृǓत 3.14)।

ǒğभुजɉ P
1
OP

3
 तथा P

2
OP

4 
पर ͪवचार कȧिजए। वे सवाɍगासम हɇ (Èयɉ)। इसͧलए P

1
P

3
 और P

2
P

4
 बराबर 

हɇ। दरूȣ सğू का उपयोग करने पर

 P
1
P

3
2   = [cos x – cos (– y)]2  + [sin x – sin(–y)]2

  = (cos x – cos y)2 + (sin x + sin y)2

  = cos2x + cos2 y – 2 cos x cos y + sin2 x + sin2 y + 2sin x sin y

  = 2 – 2 (cos x cos y – sin x sin y)  (Èयɉ?)

पनुः P
2
P

4
2  = [1 – cos (x + y)] 2 + [0 – sin (x + y)]2

  = 1 – 2cos (x + y) + cos2 (x + y) + sin2 (x + y)

  = 2 – 2 cos (x + y)

Èयɉͩक P
1
P

3
  = P

2
P

4
, हम पाते हɇ; P

1
P

3
2 = P

2
P

4
2

इसͧलए, 2 –2 (cos x cos y – sin x sin y) = 2 – 2 cos (x + y)

आकृǓत 3.14
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अतः cos (x + y) = cosx x cos y – sin x sin y

 4.  cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

सव[सͧमका 3 मɅ  y के èथान पर – y रखने पर
 cos (x + (– y)) = cos x cos (– y) – sin x sin (– y)

या cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

 5.   cos (
2

x ) = sin x

सव[सͧमका 4 मɅ x के èथान पर 
2

 तथा y के èथान पर x रखने पर हम पात ेहɇ

  cos (
2

x ) = cos 
2

 cos x + sin 
2

 sin x = sin x

 6.  sin (
2

x ) = cos x

सव[सͧमका 5 का उपयोग करने पर हम पाते हɇ

 sin (
2

x ) = cos 
2 2

x
       

 = cos x.

 7.   sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y
हम जानत ेहɇ ͩक 

  sin (x + y) = cos ( )
2

x y
   
 

 = cos ( )
2

x y
   
 

   = cos (
2

x ) cos y + sin (
2

x )sin y

   = sin x cos y + cos x sin y

 8.  sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y

 यǑद हम सव[सͧमका 7 मɅ y के èथान पर – y  रखɅ तो उपरोÈत पǐरणाम पाते हɇ।

 9. x और y के उपयु[Èत मानɉ को सव[सͧमकाओ ं3, 4, 7 और 8 मɅ रखने पर हम Ǔनàनͧलͨखत पǐरणाम 
Ǔनकाल सकते हɇः

 cos (
2

x ) = – sin x  sin (
2

x ) = cos x

 cos ( – x)  = – cos x  sin ( – x)  = sin x
 cos ( + x)  = – cos x  sin ( + x)  = – sin x

 cos (2 – x) = cos x  sin (2 – x) = – sin x
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 इसी Ĥकार के सगंत पǐरणाम tan x, cot x, sec x एव ंcosec x के ͧलए sin x और cos x के फलनɉ के 
पǐरणामɉ से आसानी से Ǔनकाले जा सकत ेहɇ।

10. यǑद x, y और (x + y) मɅ से कोई 
2

 का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ तो,

      tan (x + y)   = 

 Èयɉͩक x, y तथा (x + y) मɅ से कोई 
2

 का ͪवषम गुणांक नहȣं हɇ , इसͧलए cos x, 

 cos y तथा cos (x + y) शूÛय नहȣ ंहɇ। अब

      tan (x + y)  =  = 

 अशं और हर मɅ cos x cos y, स ेͪवभािजत करने पर हम पाते हɇ।

      tan (x + y)  = 

     =  

11.              tan ( x – y)  = 

 यǑद सव[सͧमका 10 मɅ y के èथान पर – y रखने पर, हम पाते हɇ

       tan (x – y)  = tan [x + (– y)]

     =   = 

12. यǑद x, y तथा (x + y) मɅ से कोई भी कोण , का गणुाकं नहȣ ंहɇ, तो

      cot ( x + y) = 
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 Èयɉͩक x, y तथा (x + y) कोणɉ मɅ से कोई भी , का गुणाकं नहȣ ंहɇ, इसͧलए sin x,  sin y तथा sin (x + 

y) शूÛय नहȣ ंहɇ। अब

 cot ( x + y)  = 

 अशं और हर को sin x sin y, से ͪवभािजत करने पर, हम पाते हɇ

 cot (x + y) = 

13. cot (x – y) = जहा ँx, y तथा x – y; के गणांक नहȣ ंहɇ।

 यǑद सव[सͧमका 12 मɅ y के èथान पर –y रखते हɇ तो हम उपरोÈत पǐरणाम पाते हɇ।

14. cos 2x  = cos2x – sin2 x = 2 cos2 x – 1 = 1 – 2 sin2 x = 

हम जानत ेहɇ ͩक

  cos (x + y) = cos x  cos y – sin x sin y

 y के èथान पर x, रखɅ तो, हम पात ेहɇ
    cos 2x = cos2x – sin2 x

  = cos2 x – (1 – cos2 x) = 2 cos2x – 1

 पनुः  cos 2x = cos2 x – sin2 x

  = 1 – sin2 x – sin2 x = 1 – 2 sin2 x. 

अतः हम पाते हɇ cos 2x = cos2 x – sin 2 x  =  

 अशं और हर को cos2 x स ेͪवभािजत करने पर, हम पात ेहɇ

  cos 2x = x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

15. sin 2x  = 2 sinx cos x = 

हम जानत ेहɇ ͩक
  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin  y

y के èथान पर x रखने पर, हम पात ेहɇः   
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   sin 2x = 2 sin x cos x.

पनुः    sin 2x =  

Ĥ×येक पद को cos2 x से ͪवभािजत करने पर, हम पात ेहɇः
   sin 2x =  

16. tan 2x =  , 2x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

हम जानत ेहɇ ͩक

   tan (x + y) =  

y के èथान पर x रखने पर, हम पात ेहɇ,  

17. sin 3x = 3 sin x – 4 sin3 x

हम पाते हɇ,   
 sin 3x = sin (2x + x)

 = sin 2x cos x + cos 2x sin x

 = 2 sin x cos x cos x + (1 – 2sin2 x) sin x

 = 2 sin x (1 – sin2 x) + sin x – 2 sin3 x

 = 2 sin x – 2 sin3 x + sin x – 2 sin3 x

 = 3 sin x – 4 sin3 x

18. cos 3x = 4 cos3 x – 3 cos x

 हम पाते हɇ,   
             cos 3x = cos (2x +x)

  = cos 2x  cos x – sin 2x sin x

  = (2cos2 x – 1) cos x – 2sin x cos x sin x

  = (2cos2 x – 1) cos x – 2cos x (1 – cos2 x)

  = 2cos3 x – cos x – 2cos x + 2 cos3 x

  = 4cos3 x – 3cos x

19.   3x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

 हम पाते हɇ,       tan 3x = tan (2x + x) 
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  =   

  

20. (i) cos x + cos y =  

 (ii) cos x – cos y = –  

 (iii) sin x + sin y =  

 (iv) sin x – sin y =  

हम जानत ेहɇ ͩक 
  cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y    ... (1)

और   cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y    ... (2)

(1) और (2) को जोड़ने एव ंघटाने पर, हम पात ेहɇ,
  cos (x + y) + cos(x – y) =  2 cos x cos y   ... (3)

और   cos (x + y) – cos (x – y) = – 2 sin x sin y   ... (4)

और भी  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y    ... (5)

और   sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y    ... (6)

(5) और (6) को जोड़ने एव ंघटाने पर, हम पात ेहɇ,
  sin (x + y) + sin (x – y) = 2 sin x cos y    ... (7)

  sin (x + y) – sin (x – y) = 2cos x sin y    ... (8)

माना ͩक x + y = तथा x – y = , इसͧलए

 2 2
x y

        
      

(3), (4), (7) तथा (8)  मɅ x और  y के मान रखने पर, हम पात ेहɇ,
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  cos + cos  = 2 cos cos
2 2

    
   
   

t 

  cos – cos  = – 2 sin sin
2

–     
      

 

    sin + sin  = 2 sin cos
2 2

    
   
   

 sin – sin  = 2 cos sin
2 2

    
   
   

Èयɉͩक तथा  को कोई वाèतͪवक सÉंया मान सकते हɇ। हम के èथान पर x तथा  के èथान पर  y 

रखने पर, हम पाते हɇः
cos x + cos y = 2 cos  ; cos x – cos y = – 2 sin  ,      

sin x + sin y = 2 sin  ; sin x – sin y = 2 cos  

ǑटÜपणी   सव[सͧमका 20 से हम Ǔनàन पǐरणाम पात ेहɇः 

21. (i) 2 cos x cos y = cos (x + y) + cos (x – y)

 (ii) –2 sin x sin y = cos (x + y) – cos (x – y)

 (iii) 2 sin x cos y = sin (x + y) + sin (x – y)

 (iv) 2 cos x sin y = sin (x + y) – sin (x – y)

उदाहरण 10 ͧसɮध कȧिजएः  

हल   बाया ँप¢ =   

 = 3 ×   × 2 – 4 sin  × 1 = 3 – 4 sin  

 = 3 – 4 ×    = 1 = दाया ँप¢
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उदाहरण 11 sin 15° का मान £ात कȧिजए।

हल  sin 15°   = sin (45° – 30°)

   = sin 45° cos 30° – cos 45° sin 30°

   =  

उदाहरण 12 tan   का मान £ात कȧिजए।

हल  tan  = tan   = tan  

  =   =  

उदाहरण 13 ͧसɮध कȧिजएः

  .

हल हम पात ेहɇ,
          बाया ँप¢  

अशं और हर को cos x cos y  से ͪवभािजत करने पर, हम पाते हɇ,

  बाया ँप¢ =  = दाया ँप¢ 

उदाहरण 14 Ǒदखाइए
     tan 3 x tan 2 x tan x = tan 3x – tan 2 x – tan x

हल  हम जानत ेहɇ ͩक  3x = 2x + x

इसͧलए  tan 3x    = tan (2x + x)

या    
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या  tan 3x – tan 3x tan 2x tan x = tan 2x + tan x

या  tan 3x – tan 2x – tan x = tan 3x tan 2x tan x

या  tan 3x tan 2x tan x = tan 3x – tan 2x – tan x

उदाहरण 15 ͧसɮध कȧिजएः
  

हल    सव[सͧमका 20(i) का उपयोग करने पर, हम पाते हɇ,

  बायाँ प¢ =  

  =  

 = 2 cos   cos x = 2 ×   cos x =  cos x = दाया ँप¢

उदाहरण 16 ͧसɮध कȧिजए   

हल सव[सͧमकाओ ं20(i) तथा 20(iv)  का उपयोग करने पर, हम पाते हɇ,

 बाया ँप¢ =   =   = दाया ँप¢ 

उदाहरण 17 ͧसɮध कȧिजए  

हल हम पात ेहɇ,

 बाया ँप¢ =   
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 =  

 =   =  tan x  =  दाया ँप¢ 

Ĥæनावलȣ 3.3

ͧसɮध कȧिजएः

 1. sin2

6
 + cos2  – tan2   2.  2sin  + cosec2  

 3.   4.  

 5. मान £ात कȧिजएः 
  (i) sin 75°   (ii) tan 15°

  Ǔनàनͧलͨखत को ͧसɮध कȧिजएः 

  6.   

  7. 

2tan
1 tan4
1 tan

tan
4

x
x

x
x

            
 

   

  8.  

  9. 
3 3

cos cos (2 ) cot cot (2 ) 1
2 2

x x x x
                 

 

  10. sin (n + 1)x sin (n + 2)x + cos (n + 1)x cos (n + 2)x = cos x

  11. 
3 3

cos cos 2 sin
4 4

x x x
           

     
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 12. sin2 6x – sin2 4x = sin 2x sin 10x 13. cos2 2x – cos2 6x = sin 4x sin 8x
 14.  sin2 x + 2 sin 4x + sin 6x = 4 cos2 x sin 4x
 15.  cot 4x (sin 5x + sin 3x) = cot x (sin 5x – sin 3x)

 16.  
cos cos

sin sin

sin

cos

9 5

17 3

2

10

x x

x x

x

x




   17.  

 18.    19.  

 20.   21.  

 
 22. cot x cot 2x – cot 2x cot 3x – cot 3x cot x = 1

 23.   24. cos 4x = 1 – 8sin2 x cos2 x

25. cos 6x = 32 cos6 x – 48cos4 x + 18 cos2 x – 1

3.5  ǒğकोणͧमतीय समीकरण (Trigonometric Equations)

एक चर राͧश मɅ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ वाले समीकरण को ǒğकोणͧमतीय समीकरण कहत ेहɇ। इस अनुÍछेद 
मɅ, हम एेसे समीकरणɉ के हल £ात करɅगे। हम पहले पढ़ चुके हɇ ͩ क sin x तथा cos x के मानɉ मɅ 2अतंराल 
के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है तथा ta  के मानɉ मɅ  अंतराल के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। ǒğकोणͧमतीय 
समीकरण के एेस ेहल जहा ँ 0 x होता है, मÉुय हल (principal solution) कहलात ेहɇ। पणूाɍक ‘n’ से 
यÈुत åयंजक जो ͩकसी ǒğकोणͧमतीय समीकरण के सभी हल åयÈत करता है, उस ेåयापक हल (general 

solution) कहते हɇ। हम पूणाɍकɉ के समुÍचय को ‘Z’ से Ĥदͧश[त करɅगे। 
Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण ǒğकोणͧमतीय समीकरणɉ को हल करन ेमɅ सहायक हɉगेः 

उदाहरण 18  समीकरण 3
sin

3 2
   का मुÉय हल £ात कȧिजए। 

हल   हम जानत ेहɇ ͩक 3
sin

3 2
  तथा 

2 3
sin sin π sin

3 3 3 2
     
   

इसͧलए, मÉुय हल
3

x   तथा 
2

3
 है।

उदाहरण 19  समीकरण   का मुÉय हल £ात कȧिजए।
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हल   हम जानत ेहɇ ͩक 
1

tan
6 3
 . इस Ĥकार, 

1
tan – = – tan = –

6 6 3

 
 
 

 

तथा 
1

tan 2 tan
6 6 3

      
 

 

इस Ĥकार 
5 11 1

tan tan
6 6 3

    

इसͧलए, मÉुय हल 
5

6
  तथा 11

6
  हɇ। 

अब, हम ǒğकोणͧमतीय समीकरणɉ का åयापक हल £ात करɅगे। हम देखते हɇ ͩक 
  si  = 0 तो = n, जहा ँn Z

  co  = 0 तो = (2n + 1
2

 , जहा ँn Z

अब हम Ǔनàन पǐरणाम ͧसɮध करɅगेः 

Ĥमेय 1 ͩकÛहȣ ंवाèतͪवक सÉंयाए ँx तथा y के ͧलए 

  sin x = sin y सेे x = n + (–1)n y, जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ        यǑद  sin x = sin y, तो
  sin x – sin y = 0  या   2cos   = 0

अथा[त ्  cos   = 0  या  sin   = 0

इसͧलए    = (2n + 1    या  = n, जहा ँn Z

अथा[त ्  x = (2n + 1)  – y  या x = 2n + y, जहा ँnZ

अतः   x = (2n + 1)+ (–1)2n + 1 y या x = 2n +(–1)2n y, जहा ँn Z

उपयु[Èत दोनɉ पǐरणामɉ को ͧमलाने पर, हम पाते हɇः x = n + (–1)n y, जहा ँn Z 

Ĥमेय 2 क ोई व ाèत ͪवक संÉय ाएँ  x तथा  y के  ͧलए ,  cos x = cos y से = 2n  y,

जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ    यǑद cos x = cos y, तो
  cos x – cos y = 0   अथा[त ्   –2 sin   sin   = 0
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इस Ĥकार  sin   = 0  या   sin   = 0

इसͧलए   = n  या   = n, जहा ँn Z

अथा[त ् x = 2n – y  या x = 2n + y, जहा ँn Z

अतः x = 2n  y, जहा ँn Z

Ĥमेय 3 ͧसɮध कȧिजए ͩक यǑद x तथा y का 
2

 ͪवषम गुणज नहȣ ंहै तो 

  tan x = tan y से x = n+ y, जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ  यǑद tan x = tan y,   तो   tan x – tan y = 0

या  

या   sin (x – y) = 0  (Èयɉ?)

इसͧलए   x – y = n अथा[त ् x = n + y, जहा ँn Z

उदाहरण 20   si  = –   का हल £ात कȧिजए।

हल  हम पात ेहɇ  si  = –   = 
4

sin sin sin
3 3 3

     
 

 

अतः sin x = 
4

sin
3

  

इसͧलए 
4

( 1)
3

nx n    , जहा ँn Z

 ǑटÜपणी   4

3
 , x का एक एेसा मान है िजसके संगत   है। x का कोई भी अÛय 

मान लेकर समीकरण हल ͩकया जा सकता है, िजसके ͧलए   हो, यह सभी 

ͪवͬधयɉ से ĤाÜत हल एक हȣ हɉगे यɮयͪप वे Ĥ×य¢तः ͪवͧभÛन Ǒदखाई पड़ सकते हɇ। 
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उदाहरण 21   को हल कȧिजए। 

हल    हम पात ेहɇ 
1

cos cos
2 3

x    

इसͧलए  2
3

x n  , जहा ँ n Z.

उदाहरण 22 tan 2 cot
3

x x
    
 

 को हल कȧिजए।

हल हम पात ेहɇ, tan 2 cot
3

x x
    
 

  = tan
2 3

x
   
 

 

या    

इसͧलए 
5

2
6

x n x    , जहा ँ nZ

या 5

6
x n  , जहा ँ nZ

उदाहरण 23  हल कȧिजए sin 2x – sin 4x + sin 6x = 0

हल समीकरण को ͧलख सकते हɇ,

  

या  

अथा[त ्  

इसͧलए  sin 4x = 0   या  

अथा[त ्   या cos 2 cos
3

x   

अतः 4x n  या 2 2
3

x n   , जहा ँ nZ

अथा[त ् 
4

n
x   या 

6
x n  , जहा ँ nZ
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उदाहरण 24 हल कȧिजए  2 cos2 x + 3 sin x = 0

हल समीकरण को इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ

  

या  

या        

अतः  sin x =     या   sin x = 2

परंत ु  sin x = 2 असभंव है (Èयɉ?)

इसͧलए   sin x =   = 
7

sin
6

 

अतः, हलः 
7

( 1)
6

nx n    है, जहा ँn Z

Ĥæनावलȣ 3.4

Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ का मÉुय तथा åयापक हल £ात कȧिजएः
 1.   2. sec x = 2

 3.   4. cosec x = – 2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक समीकरणɉ का åयापक हल £ात कȧिजएः
 5. cos 4 x = cos  6. cos 3x + co – cos 2x = 0

 7. sin 2x + co = 0 8. sec2 2x = 1– tan 2x

 9. sin x + sin 3x + sin 5x = 0  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 25 यǑद  sin x =  ,  cos y =   हैै, जहा ँx तथा  y दोनɉ ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत हɉ तो sin (x 

+ y) का मान £ात कȧिजए। 

हल  हम जानत ेहɇ ͩक 
  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y              ... (1)

अब  cos2 = 1 – sin2 x = 1 –   =  
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इसͧलए  cos x =  

Èयɉͩक x ɮͪवतीय चतथुाɍश मɅ िèथत है, अतः cos x ऋणा×मक है। 

अतः   cos x =  

अब  sin2y = 1 – cos2y = 1 –  

अथा[त ्  sin y =  

Èयɉͩक  y ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, sin y धना×मक है। इसͧलए  sin y =   है।  sin x, sin y, 

cos x तथा cos y का मान समीकरण (1) मɅ रखने पर, हम पाते हɇ, 

   =  

उदाहरण 26 ͧसɮध कȧिजएः  

हल  हम पात ेहɇ,
  बाया ँप¢ =   

  =  

  =   =  

  =  

 

  =   = दाया ँप¢
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उदाहरण 27 tan 
8

  का मान £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए 
8

x   हो तो 2
4

x 

अब   

या 
2

2tan
8tan

4 1 tan
8




 

मान लȣिजए  y = tan
8

   तो 1 =  

या           y2 + 2y – 1 = 0

इसͧलए  y =  

Èयɉͩक 
8

    Ĥथम चतुथाɍश मɅ िèथत है, y = tan 
8

    धना×मक है।  अतः

  
tan 2 1

8
 

 

उदाहरण 28 यǑद 3 3
tan = , < <

4 2
x x  , तो si  , co   तथा ta   के मान £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक 3

2
x    है  इसͧलए co  ऋणा×मक है।  

पनुः  3

2 2 4

x
   .

इसͧलए  sin   धना×मक होगा तथा cos   ऋणा×मक होगा। 

अब  sec2 x= 1 + tan2 x =  
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इसͧलए   cos2 x =    या cos x =     (Èयɉ?)

अब    = 1 –  cos x  =  

इसͧलए   sin2   =  

या  si   =     (Èयɉ?)

पनुः  2cos2   = 1+ co  

इसͧलए  cos2   =     या     cos   =      (Èयɉ?)

अतः  tan   =   = – 3

उदाहरण 29 ͧसɮध कȧिजएः  cos2 x+ cos 2 3
cos

3 3 2
x x

         
   

 

हल  हम पात ेहɇ, 

                 बाया ँप¢ =

2 2
1 cos 2 1 cos 2

1 cos 2 3 3
2 2 2

x x
x

              
 

  = 
1 2 2

3 cos 2 cos 2 cos 2
2 3 3

x x x
                

 

  = 
1 2

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
    

 

  = 
1

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
        
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  = 
1

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
    

 

  =   = दायाँ प¢

अÚयाय 3 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

ͧसɮध कȧिजएः

 1. 
9 3 5

2cos cos cos cos 0
13 13 13 13

    

 2. (sin 3x + sin x) sin x + (cos 3x – cos x) cos x = 0

 3. (cos x + cos y)2 + (sin x – sin y)2 = 4 cos2  

 4. (co – cos y)2 + (si – sin y)2 = 4 sin2   

 5. sin x + sin 3x + sin 5x + sin 7x = 4 cos x cos 2x sin 4x

 6. x
xxxx

xxxx
6tan

)3cos9(cos)5cos7(cos

)3sin9(sin)5sin7(sin





 

 7. sin 3x + sin 2x – sin x = 4sin x cos   cos  

Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक Ĥæन मɅ sin  , cos   तथा tan    £ात कȧिजएः

 8. ta  =   , x ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ है। 9. co  =  , ततृीय चतथुाɍश मɅ है।

 10. si  =  , ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ है।
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साराशं
 यǑद एक वƣृ, िजसकȧ ǒğÏया r, चाप कȧ लबंाई l तथा कɅ ġ पर अतंǐरत कोण  रेͫडयन हɇ, तो l 

= r 
 रेͫडयन माप =

180
  ͫडĒी माप

 ͫडĒी माप = 
180

  रेͫडयन माप

  cos2 x + sin2 x = 1   

  1 + tan2 x = sec2 x

  1 + cot2 x = cosec2 x

  cos (2n+ x) = cos x

  sin (2n + x) = sin x

 sin (– x) = – sin x

 cos (– x) = cos x

 cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y

 cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

   cos 
2

x ) = sin x

  sin 
2

x  ) = cos x

   sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y

 sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y

 cos +
2

x
 
 
 

 = – sin x  sin +
2

x
 
 
 

   = cos x

 cos (  – x) = – cos x  sin (  – x) = sin x

 cos (  + x)  = – cos x  sin (  + x) = – sin x

 cos (  – x) = cos x  sin  (  – x) = – sin x

 यǑद x, y और (x   y) मɅ से कोई कोण 
2

  का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ, तो

 tan (x + y) =   

 tan (x – y) =  
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 यǑद x, y और (x   y) मɅ से कोई कोण  का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ, तो

 cot (x + y) =  

 cot (x – y) =  

 cos 2x = cos2 x – sin2 x = 2cos2 x – 1 = 1 – 2 sin2 x  

 sin 2x = 2 si   cos x  

 tan 2x =    

  sin 3x = 3si   – 4sin   

 cos 3x = 4cos   – 3co  

  tan 3x =  

 (i) cos x + cos y = 2cos  

 (ii) cos x – cos y = – 2sin   

 (iii) sin x + sin y = 2 si  

 (iv) sin x – sin y = 2cos  

 (i) 2cos xcos y= cos + y) + cos – y)  

 (ii) – 2sin xsin y= cos (x + y) – cos (x – y)

 (iii) 2sin xcos y= sin (x + y) + sin (x – y)
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 (iv) 2 cos xsin y= sin (x + y) – sin (x – y)

 sin   = 0 हो तो x = n, जहा ँn Z

 cos x     = 0 हो तो x = (2n + 1)  , जहा ँn Z 

  sin x = sin y हो तो x = n + (– 1)n y, जहा ँn Z
 cos x = cos y, हो तो x = 2n  y, जहा ँn Z
 tan x = tan y हो तो x = n+ y, जहा ँn Z

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

एेसा ͪवæवास ͩकया जाता है ͩक ǒğकोणͧमती का अÚययन सव[Ĥथम भारत मɅ आरंभ हुआ था। 
आय[भɪट (476 ई.), ĦéमगÜुत (598 ई.) भाèकर Ĥथम (600 ई.) तथा भाèकर ɮͪवतीय (1114 ई.)ने 
Ĥमुख पǐरणामɉ को ĤाÜत ͩकया था। यह सपूंण[ £ान भारत से मÚयपवू[ और पुनः वहा ँसे यरूोप गया। 
यनूाǓनयɉ ने भी ǒğकोणͧमǓत का अÚययन आरंभ ͩकया परंतु उनकȧ काय[ ͪवͬध इतनी अनुपयÈुत थी, 
ͩक भारतीय ͪवͬध के £ात हो जाने पर यह संपणू[ ͪवæव ɮवारा अपनाई गई। 

भारत मɅ आधǓुनक ǒğकोणͧमतीय फलन जसै ेͩ कसी कोण कȧ Ïया (sine) और फलन के पǐरचय 
का पूव[ ͪववरण ͧसɮधांत (सèंकृत भाषा मɅ ͧलखा गया ÏयोǓतषीय काय[) मɅ Ǒदया गया है िजसका 
योगदान गͨणत के इǓतहास मɅ Ĥमखु है। 

भाèकर Ĥथम (600 ई.) ने  90स ेअͬधक, कोणɉ के sine के मान के लए सूğ Ǒदया था। 
सोलहवी ंशताÞदȣ का मलयालम भाषा मɅ काय[ युिÈत भाषा मɅ sin (A + B) के Ĥसार कȧ एक उपपͪƣ 
है। 18, 36, 54, 72, आǑद के sine तथा cosine के ͪ वशुɮध मान भाèकर ɮͪवतीय ɮवारा Ǒदए गए हɇ। 

sin–1 x, cos–1 x, आǑद को चाप sin x, चाप cos x, आǑद के èथान पर Ĥयोग करने का सुझाव 
ÏयोǓतषͪवद Sir John F.W. Hersehel (1813 ई.) ɮवारा Ǒदए गए थे। ऊँचाई और दरूȣ सबंंͬधत Ĥæनɉ के 
साथ Thales (600 ई. पूव[) का नाम अपǐरहाय Ǿप से जड़ुा हुआ है। उÛहɅ ͧमĮ के महान ͪपराͧमड कȧ 
ऊँचाई के मापन का Įेय ĤाÜत है। इसके ͧलए उÛहɉने एक £ात ऊँचाई के सहायक दंड तथा ͪपराͧमड 
कȧ परछाइयɉ को नापकर उनके अनपुातɉ कȧ तुलना का Ĥयोग ͩकया था। ये अनुपात हɇ 

    = tan (सूय[ का उÛनताशं)

Thales को समुġȣ जहाज़ कȧ दरूȣ कȧ गणना करन ेका भी Įेय Ǒदया जाता है। इसके ͧलए 
उÛहɉने समǾप ǒğभुजɉ के अनुपात का Ĥयोग ͩकया था। ऊँचाई और दरूȣ सबंधी Ĥæनɉ का हल समǾप 
ǒğभुजɉ कȧ सहायता से Ĥाचीन भारतीय कायɟ मɅ ͧमलते हɇ। 

——
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Analysis and natural philosopy owe their most important discoveries to 
this fruitful means, which is called induction. Newton was indebted 

to it for his theorem of the binomial and the principle of 
universal gravity. – LAPLACE

4.1  भूͧमका (Introduction)

गͨणतीय ͬचतंन का एक आधारभूत ͧसɮधांत ǓनगमǓनक तक[  है। 
तक[ शाèğ के अÚययन से उɮधतृ एक अनौपचाǐरक और ǓनगमǓनक तक[  
का उदाहरण तीन कथनɉ मɅ åयÈत तक[  हैः-

(a) सुकरात एक मनुçय है।
(b) सभी मनुçय मरणशील हɇ, इसͧलए,   
(c) सुकरात मरणशील है।
यǑद कथन (a) और (b) स×य हɇ, तो (c) कȧ स×यता èथाͪपत है। 

इस सरल उदाहरण को गͨणतीय बनाने के ͧलए हम ͧलख सकते हɇ।
 (i) आठ दो से भाÏय है।
 (ii) दो से भाÏय कोई सÉंया सम संÉया है, इसͧलए,
 (iii) आठ एक सम सÉंया है।

इस Ĥकार सं¢ेप मɅ Ǔनगमन एक ĤͩĐया है िजसमɅ एक कथन 
ͧसɮध करने को Ǒदया जाता है, िजस ेगͨणत मɅ Ĥायः एक अनुमाǓनत कथन (conjecture) अथवा Ĥमेय
कहते हɇ, तक[  सगंत Ǔनगमन के चरण ĤाÜत ͩकए जाते हɇ और एक उपपͪƣ èथाͪपत कȧ जा सकती है, 
अथवा नहȣं कȧ जा सकती है, अथा[त ्Ǔनगमन åयापक िèथǓत से ͪ वशेष िèथǓत ĤाÜत करने का अनुĤयोग है।

Ǔनगमन के ͪवपरȣत, आगमन तक[  Ĥ×येक िèथǓत के अÚययन पर आधाǐरत होता है तथा इसमɅ 
Ĥ×येक एव ंहर सभंव िèथǓत को Úयान मɅ रखते हुए घटनाओ ंके Ǔनरȣ¢ण ɮवारा एक अनुमाǓनत कथन 
ͪवकͧसत ͩकया जाता है। इसको गͨणत मɅ Ĥायः Ĥयोग ͩकया जाता है तथा व£ैाǓनक ͬचतंन, जहा ँआँक\
ड़ɉ का संĒह तथा ͪवशलेषण मानक होता है, का यह मुÉय आधार है। इस Ĥकार, सरल भाषा मɅ हम 
कह सकते हɇ ͩक आगमन शÞद  का अथ[ ͪवͧशçट िèथǓतयɉ या तØयɉ स ेåयापकȧकरण करने से है।

G. Peano 
(1858-1932 A.D.)

अÚयाय 

गͨणतीय आगमन का ͧसɮधांत
(Principle of Mathematical Induction)
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बीजगͨणत मɅ या गͨणत कȧ अÛय शाखाओं मɅ, कुछ एेसे पǐरणाम या कथन होते हɇ िजÛहɅ एक 
धन पूणाɍक n के पदɉ मɅ åयÈत ͩकया जाता है। एेसे कथनɉ को ͧसɮध करने के ͧलए ͪवͧशçट तकनीक 
पर आधाǐरत समुͬचत ͧसɮधांत है जो गͨणतीय आगमन का ͧसɮधांत (Principle of Mathematical In-

duction) कहलाता है।

4.2  Ĥेरणा (Motivation)

गͨणत मɅ, हम सàपूण[ आगमन का एक Ǿप िजसे गͨणतीय आगमन कहते हɇ, ĤयुÈत करते हɇ। गͨणतीय 
आगमन ͧसɮधांत के मूल को समझने के ͧलए, कãपना कȧिजए ͩक एक पतलȣ आयताकार टाइलɉ का 
समूह एक ͧसरे पर रखा है, जसेै आकृǓत 4.1 मɅ Ĥदͧश[त है।

आकृǓत 4.1

जब Ĥथम टाइल को ǓनǑद[çट Ǒदशा मɅ धÈका Ǒदया जाता है तो सभी टाइलɅ ͬगर जाएँगी। पूण[तः 
सुǓनिæचत होने के ͧलए ͩक सभी टाइलɅ ͬगर जाएँगी, इतना जानना पया[Üत है ͩक 

(a) Ĥथम टाइल ͬगरती है, और
(b) उस घटना मɅ जब कोई टाइल ͬगरती है, उसकȧ उƣरवƣȸ अǓनवाय[तः ͬगरती है।
यहȣ गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत का आधार है।
हम जानत ेहɇ ͩ क Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय N वाèतͪवक सÉंयाओ ंका ͪ वशेष Đͧमत उपसमुÍचय 

है। वाèतव मɅ, R का सबसे छोटा उपसमुÍचय N है, िजसमɅ Ǔनàनͧलͨखत गुण हɇः
एक समुÍचय S आगमǓनक समुÍचय (Inductive set) कहलाता है यǑद 1 S और  x + 1  S जब कभी 

x S. Èयɉͩक N, जो ͩक एक आगमǓनक समुÍचय है, R का सबसे छोटा उपसमुÍचय है, पǐरणामतः R 

के ͩकसी भी एेसे उपसमुÍचय मɅ जो आगमǓनक है, N अǓनवाय[ Ǿप से समाǑहत होता है। 

Ǻçटांत
मान लȣिजए ͩक हम Ĥाकृत सÉंयाओ ं1, 2, 3,...,n, के योग के ͧलए सूğ ĤाÜत करना चाहते हɇ अथा[त ्
एक सूğ जो ͩक n = 3  के ͧलए 1 + 2 + 3 का मान देता है, n = 4 के ͧलए 1 + 2 + 3 + 4 का मान देता है 
इ×याǑद। और मान लȣिजए ͩक हम ͩकसी Ĥकार से यह ͪवæवास करने के ͧलए Ĥेǐरत होते हɇ ͩक सूğ 1 

+ 2 + 3+...+ n = सहȣ है।
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 यह सूğ वाèतव मɅ कैसे ͧसɮध ͩकया जा सकता है? हम, Ǔनिæचत हȣ n के इÍछानसुार चाहे गए, 
धन पूणाɍक मानɉ के ͧलए कथन को स×याͪपत कर सकते हɇ, ͩकंतु इस ĤͩĐया का मान n के सभी 
मानɉ के ͧलए सूğ को ͧसɮध नहȣं कर सकती है। इसके ͧलए एक एेसी ͩĐया  शृंखला कȧ आवæयकता 
है, िजसका Ĥभाव इस Ĥकार का हो ͩक एक बार ͩकसी धन पूणाɍक के ͧलए सूğ के ͧसɮध हो जाने 
के बाद आगामी धन पूणाɍकɉ के ͧलए सूğ Ǔनरंतर अपने आप ͧसɮध हो जाता है। इस Ĥकार कȧ 
ͩĐया  शृंखला को गͨणतीय आगमन ͪवͬध ɮवारा उ×पÛन समझा जा सकता है। 

4.3  गͨणतीय आगमन का ͧसɮधांत (The Principle of Mathematical Induction) 

कãपना कȧिजए धन पूणाɍक P(n)  से संबɮध एक Ǒदया कथन इस Ĥकार है ͩक
 (i) n = 1, के ͧलए कथन स×य है अथा[त ्P(1) स×य है और 
 (ii) यǑद  n = k, एक Ĥाकृत संÉया, के ͧलए कथन स×य है तो n = k + 1, के ͧलए भी कथन 

स×य है अथा[त ्P(k) कȧ स×यता का ता×पय[ है P (k + 1) कȧ स×यता। 
अतः सभी Ĥाकृत सÉंया n के ͧलए P(n) स×य है।

गुण  (i) माğ तØय का कथन है। एेसी पǐरिèथǓतयाँ भी हो सकती हɇ जब n  4 के सभी मानɉ 
के ͧलए कथन स×य हो। इस िèथǓत मɅ, Ĥथम चरण n = 4 से Ĥारंभ होगा और हम पǐरणाम को 
n = 4  के ͧलए अथा[त ्P(4) स×याͪपत करɅगे।
गुण (ii) ĤǓतबंͬधत गुणधम[ है। यह Ǔनæचयपूव[क नहȣं कहता ͩक Ǒदया कथन n = k के ͧलए स×य है, परंतु 
केवल इतना कहता है ͩक यǑद यह n = k के ͧलए कथन स×य है, तो n =  k + 1 के ͧलए भी स×य है। इस 
Ĥकार गुणधम[ कȧ स×यता ͧसɮध करने के ͧलए केवल ĤǓतबंͬधत साÚय (conditional proposition) को 
ͧसɮध करते हɇः "यǑद n = k के ͧलए कथन स×य है तो यह n = k + 1 के ͧलए भी स×य है"। इसे कभी-कभी 
आगमन का चरण (Induction step) कहा जाता है। इस आगमन चरण मɅ ‘n = k के ͧलए कथन स×य है’ 
कȧ अͧभधारणा (assumption) आगमन पǐरकãपना (Induction hypothesis) कहलाती है।

उदाहरणाथ[ः गͨणत मɅ बहुधा एक सूğ खोजा जा सकता है जो ͩकसी पैटन[ के अनुǾप होता है, जैसे

    1 = 12   =1

    4 = 22 = 1 + 3

                         9 = 32 = 1 + 3 + 5 

    16 = 42 = 1 + 3 + 5 + 7, इ×याǑद।
Úयान दȣिजए ͩक Ĥथम दो ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग ɮͪवतीय Ĥाकृत संÉया का वग[ है, Ĥथम 
तीन ͪवषम Ĥाकृत संÉयाओं का योग ततृीय Ĥाकृत संÉया का वग[ है, इ×याǑद। अतः इस पटैन[ से Ĥतीत 
होता है ͩक

1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2n – 1) = n2 , अथा[त ्
Ĥथम n ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाओं का योग n  का वग[ है।
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मान लȣिजए ͩक 
P(n): 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2n – 1) = n2 

हम ͧसɮध करना चाहते हɇ ͩक P(n), n के सभी मानɉ के ͧलए स×य है। गͨणतीय आगमन के 
Ĥयोग वालȣ उपपͪƣ के Ĥथम चरण मɅ P(1) को स×य ͧसɮध करते हɇ। इस चरण को मलू चरण कहते 
हɇ। Ĥ×य¢तः

   1 = 12 अथा[त ्P(1) स×य है।
अगला चरण आगमन चरण (Induction step) कहलाता है। यहाँ हम कãपना करते हɇ ͩक P (k) स×य है 
जहाँ k ,एक Ĥाकृत सÉंया है और हमɅ  P (k + 1) कȧ स×यता ͧसɮध करने कȧ आवæयकता है Èयɉͩक P 

(k) स×य है, अतः
P (k) : 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2k – 1) = k2      ... (1)

P (k+1) पर ͪवचार कȧिजए
P (k + 1) : 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2k – 1) + {2(k +1) – 1}    ... (2)

 = k2 + (2k + 1)    [(1) के Ĥयोग से]
 = (k + 1)2

इसͧलए, P (k + 1) स×य है और अब आगमǓनक उपपͪƣ पूण[ हुई। 
अतः सभी Ĥाकृत सÉंयाओ ंn  के ͧलए P(n) स×य है।

उदाहरण 1 सभी n 1 के ͧलए, ͧसɮध कȧिजए

12 + 22 + 32 + 42 +…+ n2     = .

हल  मान लȣिजए ͩक Ǒदया कथन P(n) है, अथा[त ्

P(n) :  12 + 22 + 32 + 42 +…+ n2     = 

n = 1 के ͧलए,  P(1): 1 = =   जोͩक स×य है।

ͩकसी धन पूूणाɍक k के ͧलए कãपना कȧिजए ͩक P(k) स×य है, अथा[त ्

12 + 22 + 32 + 42 +…+ k2     =     ...(1)

अब हम ͧसɮध करɅगे ͩक  P(k + 1) भी स×य है,

  (12  +22  +32  +42  +…+k2  ) + (k + 1) 2  

   =   [(1) के Ĥयोग से]
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              =

              = 

             =  

इस Ĥकार, P(k + 1) स×य है जब कभी P (k) स×य है।

अतः गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत से सभी Ĥाकृत संÉयाओ ंN के ͧलए कथन  P(n) स×य है।  

उदहारण 2 सभी धन पूणाɍक n के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक 2n > n.

हल मान लȣिजए ͩक P(n):  2n > n 

जब   n=1, 21>1. अतः P(1) स×य है।
कãपना कȧिजए ͩक ͩकसी धन पूणाɍक k के ͧलए P(k) स×य है अथा[त ्
   P(k) : 2k  > k      ... (1)

अब हम ͧसɮध करɅगे ͩक P(k +1) स×य है जब कभी P(k) स×य है।
(1) के दोनɉ प¢ɉ मɅ 2 का गुणा करने पर हम
   2. 2k

 
> 2k  ĤाÜत करते हɇ। 

अथा[त ्  2 k + 1 > 2k = k + k > k + 1

इसͧलए, P(k + 1) स×य है जब कभी P(k) स×य है। अतः गͨणतीय आगमन ɮवारा, Ĥ×येक धन पूणा[क n 

के ͧलए P(n) स×य है। 

उदाहरण 3 सभी पूणाɍक n  1 के ͧलए, ͧसɮध कȧिजएः 

   .

हल मान लȣिजए ͩक Ǒदया कथन P(n) है तथा हम 

  P(n):  ͧलखते हɇ 

इस Ĥकार  P(1): , जोͩक स×य है। अतः P(n), n = 1 के ͧलए स×य है।

कãपना कȧिजए ͩक पूणाɍक k के ͧलए P(k) स×य है
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अथा[त ्     ... (1)

हमɅ P(k + 1) को स×य ͧसɮध करना है जब P(k) स×य है। इस हेतु Ǔनàनͧलͨखत पर ͪवचार कȧिजए। 

   

   =     
 

    =    [(1) के Ĥयोग से]

  =  =  =  =   

इस Ĥकार कथन P(k + 1) स×य है जब कभी P(k) स×य है। अतः गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत ɮवारा सभी 

पूणाɍकɉ n  1 के ͧलए P(n) स×य है।

उदाहरण 4  Ĥ×येक धन पूणाɍक n के ͧलए, ͧसɮध कȧिजए ͩक 7n – 3n, 4 से ͪवभािजत होता है।

हल  मान लȣिजए Ǒदया कथन P(n) है अथा[त ्

P(n) :  7n – 3n, 4 से ͪवभािजत है।

हम पाते हɇ

P(1):  71 – 31 = 4 जो ͩक 4 से ͪवभािजत होता है। इस Ĥकार P(n), n = 1 के ͧलए स×य है। 

कãपना कȧिजए ͩक एक धन पूणाɍक k के ͧलए P(k) स×य है,

अथा[त, P(k) : 7k – 3k, 4 से ͪवभािजत होता है।

अतः हम ͧलख सकते हɇ  7k – 3k = 4d, जहाँ  d  N.

अब, हम ͧसɮध करना चाहत ेहɇ ͩक P(k + 1) स×य है, जब कभी P(k ) स×य है।

अब  7(k+1)– 3(k + 1) = 7(k + 1) – 7.3k + 7.3k – 3(k  + 1)       

  = 7(7k – 3k) + (7 – 3)3k 

  = 7(4d) + (7 – 3)3k                   

  = 7(4d) + 4.3k  = 4(7d + 3k)                           
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अंǓतम पंिÈत से हम देखत ेहɇ ͩक 7(k  + 1)  – 3(k + 1), 4 से ͪवभािजत होता है। इस Ĥकार, P(k + 1) स×य है 
जब कभी  P(k) स×य है।  इसͧलए, गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत से Ĥ×येक धन पूणाɍक n के ͧलए कथन 
P(n) स×य है।  

उदाहरण 5 सभी Ĥाकृत सÉंयाओ ंn के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक (1 + x)n  (1 + nx), जहाँ x > – 1.

हल मान लȣिजए ͩक Ǒदया कथन P(n) है 

अथा[त ्   P(n): (1 + x)n (1 + nx),  x > – 1 के ͧलए 
जब   n = 1, P(n) स×य है Èयɉͩक ( 1+x)  (1 + x) जो x > –1 के ͧलए स×य है 

कãपना कȧिजए ͩक
   P(k): (1 + x)k   (1 + kx), x > – 1 स×य है।   ... (1)

अब हम ͧसɮध करना चाहते हɇ ͩक P(k + 1) स×य हɇ, x > –1 के ͧलए, जब कभी P(k) स×य है।   

          ... (2) 

सव[सͧमका  (1 + x)k + 1 = (1 + x)k (1 + x) पर ͪवचार कȧिजए।
Ǒदया है ͩक   x > –1, इस Ĥकार (1+x) > 0. 

इसͧलए  (1 + x)k  (1 + kx), का Ĥयोग कर हम पाते हɇ,
         (1 + x) k + 1  (1 + kx)(1 + x)

अथा[त ्  (1 + x)k + 1   (1 + x + kx + kx2).                                       ... (3)    

यहा ँk एक Ĥाकृत संÉया है और x2  0 इस Ĥकार kx2  0. इसͧलए,
   (1 + x + kx + kx2)  (1 + x + kx),

और इस Ĥकार, हम ĤाÜत करते हɇ
        (1 + x)k + 1    (1 + x + kx)

अथा[त ्  (1 + x)k + 1     [1 + (1 + k)x]

इस Ĥकार, कथन (2) ͧसɮध होता है। अतः गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत से सभी Ĥाकृत सÉंयाओं n के 
ͧलए P(n) स×य है। 

उदाहरण 6 ͧसɮध कȧिजए ͩक सभी n  N के ͧलए 2.7n + 3.5n – 5, 24 से भाÏय है। 

हल मान लȣिजए ͩक कथन P(n) इस Ĥकार पǐरभͪषत है ͩक 
   P(n) : 2.7n + 3.5n – 5, 24 से भाÏय है 

जब n = 1 के ͧलए P(n) स×य है। हम पात ेहɇ 

   2.7 + 3.5 – 5 = 24 जो ͩक 24 से भाÏय है।

कãपना कȧिजए ͩक P(k) स×य है।
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अथा[त ्  2.7k + 3.5k – 5 = 24q, जबͩक q N    ... (1)

अब हम ͧसɮध करना चाहते हɇ ͩक P(k + 1) स×य है। जब कभी P(k) स×य है।
हम पाते हɇ,
  2.7k+1 + 3.5k+1 – 5 = 2.7k . 71 + 3.5k . 51 – 5

  = 7 [2.7k + 3.5k – 5 – 3.5k + 5] + 3.5k . 5 – 5

  = 7 [24q – 3.5k + 5] + 15.5k –5

  = 7 × 24q – 21.5k + 35 + 15.5k – 5

  = 7 × 24q – 6.5k + 30

  = 7 × 24q – 6 (5k – 5) 

  = 7 × 24q – 6 (4p) [(5k – 5), 4 का गुणज है (Èयɉ?), p  N 
  = 7 × 24q – 24p   

  = 24 (7q – p)

  = 24 × r, r = 7q – p, कोई Ĥाकृत सÉंया है।  ... (2)

åयंजक (1) का दायाँ प¢ 24 से भाÏय है।
इस Ĥकार, P(k + 1) स×य है, जब कभी P(k) स×य है। अतः गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत से, सभी 
n  N के ͧलए P(n) स×य है। 

उदाहरण 7 ͧसɮध कȧिजए ͩकः

  12 + 22 + ... + n2  > , n  N

हल मान लȣिजए ͩक Ǒदया कथन P(n) है,

अथा[त ्, P(n) : 12 + 22 + ... + n2  > ,  n  N

हम Úयान देते हɇ ͩक n = 1 के ͧलए,  P(n) स×य है Èयɉͩक P(1) : 
कãपना कȧिजए ͩक  P(k) स×य है,

अथा[त ्, P(k) : 12 + 22 + ... + k2  >       ... (1)

अब हम ͧसɮध करɅगे ͩक P(k + 1) स×य है जब कभी P(k) स×य है।

हम पाते हɇ, 12 + 22 + 32 + ... + k2 + (k + 1)2  

 =  [(1)के Ĥयोग से]
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 =  [k3 + 3k2 + 6k + 3]

 =  [(k + 1)3 + 3k + 2] >  (k + 1)3

इस Ĥकार, P(k + 1) स×य हुआ जब कभी P(k) स×य है। अतः गͨणतीय आगमन ɮवारा n  N के ͧलए 
P(n) स×य है।

उदाहरण 8 Ĥ×येक Ĥाकृत सÉंया n के ͧलए गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत ɮवारा घातांकɉ का Ǔनयम
(ab)n = anbn ͧसɮध कȧिजए।

हल  मान लȣिजए Ǒदया कथन P(n) है। 
अथा[त ्P(n) : (ab)n = anbn. 

  हम Úयान देते हɇ ͩक n = 1 के ͧलए P(n) स×य है, चूँͩक (ab)1 = a1b1.

कãपना कȧिजए P(k) स×य है 
अथा[त ्  (ab)k = akbk      ... (1)

हम ͧसɮध करɅगे ͩक P(k + 1) स×य है जब ͩक P(k) स×य है। 
अब, हम पाते हɇ,
 (ab)k + 1  = (ab)k (ab)

   = (ak bk) (ab)     [(1) से]

   = (ak . a1) (bk . b1)

   = ak+1 . bk+1

इसͧलए, P(k + 1) स×य है जब कभी P(k) स×य है। अतः गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत ɮवारा Ĥ×येक Ĥाकृत 
सÉंया n के ͧलए P(n) स×य है।   

Ĥæनावलȣ 4.1

सभी n N के ͧलए गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत के Ĥयोग ɮवारा ͧसɮध कȧिजए ͩकः 

 1. 1 + 3 + 32 + ... + 3n – 1 = .

 2. 13 + 23 + 33 + … +n3 = .

 3. .
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 4. 1.2.3 + 2.3.4 +…+ n(n+1) (n+2) = 

 5. 1.3 + 2.32 + 3.33 +…+ n.3n = 

 6. 1.2 + 2.3 + 3.4 +…+ n (n+1) = 

 7. 1.3 + 3.5 + 5.7 +…+ (2n–1) (2n+1) = 

 8. 1.2 + 2.22 + 3.22 + ...+n.2n = (n–1) 2n + 1 + 2

 9. 

 10. 

 11. 

 12. a + ar + ar2 +…+ arn-1 = 

 13. 

 14. 

 15. 12 + 32  + 52  + …+ (2n–1)2  = 

 16. 

 17. 
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 18. 1 + 2 + 3 +…+ n < (2n + 1)2

 19. n (n + 1) (n + 5), संÉया 3 का एक गुणज है।
 20. 102n – 1 + 1 सÉंया 11 से भाÏय है।
 21. x2n – y2n, ( x + y ) से भाÏय है।
 22. 32n+2 – 8n – 9, सÉंया 8 से भाÏय है।
 23. 41n – 14n, संÉया 27 का एक गुणज है। 
 24. (2n + 7) < (n + 3)2       

सारांश
 गͨणतीय ͬ चतंन का एक मूल आधार Ǔनगमना×मक ͪ ववेचन है। Ǔनगमन के ͪ वपरȣत, आगमǓनक 

ͪववेचन, ͧभÛन दशाओं के अÚययन ɮवारा एक अनुमाǓनत कथन ͪवकͧसत करने पर Ǔनभ[र 
करता है, जबतक ͩक हर एक दशा का Ĥे¢ण न कर ͧलया गया हो।

 गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत एक एेसा साधन है िजसका Ĥयोग ͪवͪवध Ĥकार के गͨणतीय 
कथनɉ को ͧसɮध करने के ͧलए ͩकया जा सकता है। धन पूणाɍकɉ से सबंंͬधत इस Ĥकार के 
Ĥ×येक कथन को P(n) मान लेते हɇ, िजसकȧ स×यता n = 1 के ͧलए जाँची जाती है। इसके बाद 
ͩकसी धन पूणाɍक k, के ͧलए P(k) कȧ स×यता को मान कर P (k+1) कȧ स×यता ͧसɮध करते 
हɇ।

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम
अÛय संकãपनाओं और ͪवͬधयɉ के ͪवपरȣत गͨणतीय आगमन ɮवारा उपपͪƣ ͩकसी åयिÈत 
ͪवशेष ɮवारा ͩकसी Ǔनिæचत काल मɅ ͩकया गया आͪवçकार नहȣं है। यह कहा जाता है ͩक 
गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत Phythagoreans को £ात था। गͨणतीय आगमन ͧसɮधांत के Ĥारंभ 
करने का Įेय ĥांसीसी गͨणत£ Blaise Pascal को Ǒदया जाता है। आगमन शÞद  का Ĥयोग 
अंĒे\ज़ गͨणत£ John Wallis ने ͩकया था। बाद मɅ इस ͧसɮधांत का Ĥयोग ɮͪवपद Ĥमेय कȧ 
उपपͪƣ ĤाÜत करने मɅ ͩकया गया। De Morgan ने गͨणत के ¢ेğ मɅ ͪवͧभÛन ͪवषयɉ पर बहुत 
योगदान ͩकया है। वह पहले åयिÈत थे, िजÛहɉने इसे पǐरभाͪषत ͩकया है और गͨणतीय आगमन 
नाम Ǒदया है तथा गͨणतीय Įेͨणयɉ के अͧभसरण £ात करने के ͧलए De Morgan का Ǔनयम 
ͪवकͧसत ͩकया।

G. Peano ने èपçटतया åयÈत अͧभधारणाओं के Ĥयोग ɮवारा Ĥाकृत सÉंयाओ ंके गुणɉ 
कȧ åयु×पͪƣ करने का उƣरदाǓय×व ͧलया, िजÛहɅ अब ͪपयानɉ के अͧभगहृȣत कहते हɇ। ͪपयानɉ के 
अͧभगहृȣत मɅ स ेएक का पुनक[ थन गͨणतीय आगमन का ͧसɮधांत है।  



Mathematics is the Queen of Sciences and Arithmetic is the Queen of Mathematics. – GAUSS

5.1  भूͧमका (Introduction)

ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ हमने एक और दो चर कȧ एक घातीय समीकरणɉ का तथा एक चर कȧ ɮͪवघातीय 

समीकरणɉ का अÚययन ͩकया है। हमने देखा है ͩक समीकरण x2 + 1 = 

0 का कोई वाèतͪवक हल नहȣं है Èयɉͩक x2 + 1 = 0 से हमɅ x2 = – 1 ĤाÜत 

होता है और  Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया का वग[ Įेणेतर होता है इसͧलए  

वाèतͪवक संÉया Ĥणालȣ को बहृद Ĥणालȣ के Ǿप मɅ बढ़ाने कȧ आवæयकता 

है िजससे ͩ क हम समीकरण x2 = – 1 का हल ĤाÜत कर सकɅ । वाèतव मɅ, 

मुÉय उɮदेæय समीकरण ax2 + bx + c = 0 का हल ĤाÜत करना है, जहाँ 

D = b2 –  4ac < 0 है, जोͩक वाèतͪवक सÉंयाओं कȧ Ĥणालȣ मɅ सभंव नहȣ ंहै।

5.2  सिàमĮ सÉंयाएँ  (Complex Numbers)

हम कãपना करɅ ͩ क संकेतन i से ǓनǾͪपत है। तब हमɅ 

ĤाÜत होता है। इसका ता×पय[ है ͩ क i, समीकरण x2 + 1 = 0 का एक हल है।

a + ib के ĤाǾप कȧ एक संÉया जहाँ a और b वाèतͪवक संÉयाएँ हɇ, एक सिàमĮ सÉंया पǐरभाͪषत 

करती है। उदाहरण के ͧलए, 2 + i3,  (– 1) + ,  सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ।

सिàमĮ संÉया z = a + ib के ͧलए, a वाèतͪवक भाग कहलाता है तथा Rez ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया 

जाता है और b काãपǓनक भाग कहलाता है तथा Imz ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। उदाहरण के ͧलए, 

यǑद z = 2 + i5, तब Rez = 2 और Imz = 5 दो सिàमĮ सÉंयाएँ z
1
 = a + ib तथा  z

2
 = c + id समान हɉगी 

यǑद a = c और b = d.

W. R. Hamilton
 (1805-1865 A.D.)

अÚयाय 

सिàमĮ संÉयाएँ और ɮͪवघातीय समीकरण
(Complex Numbers and Quadratic Equations)
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उदाहरण 1 यǑद 4x + i(3x – y) = 3 + i (– 6), जहाँ x और y वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ, तब x और y £ात कȧिजए। 

हल  हमɅ Ǒदया है
   4x + i (3x – y) = 3 + i (– 6)    ... (i)

दोनɉ ओर के वाèतͪवक तथा काãपǓनक भागɉ को समान लेते हुए, हमɅ ĤाÜत होता है,
   4x = 3, 3x – y = – 6,

िजÛहɅ युगपत ्हल करन ेपर,  और 

5.3  सिàमĮ सÉंयाओं का बीजगͨणत (Algebra of Complex Numbers)

इस भाग मɅ, हम सिàमĮ सÉंयाओ ंके बीजगͨणत का ͪवकास करɅगे।

5.3.1 दो सिàमĮ, संÉयाओ ंका योग (Addition of two complex numbers)

यǑद z
1
 = a + ib और z

2
 = c + id कोई दो सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ। तब z

1
 + z

2
 के योग को Ǔनàनͧलͨखत Ǿप 

से पǐरभाͪषत ͩकया जाता हैः

z
1
 + z

2
 = (a + c) + i (b + d), जो ͩक पुनः एक सिàमĮ सÉंया है।

उदाहरण के ͧलए, (2 + i3) + (– 6 +i5) = (2 – 6) + i (3 + 5) = – 4 + i 8

सिàमĮ सÉंयाओ ंके योग Ǔनàनͧलͨखत Ĥगुणɉ को सतुंçट करते हɇ। 

 (i) संवरक Ǔनयम  दो सिàमĮ सÉंयाओ ंका योगफल एक सिàमĮ सÉंया होती है, अथा[त सारȣ 

सिàमĮ सÉयाओ ंz
1
 तथा z

2
 के ͧलए, z

1
 + z

2
 एक सिàमĮ सÉंया है।

 (ii) Đम ͪवǓनमय Ǔनयम ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 तथा z

2
 के ͧलए z

1
 + z

2
 = z

2
 + z

1 

 (iii) साहचय[ Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
, z

2
 तथा z

3
 के ͧलए 

   (z
1
 + z

2
) + z

3
 = z

1
 + (z

2
 + z

3
). 

 (iv)  योगा×मक त×समक का अिèत×व सिàमĮ सÉंया 0 + i 0 (0 के ɮवारा दशा[या जाता है), 

योगा×मक त×समक अथवा शूÛय सिàमĮ संÉया कहलाता है िजसस ेͩक Ĥ×येक सिàमĮ 

सÉंया z, z + 0 = z.

 (v) योगा×मक ĤǓतलोम का अिèत×व  Ĥ×येक सिàमĮ संÉया z = a + ib, के ͧलए हमɅ 

सिàमĮ संÉया – a + i(– b) (– z के ɮवारा दशा[या जाता है) ĤाÜत होती है, जोͩक 

योगा×मक ĤǓतलोम अथवा z का ऋण कहलाता है। हम Ĥेͯ¢त करते हɇ ͩक z + (–z) = 0 

(योगा×मक त×समक)।
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5.3.2 दो सिàमĮ संÉयाओं का अतंर (Difference of two complex numbers) ͩकÛहȣं दȣ गई सिàमĮ 

सÉंयाओ ंz
1 
और z

2
 का अतंर z

1
 – z

2
 Ǔनàन Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया जाता हैः

 z
1
 – z

2
 = z

1
 + (–z

2
) उदाहरणाथ[ (6 + 3i) – (2 – i) = (6 + 3 i) + (–2 + i) और 

(2 – i) + (– 6 – 3 i) = – 4 – 4 i

5.3.3 सिàमĮ संÉयाओं का गुणन (Multiplication of two complex numbers) मान लȣिजए z
1
 = a + 

ib तथा z
2
 = c + id कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ हɇ। तब गुणनफल z

1
.z

2
 Ǔनàनͧलͨखत Ǿप से पǐरभाͪषत 

ͩकया जाता हैः

z
1
 z

2
 = (ac –  bd) + i(ad + bc)

उदाहरण के ͧलए, (3 + i5) (2 + i6) = (3 × 2 – 5 × 6) + i(3 × 6 + 5 × 2) = – 24 + i28

सिàमĮ सÉंयाओ ंके गुणन कȧ संͩ Đया मɅ Ǔनàनͧलͨखत Ĥगुण होत ेहɇः

 (i)  संवरक Ǔनयम दो सिàमĮ संÉयाओं का गुणनफल, एक सिàमĮ संÉया होती है, सारȣ 

सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
 तथा z

2
 के ͧलए, गुणनफल z

1
, z

2
 एक सिàमĮ सÉंया होती है। 

 (ii)  Đम ͪवǓनमय Ǔनयम ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 तथा z

2
 के ͧलए, z

1
 z

2
 = z

2
 z

1

 (iii)  साहचय[ Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
, z

2
 तथा z

3
 के ͧलए (z

1
 z

2
) z

3
 = z

1
 (z

2
 z

3
)

 (iv)  गुणा×मक त×समक का आिèत×व सिàमĮ सÉंया 1 + i 0 (1 के ɮवारा दशा[या जाता है),  

गुणा×मक त×समक अथवा एकल सिàमĮ संÉया कहलाता है िजससे ͩक Ĥ×येक सिàमĮ 

सÉंया z के ͧलए z.1 = z 

 (v)  गुणा×मक ĤǓतलोम का अिèत×व Ĥ×येक शूÛयेƣर सिàमĮ संÉया z = a + ib 

(a  0, b  0) के ͧलए, हमɅ सिàमĮ संÉया  ( अथवा 

z–1 के ɮवारा दशा[या जाता है) ĤाÜत होती है, z कȧ गुणा×मक ĤǓतलोम कहलाती है िजससे 

ͩक   (गुणा×मक त×समक)

 (vi)  बंटन Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओं z
1
, z

2
, z

3
 के ͧलए

  (a)  z
1
 (z

2
 + z

3
) = z

1
 z

2
 + z

1
 z

3

  (b)  (z
1
 + z

2
) z

3
 = z

1
 z

3
 + z

2
 z

3

5.3.4 दो सिàमĮ सÉंयाओं का भागफल (Division of two complex numbers)

ͩकÛहȣं दो दȣ हुई सिàमĮ संÉयाओं  z
1 
तथा z

2
 के ͧलए, जहाँ z

2
  0, भागफल  Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार 
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से पǐरभाͪषत ͩकया जाता है  

उदाहरण के ͧलए, मान ͧलया z
1
 = 6 + 3i और z

2
 = 2 – i

तब  =  

  = 

  = 

5.3.5 i कȧ घात (Power of i ) हमɅ £ात हɇ ः

,    

,                 इ×याǑद,

इसी Ĥकार हम और भी ĤाÜत करते हɇः  

     

सामाÛय Ǿप से, ͩकसी पूणाɍक k के ͧलए, i4k = 1, i4k + 1 = i, i4k + 2 = –1, i4k + 3 = – i 

5.3.6 एक ऋण वाèतͪवक सÉंया के वग[मूल (The square roots of  a negative real number)

£ात हैः   i2 = –1 और ( – i)2 = i2 = – 1. इसͧलए – 1 के वग[मूल i और – i हɇ।

यɮयͪप ͬचéन  ,  का अथ[ हमारे ͧलए केवल i होगा। 

अब हम देख सकते हɇ ͩक i और –i दोनɉ समीकरण x2 + 1 = 0 अथवा x2 = –1 के हल हɇ।

इसी Ĥकार,   i2 = 3 (– 1) = – 3
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 और   =  i2 = – 3

इसͧलए   – 3 के वग[मूल  और हɇ।

ͩफर से केवल  को दशा[ने के ͧलए हȣ Ĥतीक  का Ĥयोग ͩकया जाता है, अथा[त ्

 = .

सामाÛयतया यǑद a एक धना×मक वाèतͪवक सÉंया है, तब  =  = ,

हम जानते हɇ ͩ क सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंa और b के ͧ लए a b ab   यह पǐरणाम 

तब भी स×य होगा, जब a > 0, b < 0 या a < 0, b > 0.

Èया होगा ? यǑद a < 0, b < 0, हम इसकȧ जाँच करते हɇ

नोट कȧिजए ͩक i2 = 1 1   = ( )( 1) 1   = 1   = 1 जोͩक इस बात का ͪवरोधाभास है ͩक i2 = –1

इसͧलए, a b ab   यǑद a और b दोनɉ ऋण वाèतͪवक संÉयाएँ हɇ।

आगे यǑद a और b दोनɉ मɅ से कोई भी शूÛय है, तब èपçट Ǿप स े a b ab    = 0

5.3.7 त×समक (Identities) हम Ǔनàनͧलͨखत त×समक को ͧसɮध करते हɇः 

ͩकÛहȣं सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 और z

2
 के ͧलए 

( z
1
 + z

2 
)2 =  z

1
2 + z

2
2 + 2z

1
z

2

उपपͪƣ  हमɅ ĤाÜत होता है, ( z
1
 + z

2 
)2 = ( z

1
 + z

2 
) ( z

1
 + z

2 
) 

 =  (z
1
 + z

2
) z

1
+ (z

1
 + z

2
) z

2
  (बंटन Ǔनयम)

 =   (बंटन Ǔनयम)

 =   (गुणन का Đम ͪवǓनमय Ǔनयम)

 =   

इसी भाँǓत हम Ǔनàनͧलͨखत त×समकɉ को ͧसɮध कर सकते हɇः

 (i)    

 (ii)  

 (iii)  

 (iv)  

वाèतव मɅ बहुत से दसूरे त×समकɉ को जोͩक सभी वाèतͪवक संÉयाओ ंके ͧलए स×य हɇ, सभी 

सिàमĮ सÉंयाओ ंकȧ स×यता के ͧलए ͧसɮध ͩकया जा सकता है।
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उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅः

  (i)   (ii)   

हल  (i)   =   =   =  =   

  (ii)   =    =   

उदाहरण 3 (5 – 3i)3 को a + bi के Ǿप मɅ åयÈत करɅः
हल  हमɅ ĤाÜत है, (5 – 3i)3  = 53 – 3  52  (3i) + 3  5 (3i)2 – (3i)3

 = 125 –  225i –  135 + 27i  = – 10 –  198i

उदाहरण 4   को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅ। 

हल  हमɅ ĤाÜत है    =  

        =   =  

5.4  सिàमĮ संÉया का मापांक और संयुÊमी  (The Modulus and the Conjugate of a Complex Number) 

मान लȣिजए z = a + ib एक सिàमĮ संÉया है। तब z का मापांक, जो | z | ɮवारा दशा[या जाता है, को 

ऋणेƣर वाèतͪवक संÉया a b2 2   ɮवारा पǐरभाͪषत ͩकया जाता है अथा[त ्| z | = a b2 2   और z 

का सयंुÊमी, जो z   ɮवारा दशा[या जाता है, सिàमĮ सÉंया a – ib होता है, अथा[त ्   = a – ib 

उदाहरण के ͧलए,  ,  ,

और  ,  ,   = 3i – 5

हम Ĥेͯ¢त करत ेहɇ ͩक ऋणेƣर सिàमĮ सÉंया z = a + ib का गुणा×मक ĤǓतलोम 

   z–1 =   =   =   =  , होता है

अथा[त ्  z  

अĒतः ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1 
एवं z

2 
के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत Ǔनçकषɟ को सुगमता से åयु×पÛन 

ͩकया जा सकता हैः
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  (i)     (ii)  , यǑद   

  (iii)    (iv)   

  (v)   यǑद  z
2
  0.

उदाहरण 5 2 – 3i का गुणा×मक ĤǓतलोम £ात कȧिजए।

हल मान ͧलया z = 2 – 3i

तब   = 2 + 3i और  

इसͧलए, 2 – 3i का गुणा×मक ĤǓतलोम 

  z–1  ĤाÜत होता है। 

ऊपर Ǒदया गया सारा हल Ǔनàनͧलͨखत ढंग से भी Ǒदखाया जा सकता हैः

  z–1 =   =  

उदाहरण 6 Ǔनàनͧलͨखत को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅ।

  (i)   (ii) i–35

हल  (i)   =  =  

   =   =  

 (ii)   =  
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Ĥæनावलȣ 5.1

Ĥæन 1 स े10 तक कȧ सिàमĮ सÉंयाओ ंमɅ Ĥ×येक को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत कȧिजए।

 1.    2.    3.  

 4. 3(7 + i7) + i (7 + i7)  5. (1 – i) – ( –1 + i6) 

 6.    7.  

 8. (1 – i)4  9.    10.  

Ĥæन 11 से 13 कȧ सिàमĮ सÉंयाओ ंमɅ Ĥ×येक का गुणा×मक ĤǓतलोम £ात कȧिजए।

11.   4 –  3i 12.   13. – i

14.  Ǔनàनͧलͨखत åयंजक को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत कȧिजएः  

5.5 आगɍड तल और Ģवुीय ǓनǾपण (Argand Plane and Polar Representation)

जैसा ͩक हम पहले से हȣ जानते हɇ ͩक वाèतͪवक सÉंयाओं (x, y) के Ĥ×येक Đͧमत युÊम के सगंत, हमɅ 
X Y तल मɅ दो पारèपǐरक लबं रेखाओं के संदभ[ मɅ िजÛहɅ x– अ¢ y – अ¢ ɮवारा जाना जाता है, एक 
अɮͪवतीय ǒबदं ु ĤाÜत होता है। अथा[त ् सिàमĮ 
सÉंया x + iy का जो Đͧमत युÊम (x,y) के संगत 
है, तल मɅ एक अɮͪवतीय ǒबदं ु(x, y) के Ǿप मɅ 
Ïयाͧमतीय ǓनǾपण ͩकया जा सकता है। यह कथन 
ͪवलोमतः स×य है।  

कुछ सिàमĮ संÉयाओं जैसे 2 + 4i,

 –2 + 3i, 0 + 1i, 2 + 0i, –5 –2i और 1–2i 

को जोͩक Đͧमत युÊमɉ (2, 4), (–2,3), (0,1), 

(2,0), (–5,–2) और (1, –2) के  संगत हɇ , 
आकृǓत 5.1 मɅ ǒबदंओु ंA, B, C, D, E और F ɮवारा 
Ïयाͧमतीय ǓनǾपण ͩकया गया है।

आकृǓत 5.1
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तल, िजसमɅ Ĥ×येक ǒबदं ुको एक सिàमĮ 

सÉंया ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया गया है, सिàमĮ 

तल या आगɍड तल कहलाता है।

आगɍड तल मɅ सिàमĮ सÉंया (x + iy) का 

मापांक ǒबदंु P(x,y) से मूल ǒबदंु O(0,0) 

के बीच कȧ दूरȣ ɮवारा ĤाÜत होता है 

(आकृǓत 5.2)।

x–अ¢ पर ǒबदंु, सिàमĮ संÉयाओ ं

a + i0 Ǿप के सगंत होत ेहɇ और y–अ¢ पर ǒबदं,ु 

सिàमĮ संÉयाओ ं0 + ib Ǿप के संगत होते 

हɇ। आगɍड तल मɅ  x–अ¢ और y–अ¢ Đमशः 

वाèतͪवक अ¢ और काãपǓनक अ¢ कहलात ेहɇ।

आगɍड तल मɅ सिàमĮ संÉया z = x + iy और इसकȧ संयुÊमी z   = x – iy को ǒबदंओु ंP(x, y) और 

Q(x, –y) के ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया गया है। Ïयाͧमतीय भाषा स,े ǒबदं ु(x, –y) वाèतͪवक अ¢ के सापे¢ 

ǒबदं ु(x, y) का दप[ण ĤǓतǒबबं कहलाता है (आकृǓत 5.3)। 

आकृǓत 5.2

आकृǓत 5.3

5.5.1 एक सिàमĮ संÉया का Ģुवीय ǓनǾपण (Polar representation of a complex number) 
माना ͩक ǒबदं ु P. ऋणेƣर सिàमĮ संÉया z = x  + iy का ǓनǾपण करता है। माना ͩक Ǒदçट 
रेखाखंड OP कȧ लंबाई r है और  वह कोण है जो OP, x–अ¢ कȧ धना×मक Ǒदशा के साथ 
बनाता है।
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हम Úयान दɅ ͩक P वाèतͪवक सÉंयाओ ं के 

Đͧमत युÊम ( r,  ) से अɮͪवतीय Ǿप से Ǔनधा[ǐरत 

ͩकया जाता है। ( r,  ) ǒबदं ुP के Ģुवीय Ǔनदȶशाकं 

कहलाते हɇ आकृǓत 5.4 देͨखए।

हम मूल ǒबदं ुको Ģुव तथा x –अ¢ कȧ धन Ǒदशा को 

Ĥारंͧभक रेखा मानते हɇ।

यहाँ x = r cos , y = r sin  और इसͧलए z 

= r (cos  + i sin ), सिàमĮ संÉया का Ģुवीय Ǿप 

कहलाता है। यहाँ   को z का मापाकं 

कहत ेहɇ और , सिàमĮ सÉंया का कोणाकं या आयाम 

कहलाता है तथा कोणांक z से ǓनǾͪपत होता है।

ͩकसी सिàमĮ सÉंया z  0, 0  < 2 मɅ  का केवल मान संगत हɇ। ͩफर भी, 2 कȧ लंबाई 

के ͩकसी दसूरे, अंतराल के ͧलए, उदाहरण के तौर पर –  <     इस Ĥकार का एक अतंराल हो 

सकता है। हम  का एेसा मान, िजसमɅ कȧ  –  <     z का मुÉय आयाम कहलाता है और arg z 

से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। आकृǓत 5.5 और 5.6 देͨखए।

आकृǓत 5.4  

आकृǓत 5.5 

आकृǓत 5.6 (–  <    )
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उदाहरण 7 सिàमĮ सÉंया   को Ģुवीय Ǿप मɅ ǓनǾͪपत कȧिजए।

हल  माना 1 = r cos ,   = r sin 

दोनɉ तरफ का वग[ करके और जोड़ने पर हमɅ ĤाÜत है,

  
 2 2 2cos sin 4r  

  

अथा[त ्   (ĤǓतदश[ Ǿप से,  r >0)

इसͧलए  
1

cos
2

  ,
3

sin
2

  

इनसे ĤाÜत होता है  

इसͧलए अपेͯ¢त Ģुवीय Ǿप 2 cos sin
3 3

z i
   
 

 

सिàमĮ सÉंया सÉंया को आकृǓत 5.7 मɅ दशा[या गया है।  

उदाहरण 8 सिàमĮ सÉंया   को Ģुवीय Ǿप मɅ Ǿपांतǐरत कȧिजए।

हल दȣ हुई सिàमĮ सÉंया   =  

  =  

  =   (आकृǓत 5.8)

माना   – 4 = r cos ,   = r sin 

दोनɉ ओर वग[ करके और जोड़ने पर हमɅ ĤाÜत होता है  16 + 48 =  2 2 2cos + sinr   

िजससे हमɅ ĤाÜत होता है, r2 = 64,  अथा[त ्r = 8

इसͧलए,  cos  =  ,  sin  =  
2

θ = – =
3 3

     
 

इसͧलए, आवæयक Ģुवीय Ǿप = 
2 2

8 cos sin
3 3

i
  
 

 

आकृǓत  5.7

आकृǓत  5. 8
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Ĥæनावलȣ 5.2

Ĥæन 1 स े2 तक सिàमĮ सÉंयाओं मɅ Ĥ×येक का मापांक और कोणांक £ात कȧिजएः

 1.  z = – 1 –    2. z = –   + i

Ĥæन 3 से 8 तक सिàमĮ सÉंयाओं मɅ Ĥ×येक को Ģुवीय Ǿप मɅ Ǿपांतǐरत कȧिजएः
 3. 1 – i 4. – 1 + i 5. – 1 – i

 6. – 3 7.   + i 8. i

5.6  ɮͪवघातीय समीकरण (Quadratic Equations)

हमɅ पहले हȣ ɮͪवघातीय समीकरणɉ के बारे मɅ जानकारȣ है और हमने उनको वाèतͪवक सÉंयाओं के 
समुÍचय मɅ उन िèथǓतयɉ मɅ हल ͩकया है जहाँ ͪवͪवÈतकर   0 है। अब हम Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवघातीय 
समीकरण के बारे मɅ ͪवचार करते हɇः
ax2 + bx + c = 0 िजसमɅ a, b, c वाèतͪवक गुणाकं हɇ और a  0 
मान लȣिजए ͩक b2 – 4ac < 0 
हम जानते हɇ ͩक हम सिàमĮ संÉयाओ ंके समुÍचय मɅ ऋणा×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंके वग[मूल 
Ǔनकाल सकते हɇ। इसͧलए उपयु[Èत समीकरण के हल सिàमĮ सÉंयाओं के समुÍचय मɅ हɇ जोͩक

  ɮवारा ĤाÜत होते हɇ।

ǑटÜपणी   यहा ँपर, कुछ लोग यह जानन ेके ͧलए उ×सुक हɉगे, ͩ क ͩकसी समीकरण मɅ ͩकतने मलू 

हɉगे? इस सदंभ[ मɅ, Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये को उãलेख (ǒबना उपपͪƣ) के ͩ कया गया है िजस े‘बीजगͨणत 

कȧ मूल Ĥमये’ के Ǿप मɅ जाना जाता है। 

"एक बहुपद समीकरण का कम स ेकम एक मूल होता है"।

इस Ĥमेय के फलèवǾप हम Ǔनàनͧलͨखत महǂवपूण[ पǐरणाम पर पहँचते हɇ।

"n घात कȧ एक बहुपद समीकरण मɅ n मूल होते हɇ।"

उदाहरण 9 x2 + 2 = 0 को हल कȧिजए।

हल ः हमɅ Ǒदया है x2 + 2 = 0 

या   x2 = – 2

अथा[त ् x =   =  i
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उदाहरण 10 x2 + x + 1= 0 को हल कȧिजए।

हल  यहाँ b2 – 4ac = 12 – 4 × 1 × 1 = 1 –  4 = – 3 

इसͧलए, इसके हल x =  हɇ 

उदाहरण 11   को हल कȧिजए।

हल  यहाँ, समीकरण का ͪवͪवÈतकर   = 1 –  20 = – 19 है।

इसͧलए हल   है।

Ĥæनावलȣ 5.3

Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ मɅ स ेĤ×येक को हल कȧिजएः

 1. x2 + 3 = 0 2. 2x2 + x + 1 = 0 3. x2 + 3x + 9 = 0

 4. – x2 + x – 2 = 0 5. x2 + 3x + 5 = 0 6. x2 – x + 2 = 0

 7.   8.  

 9.   10.  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 12   का सयुंÊमी £ात कȧिजए।

हल  यहाँ   =   =  

  =   =  

इसͧलए   का सयंुÊमी,   है।
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उदाहरण 13 Ǔनàनͧलͨखत सिàमĮ सÉंयाओं का मापांक एवं कोणाकं £ात कȧिजए।

  (i)   (ii)  

हल हमɅ ĤाÜत है,  =  = 0 + i

अब,  0 = r cos , 1 = r sin 

दोनɉ ओर वग[ करके जोड़ते हुए हमɅ ĤाÜत होता है,  r2 = 1 अथा[त ्r = 1 तथा
   cos  = 0,  sin  = 1

इसͧलए, θ
4


  

इस Ĥकार   का मापांक 1 है तथा कोणांक 
4


 होगा।

 (ii)   

मान लȣिजए  = r cos , –   = r sin 

भाग (i) कȧ तरह हम ĤाÜत करते हɇ,

  r =  , cos  =  ,  sin  =   

इसलिए   θ
4




    का मापांक     तथा कोणांक   है।

उदाहरण 14 यǑद x + iy =   है तो, ͧसɮध कȧिजए ͩक x2 + y2 = 1

हल हमɅ ĤाÜत है,  x + iy =   =   =  
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इसͧलए, x –  iy =   

इस Ĥकार x2 + y2 = (x + iy) (x – iy) =   

  =   = 1

उदाहरण 15  का वाèतͪवक मान बताइए, जबͩक 

  
3 2 sin

1 2 sin

i

i




 माğ वाèतͪवक है।

हल हमɅ ĤाÜत है, 
3 2 sin

1 2 sin

i

i


   = 

(3 2 sin ) (1 2 sin )

(1 2 sin ) (1 2 sin )

i i

i i

 
   

  = 

2

2

3+6 sin + 2 sin – 4sin

1+ 4sin

i i
  

  = 
2

2 2

3 4sin 8 sin

1 4sin 1 4sin

i


 
 

Ǒदया हुआ है ͩक सिàमĮ सÉंया वाèतͪवक है।

इसͧलए  
2

8sin

1 4sin
 = 0  अथा[त ् sin  = 0

अत      =  n, n  Z.

उदाहरण 16 सिàमĮ सÉंया 
1

cos sin
3 3

i
z

i





  को Ģुवीय Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए।

हल  हमɅ ĤाÜत है,  z  =   

   =   =   
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मान लȣिजए 
3 1 3 1

2 2
r cos , r sin

 
   

दोनɉ ओर वग[ करके, जोड़ते हुए हमɅ ĤाÜत होता है,

   =  

अथा[त ्    इससे 

  
3 1 3 1

cos , sin
2 2 2 2

 
   ĤाÜत होता है

इसͧलए  
5

4 6 12
     (Èयɉ ?)

अथा[त,्      
5 5

2 cos sin
12 12

i
  
 

 Ģुवीय Ǿप है।

अÚयाय 5 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1.    का मान £ात कȧिजए।

 2.  ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 और z

2
 के ͧलए, ͧसɮध कȧिजएः

  Re (z
1
 z

2
) = Rez

1
 Rez

2
 – Imz

1
 Imz

2
.

 3.     को मानक Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए।

 4. यǑद   , तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  

 5.  Ǔनàनͧलͨखत को Ģुवीय Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजएः

 (i)   (ii)  

  Ĥæन 6 से 9 मɅ Ǒदए गए Ĥ×येक समीकरण को हल कȧिजएः

 6.     7.  
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 8.    9.  

 10.  यǑद z
1
 = 2 – i, z

2
 = 1 + i,   का मान £ात कȧिजए।

11. यǑद a + ib =  , ͧसɮध कȧिजए ͩक, a2 + b2 =  

12. माना z
1
 = 2 – i, z

2
 = –2 + i, Ǔनàन का मान Ǔनकाͧलए।

 (i)   (ii)  

13. सिàमĮ सÉंया   का मापांक और कोणांक £ात कȧिजए।

14. यǑद (x – iy) (3 + 5i),  –6 – 24i  कȧ सयंुÊमी है तो वाèतͪवक सÉंयाएँ x और y £ात कȧिजए।

15.   का मापांक £ात कȧिजए।

16. यǑद (x + iy)3 = u + iv, तो दशाईए ͩक  

17. यǑद  और  ͧभÛन सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ जहा ँ 1 , तब 
α

1 α

–

–
  का मान £ात कȧिजए।

18. समीकरण   के शूÛयेƣर पूणाɍक मूलɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए। 

19. यǑद (a + ib) (c + id) (e + if) (g + ih) = A + iB है
 तो दशा[इए ͩक (a2 + b2) (c2 + d2) (e2 + f 2) (g2 + h2) = A2 + B2 

20. यǑद  , तो m का Ûयूनतम पूणाɍक मान £ात कȧिजए। 
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सारांश

 a + ib के ĤाǾप कȧ एक संÉया, जहाँ a और b वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ, एक सिàमĮ 
सÉंया कहलाती है, a सिàमĮ संÉया का वाèतͪवक भाग और b इसका काãपǓनक भाग 
कहलाता है।

 माना z
1
 = a + ib और z

2
 = c + id, तब

 (i) z
1
 + z

2
 = (a + c) + i (b + d)

 (ii) z
1
 z

2
  = (ac – bd) + i (ad + bc)

 ͩकसी शूÛयेƣर सिàमĮ संÉया z = a + ib (a  0, b  0) के ͧलए, एक सिàमĮ संÉया

 , का अिèत×व होता है, इसे   या z–1 ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है 

और z का गुणा×मक ĤǓतलोम कहलाता है िजससे ͩक (a + ib)   = 
1 + i0 =1 ĤाÜत होता है। 

 ͩकसी पूणाɍक k के ͧलए, i4k = 1, i4k + 1 = i, i4k + 2 = – 1, i4k + 3 = – i

 सिàमĮ संÉया z = a + ib का संयुÊमी   ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है और   = a – ib ɮवारा 
दशा[या जाता है।

 सिàमĮ सÉंया z = x + iy का Ģुवीय Ǿप r (cos  + i sin ), है, जहाँ r =   (z का 

मापांक) और cos =  , sin =   ( z का कोणांक कहलाता है।)  का मान, िजससे ͩक 

–<   , z का Ĥमुख कोणाकं कहलाता है।

 एक n घातवाले बहुपद समीकरण के n मूल होते हɇ।

 एक ɮͪवघातीय समीकरण ax2 + bx + c = 0, जहाँ a, b, c  R, a 0, b2 – 4ac < 0, 

के हल x =   i के ɮवारा ĤाÜत होते हɇ।
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

यूनाǓनयɉ ने इस तØय को पहचाना था ͩक एक ऋण सÉंया के वग[मूल का वाèतͪवक संÉया 

पɮधǓत मɅ कोई अिèत×व नहȣं है परंतु इसका Įेय भारतीय गͨणत£ Mahavira (850 ई॰) को 

जाता है िजÛहɉने सव[Ĥथम इस कǑठनाई का èपçटतः उãलखे ͩकया। "उÛहɉने अपनी कृǓत ‘गͨणत 

सार सĒंह’ मɅ बताया ͩक ऋण (राͧश) एक पूण[वग[ (राͧश) नहȣं है, अतः इसका वग[मूल नहȣं होता 

है।’’ एक दसूरे भारतीय गͨणत£ Bhaskara ने 1150 ई॰ मɅ अपनी कृǓत ‘बीजगͨणत’ मɅ भी ͧलखा 

है, "ऋण राͧश का कोई वग[मूल नहȣं होता है Èयɉͩक यह एक वग[ नहȣं है।" Cardan (1545 इ॰) 

ने x + y = 10, xy = 40 को हल करने मɅ उ×पÛन समèया पर Úयान Ǒदया। उÛहɉने x = 5 +   

तथा y = 5 –    इसके हल के Ǿप मɅ £ात ͩकया िजसे उÛहɉने èवयं अमाÛयकर Ǒदया ͩक 

ये सÉंयाएँ åयथ[ (useless) हɇ। Albert Girard (लगभग 1625 ई॰) ने ऋण संÉयाओ ंके वग[मूल 

को èवीकार ͩकया और कहा ͩक, इससे हम बहुपदȣय समीकरण कȧ िजतनी घात होगी, उतने 

मूल ĤाÜत कराने मɅ स¢म हɉगे। Euler ने सव[Ĥथम   को  i संकेतन Ĥदान ͩकया तथा W.R. 

Hamilton (लगभग 1830 ई॰) न ेएक शुɮध गͨणतीय पǐरभाषा देकर और तथाकͬथत ‘काãपǓनक 

सÉंया’ के Ĥयोग को छोड़ते हुए सिàमĮ संÉया a + ib को वाèतͪवक संÉयाओ ंके Đͧमत युÊम 

(a, b) के Ǿप मɅ Ĥèतुत ͩकया।

——
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Mathematics is the art of saying many things in many 

diff erent ways. — MAXWELL

6.1  भूͧ मका (Introduction)

ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ हम एक चर और दो चर राͧशयɉ के समीकरणɉ तथा शािÞदक Ĥæनɉ को समीकरणɉ 
मɅ पǐरवǓत [त करके हल करना सीख चकेु हɇ। अब हमारे मिèतçक मɅ èवभावतः यह Ĥæन उठता है 
ͩक "Èया शािÞदक Ĥæनɉ को सदैव एक समीकरण के Ǿप मɅ पǐरवǓत[त करना सभंव है?" उदाहरणतः 
आपकȧ क¢ा के सभी ͪवɮयाͬथ[यɉ कȧ ऊँचाई 106 समेी. स ेकम है, आपकȧ क¢ा मɅ अͬधकतम 
60 मेज़Ʌ या कुͧस[या ँया दोनɉ समा सकती हɇ। यहा ँहमɅ एेसे कथन ͧमलत ेहɇ िजनमɅ ‘<’ (स ेकम), 
‘>’ (से अͬधक), ‘’ (से कम या बराबर) ‘’ (से अͬधक या बराबर) ͬचéन ĤयÈुत होत ेहɇ। इÛहɅ हम 
असͧमकाए ँ(Inequalities) कहत ेहɇ।

इस अÚयाय मɅ, हम एक या दो चर राͧशयɉ कȧ रैͨखक असͧमकाओ ंका अÚययन करɅगे। 
असͧमकाओ ं का अÚययन ͪव£ान, गͨणत, सािंÉयकȧ, इçटतमकारȣ समèयाओ ं (optimisation 

problems), अथ[शाèğ, मनोͪव£ान इ×याǑद स ेसबंंͬ धत समèयाओ ंको हल करने मɅ अ×यतं उपयोगी है।

6.2  असͧमकाए ँ(Inequalities)

हम Ǔनàनͧलͨखत िèथǓतयɉ पर ͪवचार करत ेहɇः 
(i) रͪव 200 ǽपये लेकर चावल खरȣदन ेके ͧलए बाज़ार जाता है, चावल 1 ͩकĒा॰ के पकेैटɉ मɅ 
उपलÞध हɇ। एक ͩकलो चावल के पकेैट का मãूय 30 ǽपये है। यǑद xउसके ɮवारा खरȣदे गए 
चावल के पकेैटɉ कȧ सÉंया को åयÈत करता हो, तो उसके ɮवारा खच[ कȧ गई धनराͧश 30 xǽपये 
होगी। Èयɉͩक उस ेचावल को पकेैटɉ मɅ हȣ खरȣदना है इसͧलए वह 200 ǽपये कȧ परूȣ धनराͧश को 
खच[ नहȣ ंकर पाएगा (Èयɉ?)। अतः
      30x < 200    ... (1)

èपçटतः कथन (i) समीकरण नहȣ ंहै, Èयɉͩक इसमɅ समता (equality) का ͬचéन (=) नहȣं है। 

रैͨखक असͧमकाएँ
(Linear Inequalities)

अÚयाय 
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(ii) रेशमा के पास 120 ǽपये हɇ िजससे वह कुछ रिजèटर व पने खरȣदना चाहती है। रिजèटर 
का मãूय 40 ǽपये और पेन का मãूय 20 ǽपये है। इस िèथǓत मɅ यǑद रेशमा ɮवारा खरȣदे गए 
रिजèटर कȧ सÉंया xतथा पने कȧ सÉंया yहो तो उसके ɮवारा åयय कȧ गयी कुल धनराͧश (40x 

+20y) ǽपये है। इस Ĥकार हम पात ेहɇ ͩक
   40x + 20y  120                                     ... (2)

Èयɉͩक इस िèथǓत मɅ खच[ कȧ गयी कुल धनराͧश अͬधकतम 120 ǽपये है। Úयान दȣिजए कथन 
(2) के दो भाग हɇ। 
   40x + 20y < 120                                     ... (3)

और   40x + 20y = 120       ... (4)

कथन (3) समीकरण नहȣं है, जबͩक कथन (4) समीकरण है। उपरोÈत कथन जसेै (1), (2) तथा 
(3) असͧमका कहलात ेहɇ। 

पǐरभाषा 1 एक असͧमका, दो वाèतͪवक सÉंयाओ ंया दो बीजीय åयजंकɉ मɅ ‘<’, ‘>’, ‘’ या ‘’ 

के ͬचéन के Ĥयोग स ेबनती हɇ।
 3 < 5;  7 > 5 आǑद सÉंयाकं असͧमका के उदाहरण हɇ। जबͩक
 x < 5; y > 2; x    3,  y   4 इ×याǑद शािÞदक (चराकं) असͧमका के उदाहरण हɇ।
3 < 5 < 7 (इसे पढ़त ेहɇ 5, 3 स ेबड़ा व 7 से छोटा है), 3 <  x < 5 (इसे पढ़त ेहɇ x, 3 स ेबड़ा या बराबर 
है व 5 से छोटा है) और 2 < y < 4 ɮͪव-असͧमका के उदाहरण हɇ।
असͧमकाओ ंके कुछ अÛय उदाहरण Ǔनàनͧलͨखत हɇ ः
   ax + b < 0      ... (5)

   ax + b > 0      ... (6)

   ax + b  0      ... (7)

   ax + b  0      ... (8)

   ax + by < c      ... (9)

   ax + by > c      ... (10)

   ax + by  c      ... (11)

   ax + by   c      ... (12)

   ax2 + bx + c  0      ... (13)

   ax2 + bx + c > 0      ... (14)

Đमाकं (5), (6), (9), (10) और (14) सǓुनिæचत असͧमकाए ँतथा Đमाकं (7), (8), (11), (12) और 
(13) असͧमकाए ँकहलाती हɇ। यǑद a  0 हो तो Đमाकं (5) स े(8) तक कȧ असͧमकाए ँएक चर 
राͧश x के रैͨखक असͧमकाए ँहɇ और यǑद a  0 तथा b  0 हो तो Đमाकं (9) स े(12) तक कȧ 
असͧमकाए ँदो चर राͧशयɉ x तथा y के रैͨखक असͧमकाएं ँहɇ। 

Đमाकं (13) और (14) कȧ असͧमकाए ँरैͨखक नहȣं हɇ। वाèतव मɅ यह एक चर राͧश x के 
ɮͪवघातीय असͧमकाए ँहɇ, जब a  0.
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 इस अÚयाय मɅ हम केवल एक चर और दो चर राͧशयɉ के रैͨखक असͧमकाओ ंका 
अÚययन करɅगे।

6.3  एक चर राͧश के रैͨखक असͧमकाओ ंका बीजगͨणतीय हल और उनका आलेखीय ǓनǾपण (Al-

gebraic Solutions of Linear Inequalities in One Variable and their Graphical Representation)

अनभुाग 6.2 के असͧमका (1) अथा[त ्30x < 200 पर ͪवचार कȧिजए। Úयान दɅ, ͩक यहा ँxचावल 
के पकेैटɉ कȧ सÉंया को åयÈत करता है।
èपçटतः x एक ऋणा×मक पूणाɍक अथवा ͧभÛन नहȣ ंहो सकता है।
इस असͧमका का बायाँ प¢ 30x  और दाया ँप¢ 200 है।

x = 0 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (0) = 0 < 200 (दाया ँप¢), जोͩक स×य है। 
x = 1 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (1) = 30  < 200 दाया ँप¢), जोͩक स×य है।
x = 2 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (2) = 60 < 200, जो ͩक स×य है।
x = 3 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (3) = 90 < 200, जो ͩक स×य है।
x = 4 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (4) = 120 < 200, जो ͩक स×य है।
x = 5 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (5) = 150 < 200, जो ͩक स×य है।
x = 6 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (6) = 180 < 200, जो ͩक स×य है।
x = 7 के ͧलए, बाया ँप¢ = 30 (7) = 210  < 200, जो ͩक अस×य है।
उपयु[Èत िèथǓत मɅ हम पात ेहɇ ͩ क उपयु[Èत असͧमका को स×य कथन करन ेवाले x के मान 

केवल 0, 1, 2, 3, 4, 5 और 6 हɇ। x के उन मानɉ को जो Ǒदए असͧमका को एक स×य कथन 
बनात ेहɉ, उÛहɅ असͧमका का हल कहत ेहɇ। और समÍुचय {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} को हल समÍुचय 
कहत ेहɇ।

इस Ĥकार, एक चर राͧश के ͩकसी असͧमका का हल, चर राͧश का वह मान है, जो इसे 
एक स×य कथन बनाता हो।

हमने उपयु[Èत असͧमका का हल ‘Ĥयास और भलू ͪवͬध’ (trial and error method) स ेĤाÜत 
ͩकया है। जो अͬधक सुͪवधाजनक नहȣं है। èपçटतः यह ͪवͬध अͬधक समय लेन ेवालȣ तथा कभी-
कभी सभंाåय नहȣ ंहोती है। हमɅ असͧमकाओ ंके हल के ͧलए अͬधक अÍछȤ या Đमबɮध तकनीक 
कȧ आवæयकता है। इससे पहले हमɅ सÉंयाकं असͧमकाओ ंके कुछ और गणुधम[ सीखन ेचाǑहए 
और असͧमकाओ ंको हल करत ेसमय उनका Ǔनयमɉ कȧ तरह पालन करना चाǑहए। 

आपको èमरण होगा ͩक रैͨखक समीकरणɉ को हल करत ेसमय हम Ǔनàनͧलͨखत Ǔनयमɉ का 

पालन करत ेहɇः

Ǔनयम 1 एक समीकरण के दोनɉ प¢ɉ मɅ समान सÉंयाए ँजोड़ी (अथवा घटाई) जा सकती हɇ।
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Ǔनयम 2 एक समीकरण के दोनɉ प¢ɉ मɅ समान शÛूयेतर सÉंयाओ ंस ेगणुा (अथवा भाग) ͩकया 
जा सकता है।
असͧमकाओ ंको हल करत ेसमय हम पनुः इÛहȣं Ǔनयमɉ का पालन तथा Ǔनयम 2 मɅ कुछ सशंोधन 
के साथ करत ेहɇ। अतंर माğ इतना है ͩक ऋणा×मक सÉंयाओ ंसे असͧमका के दोनɉ प¢ɉ को 
गणुा (या भाग) करने पर असͧमका के ͬचéन ͪवपरȣत हो जात ेहɇ (अथा[त ्‘<’ को >, ‘’ को ‘’ 

इ×याǑद कर Ǒदया जाता है)। इसका कारण Ǔनàनͧलͨखत तØयɉ स ेèपçट हैः
3 > 2 जबͩक – 3 < – 2

– 8 < – 7 जबͩक (–8) (–2) > (–7) (–2), अथा[त ्16 > 14 

इस Ĥकार असͧमकाओ ंको हल करन ेके ͧलए हम Ǔनàनͧलͨखत Ǔनयमɉ का उãलेख करत ेहɇः

Ǔनयम 1 एक असͧमका के दोनɉ प¢ɉ मɅ, असͧमका के ͬचéनɉ को Ĥभाͪवत ͩकए ǒबना समान 
सÉंयाए ँजोड़ी (अथवा घटाई) जा सकती हɇ।

Ǔनयम 2 ͩकसी असͧमका के दोनɉ प¢ɉ को समान धना×मक सÉंयाओ ंस ेगणुा (या भाग) ͩकया 
जा सकता है। परंत ुदोनɉ प¢ɉ को समान ऋणा×मक सÉंयाओ ंसे गणुा (या भाग, करत ेसमय 
असͧमका के ͬचéन तदनसुार पǐरवǓत [त कर Ǒदए जात ेहɇ।
आइए अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करत ेहɇ।

उदाहरण 1 30 x < 200, को हल £ात कȧिजए जब
 (i) x एक Ĥाकृत सÉंया है।
 (ii) x एक पणूाɍक है।

हल  £ात है ͩक 30 x < 200

अथवा  (Ǔनयम 2)

अथवा x < 

(i) जब x एक Ĥाकृत सÉंया है।
 èपçटतः इस िèथǓत मɅ x के Ǔनàनͧलͨखत मान कथन को स×य करत ेहɇ।

x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

 असͧमका का हल समÍुचय {1, 2, 3, 4, 5, 6} है
(ii) जब x एक पणूाɍक है
 èपçटतः इस िèथǓत मɅ Ǒदए गए असͧमका के हल हɇः

..., – 3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6

असͧमका का हल समÍुचय {...,–3, –2,–1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} है
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उदाहरण 2 हल कȧिजएः 5x-3< 3x+1, जब
 (i) x एक पणूाɍक है।  (ii) x एक वाèतͪवक सÉंया है।
हल Ǒदया है, ͩक 5x –3 < 3x + 1

  अथवा 5x –3 + 3 < 3x +1 +3  (Ǔनयम 1)

  अथवा 5x < 3x +4

  अथवा 5x – 3x < 3x + 4 – 3x (Ǔनयम 1)

  अथवा 2x < 4

  अथवा x < 2                                        (Ǔनयम 2)

 (i) जब x एक पूणाɍक है।  इस िèथǓत मɅ Ǒदए गए असͧमका के हल
..., – 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1

  अतः  हल समुÍचय {..., -4, -3, -2, -1, 0, 1}

 (ii) जब x एक वाèतͪवक सÉंया है। इस िèथǓत मɅ असͧमका का हल x < 2 से åयÈत है। 
इसका अथ[ है ͩक 2 स ेछोटȣ समèत वाèतͪवक सÉंयाए ँअसͧमका के हल हɇ। अतः असͧमका का 
हल समÍुचय (– , 2). है।

हमन ेअसͧमकाओ ंके हल Ĥाकृत सÉंयाओ,ं पणूा[कɉ तथा वाèतͪवक सÉंयाओ ंके समुÍचयɉ पर 
ͪवचार करके £ात ͩकए हɇ। आगे जब तक अÛयथा वͨण[त न हो, हम इस अÚयाय मɅ असͧमकाओं 
का हल वाèतͪवक सÉंयाओ ंके समÍुचय मɅ हȣ £ात करɅगे।

उदाहरण 3 हल कȧिजए 4x + 3 < 6x +7.

हल £ात है ͩक 4x + 3 < 6x + 7

   अथवा  4x – 6x < 6x + 4 – 6x

   अथवा  – 2x < 4 अथवा x > – 2

अथा[त ्–2 से बड़ी समèत वाèतͪवक सÉंयाए,ँ Ǒदए गए असͧमका के हल हɇ। अतः हल समÍुचय 
(–2, ) है। 
उदाहरण 4 हल कȧिजए 

हल हमɅ £ात है ͩक 
या   2 (5 – 2x)     x – 30

या    10 – 4x  x – 30

या   – 5x  – 40,   

या  x    8
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अथा[त ्एेसी समèत वाèतͪवक सÉंयाए ँजो 8 से बड़ी या बराबर है। अतः इस असͧमका के हल 
x [8, )
उदाहरण 5 हल कȧिजए 7x + 3 < 5x + 9 तथा इस हल को सÉंया रेखा पर आलेͨ खत कȧिजए।

हल हमɅ £ात है 7x + 3 < 5x + 9 

या 2x < 6 या x < 3

सÉंया रेखा पर इÛहɅ हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेĤदͧश[त कर सकते हɇ (आकृǓत 6.1)।

आकृǓत 6.1

उदाहरण 6 हल कȧिजए  तथा इस हल को सÉंया रेखा पर आलेͨ खत कȧिजए।

हल 

या  

या   2 (3x – 4)  (x – 3)  

या   6x – 8  x – 3

या   5x  5  or  x  1

सÉंया रेखा पर इÛहɅ हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेĤदͧश[त कर सकत ेहɇ (आकृǓत 6.2)ः 

आकृǓत 6.2

उदाहरण 7 क¢ा XI के Ĥथम सğ व ɮͪवतीय सğ कȧ परȣ¢ाओ ंमɅ एक छाğ के ĤाÜताकं 62 
और 48 हɇ। वह Ûयनूतम अकं £ात कȧिजए, िजसे वाͪष[क परȣ¢ा मɅ पाकर वह छाğ 60 अकं का 
Ûयनूतम औसत ĤाÜत कर सके।
हल मान लȣिजए ͩक छाğ वाͪष[क परȣ¢ा मɅ xअकं ĤाÜत करता है।
तब 

या 110 + x  180 या  x  70
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इस Ĥकार उस छाğ को वाͪष[क परȣ¢ा मɅ Ûयनूतम 70 अकं ĤाÜत करन ेचाǑहए।

उदाहरण 8 Đमागत ͪवषम सÉंयाओ ंके एेस ेयÊुम £ात कȧिजए, िजनमɅ दोनɉ सÉंयाए ँ10 से 
बड़ी हɉ, और उनका योगफल 40 स ेकम हɉ।

हल मान ͧलया ͩक दो Đमागत ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाओ ंमɅ छोटȣ ͪवषम सÉंया xहै। इस Ĥकार 
दसूरȣ ͪवषम सÉंया x + 2 है। Ĥæनानसुार
  x > 10        ... (1)

तथा  x + ( x + 2) < 40       .. (2)

(2) को हल करन ेपर हम पात ेहɇ ͩक
 2x + 2 < 40

या  x< 19          

 ... (3)

(1) और (3) स ेǓनçकष[ यह है ͩक
 10<x <19

इस Ĥकार ͪ वषम सÉंया xके अभीçट मान 10 और 19 के बीच हɇ। इसͧलए सभी सभंव अभीçट जोड़े
(11, 13), (13, 15) (15, 17), (17, 19) हɉग।े

Ĥæनावलȣ 6.1

 1. हल कȧिजए ः 24x<  100, जब
 (i) x एक Ĥाकृत सÉंया है। (ii) x एक पणूाɍक है।
 2. हल कȧिजएः -12x> 30, जब 

 (i) x एक Ĥाकृत सÉंया है। (ii) x एक पणूाɍक है।
 3. हल कȧिजएः 5x-3< 7, जब
 (i) x एक पणूाɍक  (ii) x एक वाèतͪवक सÉंया है।
 4. हल कȧिजए ः 3x + 8 > 2, जब
 (i) x एक पणूाɍक  (ii) x एक वाèतͪवक सÉंया है।
Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 5 स े16 तक वाèतͪवक सÉंया xके ͧलए हल कȧिजएः

 5. 4x + 3 < 6x + 7 6. 3x – 7 > 5x – 1

 7. 3(x – 1)  2 (x – 3) 8. 3 (2 – x)  2 (1 – x)

 9.  10. 



     रैͨखक असͧमकाएँ       131

 11.  12. 

 13. 2 (2x + 3) – 10 < 6 (x – 2) 14. 37 – (3x + 5) > 9x – 8 (x – 3)

 15.  16. 

Ĥæन 17 से 20 तक कȧ असͧमकाओ ंका हल £ात कȧिजए तथा उÛहɅ सÉंया रेखा पर आलेͨखत 
कȧिजए।
17. 3x – 2 < 2x + 1 18.  5x – 3 > 3x – 5

19.  3 (1 – x) < 2 (x + 4) 20. 

21.  रव ने पहली दो एकक परीक्षा मंे 70 और 75 अंक प्राप्त किए हंै। वह न्यूनतम अंक जञ्ात 
कीजिए, जिसे वह तीसरी एकक परीक्षा मंे पाकर 60 अंक का न्यूनतम औसत प्राप्त कर 
सके।

22.  ͩकसी पाɫयĐम मɅ Ēेड 'A' पान ेके ͧलए एक åयिÈत को सभी पाचँ परȣ¢ाओ ं(Ĥ×येक 100 
मɅ से) मɅ 90 अकं या अͬधक अकं का औसत ĤाÜत करना चाǑहए। यǑद सनुीता के Ĥथम 
चार परȣ¢ाओ ंके ĤाÜताकं 87, 92, 94 और 95 हɉ तो वह Ûयनूतम अकं £ात कȧिजए िजसɅ 
पाचंवी ंपरȣ¢ा मɅ ĤाÜत करके सुनीता उस पाɫयĐम मɅ Ēेड 'A' पाएगी।

23.  10 स ेकम Đमागत ͪवषम सÉंयाओ ंके एेस ेयÊुम £ात कȧिजए िजनके योगफल 11 से 
अͬधक हɉ।

24.  Đमागत सम सÉंयाओ ंके एेसे यÊुम £ात कȧिजए, िजनमɅ स ेĤ×येक 5 स ेबड़ ेहɉ, तथा 
उनका योगफल 23 स ेकम हो।

25.  एक ǒğभजु कȧ सबस ेबड़ी भजुा सबस ेछोटȣ भजुा कȧ तीन गुनी है तथा ǒğभजु कȧ तीसरȣ 
भजुा सबसे बड़ी भजुा स े2 समेी कम है। तीसरȣ भुजा कȧ Ûयनूतम लबंाई £ात कȧिजए 
जबͩक ǒğभजु का पǐरमाप Ûयनूतम 61 समेी है।

26.  एक åयिÈत 91 सेमी लबं ेबोड[ मɅ से तीन लबंाईया ँकाटना चाहता है। दसूरȣ लबंाई सबसे 
छोटȣ लबंाई स े3 सेमी अͬधक और तीसरȣ लबंाई सबसे छोटȣ लबंाई कȧ दनूी है। सबसे छोटे 
बोड[ कȧ सभंाͪवत लबंाईया ँÈया हɇ, यǑद तीसरा टुकड़ा दसूरे टुकड़ ेस ेकम स ेकम 5 सेमी 
अͬधक लबंा हो?

 [सकेंत यǑद सबसे छोटे बोड[ कȧ लबंाई xसमेी हो, तब (x + 3) सेमी और 2xसेमी Đमशः 
दसूरे और तीसरे टुकड़ɉ कȧ लंबाईयाँ हɇ। इस Ĥकार x + (x + 3) + 2x  91 और 

2x  (x + 3) + 5]
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6.4 दो चर राͧशयɉ के रैͨखक असͧमकाओ ंका आलखेीय हल (Graphical Solution of Linear 

Inequalities in Two Variables)

पहले अनभुाग मɅ हमने देखा है ͩक एक चर राͧश के रैͨखक असͧमका का आलखे एक ͬचğीय 
ǓनǾपण है और असͧमका के हल का वण[न करन ेकȧ एक सरल ͪवͬध है। अब हम दो चर राͧशयɉ 
कȧ रैͨखक असͧमका के आलखेन का वण[न करɅगे।

हम जानत ेहɇ ͩक एक रेखा कातȸय तल को रेखा के अǓतǐरÈत दो भागɉ मɅ बाँटती है। 
Ĥ×येक भाग को अध[-तल कहत ेहɇ। एक ऊÚवा[धर रेखा तल को बायाँ अध[-तल व दाया ँअध[-तल मɅ 
ͪवभािजत करती है और एक ऊÚवȶतर (non-vertical) रेखा एक तल को Ǔनचला अध[-तल व ऊपरȣ 
अध[-तल मɅ ͪवभािजत करती है। आकृǓत 6.3 व आकृǓत 6.4)।

आकृǓत 6.3 आकृǓत 6.4

कातȸय तल मɅ एक ǒबदंु ुया तो रेखा पर िèथत होगा या अध[-तल I या II मɅ िèथत होगा। 
अब हम परȣ¢ण करɅगे ͩक Èया एक तल मɅ िèथत ǒबदंु ुका असͧमका ax + by < c या ax + by > c 

से कोई सबंधं है?
 आइए हम मान लɅ ax + by = c,     ... (1)

एक रेखा है जहा ँa  0 तथा b   0 है।
अब यहा ँतीन सभंावनाए ँहɇः
 (i) ax + by = c (ii) ax + by > c (iii) ax + by < c.

èपçटतः िèथǓत (i) मɅ (i) को सतुंçट करने वाले सभी ǒबदं ु(x, y) (i) ɮवारा ǓनǾͪपत रेखा पर 
िèथत हɇ और ͪवलोमतः। 
िèथǓत (ii) मɅ पहले हम मान लेत ेहɇ ͩक b > 0 और रेखा ax + by = c, b > 0, पर एक ǒबदं ुP (,) 
लेत ेहɇ ताͩक a + b = c. 
माना अध[-तल II मɅ कोई ǒबदं ुQ ( , ) है (आकृǓत 6.5)।
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अब आकृǓत 6.5 स ेहम Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहै ͩक
   >    (Èयɉ?)
 या b  > b

 या a + b > a + b

 या a + b > c  (Èयɉ?)
या,  Q( ), असͧमका ax + by > c को सतंçुट 
करती है।
अथा[त,् रेखा ax + by = c के ऊपर अध[-तल II मɅ 
िèथत सभी ǒबदं ुअसͧमका ax + by > c को सतंçुट 
करत ेहɇ।
ͪवलोमतः माना रेखा ax + by = c पर एक ǒबदं ुP 

(, ) है और Q(,) कोई ǒबदं,ु असͧमका  
ax + by > c को सतंçुट करता है।
ताͩक a + b > c

 a + b > a + b

  >    (Èयɉͩक b > 0)

अथा[त ्Q(, ) अध[-तल II मɅ िèथत है
अतः अध[-तल II का कोई भी ǒबदं ुअसͧमका ax + by > c को सतंçुट करता है और ͪवलोमतः कोई 
ǒबदं ुजो असͧमका ax + by > c को सतंçुट करता है, अध[-तल II मɅ िèथत होता है।

इसी Ĥकार हम ͧसɮध कर सकत े हɇ ͩक b < 0 के ͧलए व े सभी ǒबदं ु जो असͧमका 
ax + by > c को सतंçुट करते हɇ, अध[-तल I मɅ िèथत होते हɇ और ͪवलोमतः

अतः हम इस Ǔनçकष[ पर आत ेहɇ ͩक वे सभी ǒबदं ुजो असͧमका ax + by > c ; b > 0 या b 

< 0 के अनसुार, को सतुंçट करत ेहɇ वे अध[-तल II या I मɅ से ͩकसी एक तल मɅ िèथत होत ेहɇ 
और ͪवलोमतः।

असͧमका ax + by > c का आलखेन इन अध[-तलɉ मɅ स ेएक अध[-तल होगा [(िजसे हल-¢ğे 
(Solution region) कहत ेहɇ] और इस अध[-तल को छायांͩ कत ¢ğे (Shaded region) ɮवारा ǓनǾͪपत 
करत ेहɇ।

ǑटÜपणी  1  वह ¢ğे िजसमɅ ͩकसी असͧमका के सपंणू[ हल िèथत हɉ, उसे असͧमका का 
हल-¢ğे (Solution region) कहत ेहɇ।
 2. ͩकसी असͧमका ɮवारा ǓनǾͪपत ¢ğे को पहचानने के ͧलए, ͩकसी अध[-तल मɅ केवल एक 
ǒबदं ु(a, b) (जो रेखा पर िèथत न हो) लेकर जाचँना हȣ पया[Üत है ͩक वह उस असͧमका को 

आकृǓत 6.5

P
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सतंçुट करता है अथवा नहȣ।ं यǑद यह ǒबदं ुअसͧमका को सतुंçट करता है तो असͧमका उस 
अध[-तल को ǓनǾͪपत करती है और उस अध[-तल को छायांͩ कत कर देत ेहɇ िजसमɅ यह ǒबदं ु
है। अÛयथा यह असͧमका उस अध[-तल को ǓनǾͪपत करेगी िजसमɅ यह ǒबदं ुनहȣं है। अपनी 
सुͪ वधा कȧ Ǻिçट से ǒबदं ु(0, 0) को Ĥाथͧमकता दȣ जाती है।
 3. यǑद एक असͧमका ax + by  c या ax + by  c के èवǾप कȧ है तो रेखा 
ax + by = c पर िèथत सभी ǒबदं ुभी उसके हल-¢ğे मɅ सिàमलत होत ेहɇ। इसͧलए हल ¢ğे 
पर गहरȣ कालȣ रेखा खींचत ेहɇ।

 4. यǑद असͧमका ax  + by > c या ax  + by < c के èवǾप कȧ है तो रेखा ax  + by = c पर िèथत 
सभी ǒबदं ुउसके हल-¢ğे मɅ सिàमͧलत नहȣं होत ेहɇ। इसͧलए हल ¢ğे पर रेखा को ǒबदंवुत ्या 
खंͫ डत खीचंत ेहɇ।

 अनभुाग 6.2 मɅ हमɅ दो चर राͧशयɉ x तथा y का Ǔनàनͧलͨखत रैͨखक असͧमका ĤाÜत हुई थी।
     40x + 20y    120    ... (1)
जब रेशमा ɮवारा रिजèटर और पने के खरȣदन ेसबंधंी शािÞदक Ĥæन को गͨणतीय Ǿप मɅ पǐरवǓत [त 
करन ेस ेĤाÜत हुई थी।

चूँͩक वèतओु ंकȧ सÉंया एक ऋणा×मक और ͧभÛना×मक सÉंया नहȣ ंहो सकती है, अतः 
हम इस असͧमका का हल x तथा y को केवल पणू[ सÉंया के Ǿप मɅ Úयान रखत ेहुए करत ेहै। 
इस अवèथा मɅ हम  x तथा y के मानɉ के एेसे जोड़ े£ात करत ेहɇ िजनके सगंत कथन (1) स×य 
है। वाèतव मɅ एेसे यÊुमɉ का समुÍचय असͧमका (1) का हल समÍुचय (Solution set) होगा। x = 0 
लेकर Ĥारंभ करने पर हम पात ेहɇ ͩक (1) का 

बाया ँप¢ = 40x + 20y = 40 (0) + 20y = 20y.
इस Ĥकार 
20y  120 या y  6    ... (2)
अतः x = 0 के सगंत y के मान 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 
माğ हो सकते हɇ।
इस िèथǓत मɅ (1) के हल (0, 0), (0,1), (0,2), (0,3), 
(0,4), (0,5) और (0,6) हɇ।
इसी Ĥकार जब x= 1, 2, 3 हɇ तो (1) के अÛय हल 
Ǔनàनͧलͨखत हɇः
 (1, 0),  (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)
 (2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 0)

यह आकृǓत 6.6 मɅ Ǒदखाया गया है।
अब हम xतथा y के Ĥातं (domain) को पूण[ 

सÉंयाओ ं से ͪवèताǐरत करके वाèतͪवक सÉंयाए ँ
करत ेहɇ, और देखत ेहɇ ͩक इस अवèथा मɅ असͧमका 

आकृǓत 6.6
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(1) के Èया हल होत ेहɇ। आप देखɅगे ͩक हल करन ेकȧ 
आलेͨखत-ͪवͬध (Graphical method)  इस िèथǓत मɅ अͬधक 
सुͪ वधाजनक है। इस उɮदेæय से, हम (1) के सगंत समीकरण

 40x + 20y = 120   ... (3)

पर ͪवचार करत ेहɇ और इसका आलेख खीचंत ेहɇ।

यह एक सरल रेखा है जो कातȸय तल को अध[-तल I व 
अध[-तल II मɅ ͪवभािजत करती है 

असͧमका (1) का आलेख खीचंन ेके ͧलए, हम अध[-तल-I  
मɅ एक ǒबदंु ु(0, 0) मान लेत ेहɇ और यह जाचँत ेहɇ ͩक 
xऔर y के मान असͧमका को सतंçुट करत ेहɇ या नहȣ।ं

आप यह देखɅगे ͩ क x = 0, y = 0 असͧमका को सतंçुट करते 
हɇ। इस Ĥकार हम कहत ेहɇ ͩ क असͧमका का आलेख, अध[-
तल I है (आकृǓत 6.7 मɅ Ǒदखाया गया है)। चँूͩक रेखा के 
सभी ǒबदं ुअसͧमका (1) को सतंçुट करत ेहɇ। अतः रेखा भी आलेख का एक भाग है।
इस Ĥकार Ǒदए गए असͧमका का आलखे, रेखा सǑहत अध[-तल I है। èपçटतः अध[-तल II  आलखे 
का भाग नहȣ ंहै। इस Ĥकार असͧमका (1) का हल इसके आलखे (रेखा सǑहत, अध[-तल I) के 
समèत ǒबदं ुहै।

अब हम कुछ उदाहरणɉ कȧ सहायता स ेदो चर राͧशयɉ के रैͨखक असͧमकाओ ंके हल करन े
कȧ ͪवͬध èपçट करत ेहɇ।

उदाहरण 9 3x+ 2y > 6 को आलेखीय ͪवͬध (Graphically) से हल कȧिजए।

हल सव[Ĥथम हम समीकरण 3x+ 2y = 6 का Ēाफ खा्ंͫ डत रेखा के Ǿप मɅ खींचत ेहɇ (आकृǓत 6.8)।
यह रेखा xy - तल को दो अध[-तल I  तथा II  मɅ 
ͪवभािजत करती है हम एक ǒबदं ु(जो रेखा पर िèथत 
नहȣं है) जसेै (0, 0) का चयन करत ेहɇ जो अध[-तल 
I मɅ िèथत है (आकृǓत 6.8)। अब जाचँ करत े हɇ 
ͩक यह ǒबदं ुदȣ गई असͧमका को सतंçुट करता है 
अथवा नहȣ।ं
हम पात ेहɇ ͩक   3 (0) + 2 (0) > 6

या    0 > 6 , जो अस×य है।
अतः अध[-तल I, Ǒदए हुए असͧमका का हल-¢ğे 
नहȣं है। èपçटतः रेखा पर िèथत कोई भी ǒबदं,ु दȣ 

आकृǓत 6.7

आकृǓत 6.8
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गई असͧमका को सतंçुट नहȣ ंकरता है। दसूरे शÞदɉ मɅ, छायांͩ कत अध[-तल II, रेखा के ǒबदंओुं 

को छोड़कर, दȣ गई असͧमका का हल ¢ğे है।

उदाहरण 10 ɮͪवͪवमीय तल मɅ असͧमका 3x – 6  0 का आलेखन-ͪवͬध स ेहल कȧिजए।

हल 3x – 6 = 0 का आलखे आकृǓत 6.9 मɅ Ǒदया गया है।

हम एक ǒबदं ु(0, 0) का चयन करत ेहɇ और इस ेदȣ गई असͧमका मɅ रखने पर हम पात ेहɇ ͩक

3 (0) – 6  0  या – 6  0 जो ͩक अस×य है।

इस Ĥकार दȣ गई असͧमका का हल-¢ğे रेखा x = 2 के दाǑहनी ओर छायांͩकत भाग है।

उदाहरण 11 y < 2 को आलेखन-ͪवͬध स ेहल कȧिजए।

हल y = 2 का आलेख 6.10 मɅ Ǒदया गया है।

हम Ǔनचले अध[-तल I मɅ एक ǒबदं ुजसेै (0, 0) 

का चयन करत ेहɇ और दȣ गई असͧमका मɅ y = 0 रखने 

पर हम पात ेहɇ ͩक

1 × 0 < 2 या 0 < 2 जोͩक स×य है।

इस Ĥकार रेखा y = 2 के नीच ेका ¢ğे िजसमɅ 

मलू ǒबदं ु(0, 0) िèथत है, दȣ गई असͧमका का हल-¢ğे 

है। अतः रेखा y = 2 के नीच ेके समèत ǒबदं ु(िजसमɅ 

रेखा के ǒबदं ुसिàमͧलत नहȣं हɇ) दȣ गई असͧमका के 

हल हɇ।

Ĥæनावलȣ 6.2

Ǔनàनͧलͨखत असͧमकाओं को आलेखन-ͪवͬध से 
ɮͪवͪवमीय तल मɅ ǓनǾͪपत कȧिजए।
 1. x + y < 5 2. 2x + y  6 3. 3x + 4y  12
 4. y + 8  2x 5. x – y  2 6. 2x – 3y > 6

 7. – 3x + 2y  – 6 8. 3y – 5x < 30 9. y < – 2 10. x > – 3.

आकृǓत 6.9

आकृǓत 6.10
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आकृǓत 6.11

6.5 दो चर राͧशयɉ कȧ असͧमका Ǔनकाय का हल (Solution of System of Linear Inequalities in 

Two Variables)

ͪपछले अनभुाग मɅ हम दो चर राͧशयɉ के रैͨखक असͧमकाओ ंका आलेखन-ͪवͬध स ेहल करना 
सीख गए हɇ। अब हम कुछ उदाहरणɉ कȧ सहायता स ेदो चर राͧशयɉ कȧ असͧमका Ǔनकाय को 
हल करन ेकȧ ͪवͬध èपçट करɅगे।

उदाहरण 12 Ǔनàनͧलͨखत असͧमका Ǔनकाय
   x + y  5       ... (1)

   x – y  3       ... (2)

को आलेखीय ͪवͬध से हल कȧिजएः

हल रैͨखक असͧमका x+ y = 5 का आलेख आकृǓत 6.11 मɅ खीचंा गया है।  

हम देखत ेहɇ ͩक असͧमका (1) का हल, रेखा x+ y = 5 के ऊपरȣ छायांͩकत ¢ğे ɮवारा 
ǓनǾͪपत होता है िजसमɅ रेखा पर िèथत सभी ǒबदंु ुभी सिàमͧलत हɇ।

उÛहȣ ंǓनदȶशा¢ंɉ पर हम समीकरण का भी आलेख खीचंत ेहै जसैा ͩक (आकृǓत 6.11) मɅ 
Ǒदखाया गया है। तब असͧमका (2) का हल रेखा x – y = 3 के ऊपरȣ छायांͩ कत ¢ğे ɮवारा ǓनǾͪपत 
होता है, िजसमɅ रेखा पर सभी ǒबदं ुभी सिàमͧलत हɇ।

èपçटतः ɮͪवछायांͩ कत ¢ğे (double shaded region) जो उपयु[Èत दोनɉ छायांͩ कत ¢ğेɉ मɅ 
उभयǓनçठ हɇ, वहȣ Ǒदए हुए असͧमका Ǔनकाय (1) व (2) का वांǓछत हल ¢ğे है।
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उदाहरण 13 Ǔनàनͧलͨखत रैͨखक असͧमका Ǔनकाय को आलेखन ͪवͬध ɮवारा हल कȧिजए।

    5x + 4y  40     ... (1) 

    x  2       ... (2)

    y  3       ... (3)

हल सव[Ĥथम हम समीकरणɉ 5x + 4y = 40,  x = 2 और = 3 ɮवारा ǓनǾͪपत रेखाओ ंके आलखे 
खीचंत ेहɇ।

तब हम देखत ेहɇ ͩक असͧमका (1), रेखा 5x + 4y = 40 के नीच ेछायांͩ कत ¢ğे को ǓनǾͪपत 
करता है िजसमɅ रेखा के सभी ǒबदंु ुभी सिàमͧलत हɇ असͧमका (2), रेखा x= 2 के दाǑहनी ओर 
का छायांͩकत ¢ğे और असͧमका (3), रेखा y = 3 के  ऊपरȣ छायांͩ कत ¢ğे िजनमɅ इन रेखाओं 
के सभी ǒबदंु ुभी सिàमͧलत हɇ, को ǓनǾͪपत करता है। अतः सव[Ǔनçठ छायांͩ कत ¢ğे और रेखाओ ं
पर सभी ǒबदंु ु(आकृǓत 6.12) Ǒदए हुए रैͨखक असͧमका Ǔनकाय के हल हɇ।

बहुत सी åयावहाǐरक िèथǓतयɉ मɅ जो असͧमका Ǔनकाय स ेयुÈत हɇ, चर राͧशया ँxऔर y 

Ĥायः एसेी राͧशया ँहोती हɇ, जो ऋणा×मक नहȣं हो सकती हɇ। उदाहरणतः उ×पाǑदत इकाइयɉ कȧ 
सÉंया, Đय कȧ गई वèतओु ंकȧ सÉंया, काम करन ेमɅ लगे घटंɉ कȧ सÉंया आǑद। èपçटतः एेसी 
पǐरिèथǓत मɅ x  0 और y  0 हल ¢ğे Ĥथम चतथुाɍश मɅ हȣ होता है।
आइए अब हम कुछ एसेे असͧमका Ǔनकाय पर ͪवचार करत ेहɇ, िजनमɅ x  0, y  0 हɇ।

उदाहरण 14 Ǔनàनͧलͨखत असͧमका Ǔनकाय को आलेखीय ͪवͬध स ेहल कȧिजएः
   8x + 3y  100      ... (1)

आकृǓत 6.12
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   x  0       ... (2)

   y  0       ... (3)

हल हम रेखा 8x + 3y = 100 का आलेख खीचंत ेहɇ।
असͧमका 8x + 3y  100 इस रेखा के नीच ेके छायांͩ कत ¢ğे को ǓनǾͪपत करता है, िजसमɅ 

रेखा  8x +3y =100 के  सभी ǒबदंु ुसिàमͧलत हɇ (आकृǓत 6.13)।

चूंͩ क 8x + 3y  100, अतः ǒğͪवध छायांͩ कत (Triple shaded) ¢ğे का Ĥ×येक ǒबदंु ुजो Ĥथम 
चतथुाɍश मɅ है, तथा िजसमɅ रेखाओ ंके ǒबदंु ुभी सिàमͧलत हɇ, Ǒदए हुए असͧमका Ǔनकाय का हल 
ǓनǾͪपत करता है।

उदाहरण 15 Ǔनàनͧलͨखत असͧमका Ǔनकाय को आलेखीय ͪवͬध स ेहल कȧिजए।
   x + 2y  8      ... (1)

   2x + y  8      ... (2)

   x > 0       ... (3)

   y > 0       ... (4)

हल हम रेखाओ ंx + 2y = 8 और 2x + y = 8 का आलेख खीचंत ेहɇ। असͧमका (1) और (2) दोनɉ 
सगंत रेखाओ ंके ǒबदंुओु ंसǑहत अपन ेस ेनीच ेिèथत ¢ğेɉ को ǓनǾͪपत करत ेहɇ।
चूंͩ क x  0, y  0 अतः Ĥथम चतथुाɍश मɅ िèथत सव[Ǔनçठ छायांͩ कत ¢ğे के Ĥ×येक ǒबदंु ुǑदए 
हुए असͧमका Ǔनकाय के हल को ǓनǾͪपत करता है आकृǓत (6.14)।

आकृǓत 6.13
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Ĥæनावलȣ 6.3

Ĥæन 1 से 15 तक Ǔनàनͧलͨखत असͧमका Ǔनकाय को आलेखीय ͪ वͬध से हल कȧिजएः graphically: 

 1. x  3, y  2 2. 3x + 2y  12,  x  1, y  2

 3. 2x + y  6, 3x + 4y < 12 4. x + y  4,  2x – y < 0

 5. 2x – y >1, x – 2y < – 1 6. x + y  6,  x + y  4

 7. 2x +  y  8,  x + 2y  10 8. x + y  9,  y > x,  x  0

 9. 5x + 4y  20,   x  1, y  2

 10. 3x + 4y   60, x +3y  30, x  0,  y  0

 11. 2x + y  4,  x + y  3,  2x – 3y  6

आकृǓत 6.14

 12. x – 2y  3, 3x + 4y   12,  x  0 , y  1.

 13. 4x + 3y   60, y  2x,  x  3,   x, y  0

 14. 3x + 2y  150, x + 4y  80,  x  15,  y  0, x 0

 15. x + 2y  10, x + y  1, x – y  0, x  0, y  0
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ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 16 हल कȧिजए – 8  5x – 3 < 7.

हल इस िèथǓत मɅ हमारे पास दो असͧमकाए ँ– 8  5x – 3 और 5x – 3 < 7 हɇ। इÛहɅ हम साथ-
साथ हल करना चाहते हɇ। हम Ǒदए गए असͧमका के मÚय मɅ चर राͧश xका गणुाकं एक बनाना 
चाहत ेहɇ।
हमɅ £ात है ͩक  – 8  5x –3 < 7

या    –5  5x < 10    या –1  x < 2

उदाहरण 17 हल कȧिजए – 5   x   8.

हल £ात है ͩक – 5   
 x

  8

या   –10  5 – 3x  16 या – 15  – 3x  11

या   5  x  – 

िजसे हम 


   x   5 के Ǿप मɅ भी ͧलख सकते हɇ।

उदाहरण 18 Ǔनàनͧलͨखत असͧमका-Ǔनकाय को हल कȧिजएः
    3x – 7 < 5 + x                       ... (1)

    11 – 5 x  1     ... (2)

और उÛहɅ सÉंया रेखा पर आलेͨखत कȧिजए।

हल असͧमका (1) स ेहम ĤाÜत करत ेहɇ
   3x – 7 < 5 + x

या   x < 6       ... (3)

  असͧमका (2) स ेभी हम ĤाÜत करत ेहɇ
   11 – 5 x  1

या   – 5 x  – 10

या   x  2       ... (4)
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यǑद सÉंया रेखा पर (3) तथा (4) को आलेͨ खत करɅ तो हम पात ेहɇ ͩक xके उभयǓनçठ मान 
2 के बराबर या 2 से बड़ ेव 6 से छोटे हɇ जो आकृǓत 6.16 मɅ गहरȣ कालȣ रेखा ɮवारा Ĥदͧश[त 
ͩकए गए हɇ।

अतः असͧमका Ǔनकाय का हल वाèतͪवक सÉंया x, 2 के बराबर या 2 से बड़ा और 6 स ेछोटȣ 
है। इस Ĥकार 2  x < 6. 

उदाहरण 19 ͩकसी Ĥयोग मɅ नमक के अàल के एक ͪवलयन का तापमान 30o सिेãसयस और 
35o सिेãसयस के बीच हȣ रखना है। फारेनहाइट पमैान ेपर तापमान का पǐरसर £ात कȧिजए, यǑद 
सɅटȣĒेड से फारेनहाइट पमैाने पर पǐरवत[न सğू

आकृǓत 6.16

C =  (F – 32)           

है, जहाँ C और F क्रमशः तापमान को अंश सेल्सियस तथा अंश फारेनहाइट मंे निरूपित करते हंै।

हल £ात है ͩक 30 < C < 35

 C =   (F – 32), रखन ेपर हम पात ेहɇ,

 30 <  (F – 32) < 35,

या   × 30 < (F – 32) <    × 35

या   54 < (F – 32) < 63

या   86 < F < 95.

इस Ĥकार तापमान का अभीçट पǐरसर 86° F स े95° F है।

उदाहरण 20 एक Ǔनमा[ता के पास अàल के 12% ͪवलयन के 600 ͧलटर हɇ। £ात कȧिजए ͩक 
30% अàल वाले ͪवलयन के ͩकतने ͧलटर उसमɅ ͧमलाए जाए ँताͩक पǐरणामी ͧमĮण मɅ अàल 
कȧ माğा 15% स ेअͬधक परंतु 18% स ेकम हो।
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हल मान लȣिजए ͩक 30% अàल के ͪवलयन कȧ माğा x ͧलटर है।
तब सपंणू[ ͧमĮण  = (x + 600) ͧलटर
इसͧलए  30% x + 12% का 600 > 15% का (x + 600)

और  30% x + 12% का  600 < 18% का (x + 600)

या    +  (600) >  (x + 600)

और    +  (600) <  (x + 600)

या  30x + 7200 > 15x + 9000

और  30x + 7200 < 18x + 10800

या  15x > 1800 और 12x < 3600

या  x > 120 और x < 300,

अथा[त   120 < x < 300

इस Ĥकार 30% अàल के ͪवलयन कȧ अभीçट माğा 120 ͧलटर स ेअͬधक तथा 300 ͧलटर से 
कम होनी चाǑहए।

अÚयाय 6 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

Ĥæन 1 स े6 तक कȧ असͧमकाओ ंको हल कȧिजएः
 1. 2  3x – 4  5 2. 6  – 3 (2x – 4) < 12

 3.  4. 

 5.  6.    .

Ĥæन 7 स े10 तक कȧ असͧमकाओ ंको हल कȧिजए और उनके हल को सÉंया रेखा पर ǓनǾͪपत 
कȧिजए।
 7. 5x + 1 > – 24,   5x – 1 < 24

 8. 2 (x – 1) < x + 5,   3 (x + 2) > 2 – x

 9. 3x – 7 > 2 (x – 6) ,   6 – x > 11 – 2x

 10. 5 (2x – 7)  – 3  (2x + 3)  0 ,    2x + 19   6x + 47 .
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11. एक ͪवलयन को 68o F और 77o F के मÚय रखना है। सेिãसयस पमैान ेपर ͪवलयन के 

तापमान का पǐरसर £ात कȧिजए, जहा ँसिेãसयस फारेनहाइट पǐरवत[न सğू F =  C + 32 
है।

12. 8% बोǐरक एͧसड के ͪवलयन मɅ 2% बोǐरक एͧसड का ͪ वलयन ͧ मलाकर तन ु(dilute) ͩ कया 
जाता है। पǐरणामी ͧमĮण मɅ बोǐरक एͧसड 4% स ेअͬधक तथा 6% स ेकम होना चाǑहए। 
यǑद हमारे पास 8% ͪवलयन कȧ माğा 640 ͧलटर हो तो £ात कȧिजए ͩक 2% ͪवलयन के 
ͩकतने ͧलटर इसमɅ ͧमलाने हɉग?े

13. 45% अàल के 1125 ͧलटर ͪवलयन मɅ ͩकतना पानी ͧमलाया जाए ͩक पǐरणामी ͧमĮण मɅ 
अàल 25% स ेअͬधक परंत ु30% स ेकम हो जाए?

14. एक åयिÈत के बौɮͬधक-लिÞध (IQ) मापन का सğू Ǔनàनͧलͨखत हैः

IQ =  × 100,

 जहा ँMA मानͧसक आय ुऔर CA कालानĐुमी आय ुहै। यǑद 12 वष[ कȧ आय ुके बÍचɉ के 
एक समूह कȧ IQ, असͧमका 80  IQ  140 ɮवारा åयÈत हो, तो उस समहू के बÍचɉ कȧ 
मानͧसक आय ुका पǐरसर £ात कȧिजए।

साराशं

 एक असͧमका, दो वाèतͪवक सÉंयाओ ंया दो बीजीय åयजंकɉ मɅ <, >,   या  के 
ͬचéन के Ĥयोग से बनती है।

 एक असͧमका के दोनɉ प¢ɉ मɅ समान सÉंया जोड़ी या घटायी जा सकती है।
 ͩकसी असͧमका के दोनɉ प¢ɉ को समान धना×मक, सÉंया स ेगुणा (या भाग) ͩकया 

जा सकता है। परंत ुदोनɉ प¢ɉ को समान ऋणा×मक सÉंयाओ ंसे गणुा (या भाग) करने 
पर असͧमका के ͬचéन तदनसुार बदल जात ेहɇ।

 xके उन मानɉ (Values) को जो Ǒदएे गए असͧमका को एक स×य कथन बनात ेहɉ, उÛहɅ 
असͧमका का हल कहत ेहɇ।

 x< a (या x>  a)का सÉंया रेखा पर आलखे खीचंन ेके ͧलए सÉंया रेखा पर सÉंया a 
पर एक छोटा सा वƣृ बनाकर, a से बाɃ (या दाɃ) ओर कȧ सÉंया रेखा को गहरा काला 
कर देत ेहɇ।

 x  a (या x a) का सÉंया रेखा पर आलेख खीचंने के ͧलए सÉंया रेखा पर सÉंया 
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a पर एक छोटा काला वƣृ बनाकर a स ेबाɃ (या दाɃ) ओर कȧ सÉंया रेखा को गहरा 
काला कर देत ेहɇ। 

 यǑद दो चरांकɉ कȧ एक असͧमका के ͬचéन  या हɉ तो रेखा पर िèथत ǒबदं,ु असͧमका 
के हल मɅ सिàमͧलत होत ेहɇ और असͧमका का आलेख, समता ɮवारा ǓनǾͪपत गहरȣ 
मोटȣ रेखा के बाɃ (नीच)े या दाɃ (ऊपर) होता है जो उस ¢ğे का कोई भी ǒबदं ुअसͧमका 
को सतंçुट करता है।

 यǑद दो चराकंɉ कȧ एक असͧमका के ͬचéन < या > हɉ तो रेखा पर िèथत ǒबदं,ु 
असͧमका के हल मɅ सिàमͧलत नहȣं होत ेहɇ और असͧमका का आलेख, समता ɮवारा 
ǓनǾͪपत दानदेार रेखा के बाɃ (नीच)े या दाɃ (ऊपर) होता है जो उस ¢ğे का कोई भी 
ǒबदं,ु असͧमका को सतंçुट करता है।

 असͧमकाओ ंके Ǔनकाय का हल ¢ğे, वह उभयǓनçठ ¢ğे है जो Ǔनकाय मɅ सभी दȣ गई 
असͧमकाओ ंको सतंçुट करता है।
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Every body of discovery is mathematical in form because there is no 

other guidance we can have – DARWIN

7.1  भूͧ मक (Introduction)

मान लȣिजए ͩक आपके पास नबंर वाले ताले का एक सूटकेस है। 
माना उस ताले मɅ 4 चĐ लगे हɇ और Ĥ×येक चĐ 0 स े9 तक के 
10 अकंɉ ɮवारा ͬचिéनत है। ताल ेको खोला जा सकता है यǑद 4 
ͪवͧशçट अकंो को, ǒबना दोहराए, एक Ǔनिæचत Đम मɅ åयविèथत 
ͩकया जाए। माना ͩकसी कारण आप अकंɉ के इस Ǔनिæचत Đम 
को भूल गए हɇ। आपकɉ केवल पहला अकं याद है जो ͩक 7 है। 
ताल ेको खोलने के ͧलए, आपको 3 अकंɉ के ͩकतने अनĐुमɉ कȧ 
जाचँ करनी पड़गेी? इस Ĥæन के उƣर के ͧलए, आप सभंवतः शषे 
9 अकंɉ मɅ से एक समय मɅ 3 अकंɉ को लेकर, सभी सभंव Đमɉ 
को अͪवलबं सचूीबɮध करना Ĥारंभ कर दɅ। परंत ुयह ͪवͬध थकाने 
वालȣ और नीरस होगी, Èयɉͩक सभंव Đमɉ कȧ सÉंया बड़ी हो सकती 
है। इस अÚयाय मɅ, हम कुछ एसेी मौͧलक गणन तकनीक सीखɅगे िजनस ेहम, 3 अकंɉ के Đमɉ 
को सचूीबɮध ͩकए ǒबना हȣ, इस Ĥæन का उƣर दे सकɅ गे। वèततुः ये तकनीक, वèतुओ ंके चयन 
तथा उनको Đमबɮध करन ेके ͧभÛन-ͧभÛन तरȣकɉ कȧ सÉंया Ǔनधा[ǐरत करन ेमɅ उपयोगी होती 
हɇ। Ĥथम चरण मɅ, हम उस ͧसɮधातं पर ͪवचार  करɅगे, जो ͩक इन तकनीकɉ को सीखनɅ के ͧलए 
अ×यͬधक मौͧलक है।

7.2   गणना का आधारभूत ͧसɮधातं (Fundamental Principle of Counting) 

आइए हम Ǔनàनͧलͨखत समèया पर ͪवचार करɅः मोहन के पास P
1
, P

2ௗ
, P

3 
तीन पɇट तथा S

1
, S

2
  

दो कमीज़़Ʌ है।
 उसके पास पहनने के ͧलए पɇट तथा कमीज़ के ͩकतन ेͧभÛन-ͧभÛन जोड़ े(यÊुम) हɇ? एक 

अÚयाय

Jacob Bernoulli  
(1654-1705 A.D.)

Đमचय और संचय
(Permutations and Combinations)
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पɇट चनुन ेके ͧ लए 3 तरȣके हɇ, Èयɉͩक चयन के 
ͧलए 3 पɇट उपलÞध हɇ। इसी Ĥकार एक कमीज़ 
का चयन 2 तरह स ेͩकया जा सकता है। पɇट 
के Ĥ×येक चयन के ͧलए कमीज़ के चयन के 
2 ͪवकãप सभंव हɇ। अतः पɇट तथा कमीज़ के 
जोड़ɉ के चयन  कȧ सÉंया 3 × 2 = 6 है। इस 
तØय को आकृǓत 7.1 मɅ èपçट ͩकया गया है।

आइए हम इसी Ĥकार कȧ एक दसूरȣ 
समèया पर ͪवचार करɅः
शबनम के पास 2 बèत,े 3 खाने के ͫडÞब ेतथा 
2 पानी कȧ बोतलɅ हɇ। वह इन वèतओु ंको ͩ कस 
Ĥकार से ल ेजा सकती है (Ĥ×येक मɅ से एक 
चुन कर)।

एक बèत ेको 2 ͧभÛन तरȣकɉ स ेचनुा जा सकता है। एक बèत ेके चनेु जान ेके बाद, एक 
खाने के ͫडÞबे को चनुन ेके 3 ͧभÛन तरȣके हɇ। इस Ĥकार बèत ेऔर खाने के ͫडÞब ेके जोड़ɉ कȧ 
सÉंया  2 × 3 = 6 है। इनमɅ स ेĤ×येक जोड़ ेके ͧलए, एक पानी कȧ बोतल को चनुन ेके 2 ͧभÛन 
तरȣके हɇ। अतः शबनम ɮवारा इन वèतओु ंको èकूल ले जान ेके कुल 6 × 2 = 12 ͧभÛन तरȣके 
हɇ। यǑद हम दो बèतɉ को B

1
, B

2
, तीन खान ेके ͫडÞबɉ को T

1
, T

2
, T

3
 तथा दो पानी कȧ बोतलɉ 

को W
1
, W

2
, नाम दɅ, तो इन सभंावनाओ ंको नीच ेबनी आकृǓत ɮवारा èपçट ͩकया जा सकता है 

(आकृǓत 7.2.)।

आकृǓत 7.1

आकृǓत 7.2
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वèततुः उपयु[Èत Ĥकार कȧ समèयाओ ंको Ǔनàनͧलͨखत ͧसɮधातं के Ĥयोग ɮवारा सरल 
ͩकया जाता है, िजसे गणना का आधारभतू ͧसɮधातं अथवा केवल गणन ͧसɮधातं कहत ेहɇ और 
िजसका कथन इस Ĥकार है, 

“यǑद एक घटना m ͧभÛन तरȣकɉ से घǑटत हो सकती है, तदोपरातं एक अÛय घटना n 
ͧभÛन तरȣकɉ से घǑटत हो सकती है, तो Ǒदए हुए Đम मɅ दोनɉ घटनाओ ंके ͧभÛन तरȣकɉ के 
घǑटत होन ेकȧ कुल ͧभÛन सÉंया m×n है।” 

ऊपर वͨण[त ͧ सɮधातं का घटनाओ ंकȧ सीͧमत सÉंया के ͧ लए åयापकȧकरण ͩकया जा सकता 
है। उदाहरणाथ[, 3 घटनाओ ंके ͧलए, यह ͧसɮधातं Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से होगाः

‘यǑद एक घटना m ͧभÛन तरȣकɉ से घǑटत हो सकती है, इसके उपरातं एक दसूरȣ घटना 
n ͧभÛन तरȣकɉ स ेघǑटत हो सकती है, तदोपरातं एक तीसरȣ घटना p ͧभÛन तरȣकɉ स ेघǑटत हो 
सकती है, तो तीनɉ घटनाओ ंके घǑटत होन ेके ͧभÛन तरȣकɉ कȧ कुल सÉंया, Ǒदए हुए Đम मɅ, 
m × n × p है।” 

Ĥथम Ĥæन मɅ, पɇट तथा कमीज़ के जोड़ɉ को पहनन ेकȧ अभीçट सÉंया, Ǔनàनͧलͨखत 
घटनाओ ंके उƣरोƣर घǑटत होने के ͪवͧभÛन ͪवÛयासɉ कȧ सÉंया के तãुय हैः
 (i)  एक पɇट के चयन कȧ घटना
 (ii) एक कमीज़ के चयन कȧ घटना

दसूरे Ĥæन मɅ ͪवÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया, Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंके उƣरोƣर घǑटत होने 
के ͪवͧभÛन ͪवÛयासɉ कȧ सÉंया के बराबर हैः

 (i) एक बèत ेके चयन कȧ घटना,
 (ii) एक खान ेके ͫडÞब ेके चयन कȧ घटना,
 (iii) एक पानी कȧ बोतल के चयन कȧ घटना।

यहा ँदोनɉ मɅ से Ĥ×येक Ĥæन मɅ घटनाएँ अनके सभंव Đमɉ मɅ घǑटत हो सकती हɇ परंत ुहम 
इन सभंव Đमɉ मɅ स ेͩकसी एक का चयन करत ेहɇ और इस चयǓनत Đम मɅ घटनाओ ंके घǑटत 
होन ेके ͪवͧभÛन ͪवÛयासɉ कȧ गणना करत ेहɇ।

उदाहरण 1 शÞद ROSE, के अ¢रɉ से बनन ेवाले 4 अ¢रɉ वाल,े अथ[पूण[ या अथ[हȣन, शÞदɉ कȧ 
सÉंया £ात कȧिजए, जबͩक अ¢रɉ के पनुरावृͪ ƣ कȧ अनुमǓत नहȣं है।

हल रͬचत शÞदɉ कȧ सÉंया, 4 ǐरÈत èथानɉ  को 4 अ¢रɉ स ेउƣरोƣर भरन ेके 
तरȣकɉ कȧ सÉंया के बराबर है, जबͩक इस बात का Úयान रखा जाए ͩक पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत 
नहȣं है। पहल ेèथान को, 4 अ¢र R, O, S, और E मɅ से ͩकसी एक ɮवारा 4 ͪवͧभÛन तरȣकɉ से 
भरा जा सकता है। इसके बाद, दसूरे èथान को शषे तीन अ¢रɉ मɅ से ͩ कसी एक ɮवारा 3 ͪ वͧभÛन 
तरȣकɉ स ेभरा जा सकता हɇ इसके उपरातं तीसरे èथान को 2 ͪवͧभÛन तरȣकɉ स ेभरा जा सकता 
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है और अतं मɅ चौथ ेèथान को केवल 1 तरȣके स ेभरा जा सकता है इस Ĥकार गणुन ͧसɮधातं 
ɮवारा  चारɉ èथानɉ को भरन ेके तरȣकɉ कȧ सÉंया  4 × 3 × 2 × 1 = 24 है। अतः शÞदɉ कȧ अभीçट 
सÉंया 24 है। 

ǑटÜपणी   यǑद अ¢रɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनुमǓत होती, तो ͩकतन ेशÞद बन सकत ेहɇ? यह 
बात सरलता स ेसमझी जा सकती है ͩक 4 ǐरÈत èथानɉ मɅ स ेĤ×येक उƣरोƣर 4 ͪवͧभÛन 
तरȣकɉ स ेभरा जा सकता है। अतः शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया = 4 × 4 × 4 × 4 = 256.

उदाहरण 2 ͧभÛन-ͧभÛन रंगɉ के Ǒदए हुए 4 झडंɉ स,े ͩकतन ेͧभÛन-ͧभÛन सकेंत उ×पÛन ͩकए जा 
सकत ेहɇ, यǑद एक सकेंत के ͧलए, एक दसूरे के नीच,े 2 झडंɉ कȧ आवæयकता पड़ती है?

हल उ×पाǑदत सकेंतɉ कȧ सÉंया 2 ǐरÈत èथानɉ   को ͧभÛन-ͧभÛन रंगɉ के 4 झडंɉ से 
उƣरोƣर भरने के तरȣकɉ कȧ सÉंया के बराबर है। ऊपर के ǐरÈत èथान को 4 झडंɉ मɅ स ेͩकसी 
एक ɮवारा 4 ͪवͧभÛन तरȣकɉ स ेभरा जा सकता है। इसके बाद, नीच ेके ǐरÈत èथान को शषे 3 
झडंɉ मɅ स ेͩकसी एक ɮवारा 3 ͪवͧभÛन तरȣकɉ से भरा जा सकता है। अतः गणुन ͧसɮधातं ɮवारा 
सकेंतɉ कȧ अभीçट सÉंया = 4 × 3 = 12.

उदाहरण 3 अकंɉ 1, 2, 3, 4, 5 स ेͩकतनी 2 अकंȧय सम सÉंयाएँ बन सकती हɇ, यǑद अकंɉ कȧ 
पुनरावृͪ ƣ कȧ जा सकती है?

हल  सÉंयाओ ंको बनान ेके तरȣके, 2 ǐरÈत èथानɉ   को उƣरोƣर उͬचत Ĥकार से भरने 
के तरȣको कȧ सÉंया के बराबर है। यहा ँइकाई èथान को भरने के ͧलए केवल 2 ͪवकãप हɇः अकं 
2 या 4, और यह 2 तरȣकɉ स ेͩकया जा सकता है। इसके पæचात ्दहाई èथान को 5 अकंɉ मɅ से 
ͩकसी एक ɮवारा भरा जा सकता है (Èयɉͩक अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ जा सकती है)। अतः इसके 5 
ͪवकãप हɇ। अतएव गणुन ͧ सɮधातं ɮवारा दो अकंɉ वालȣ सम सÉंयाओ ंकȧ अभीçट सÉंया = 2 × 5, 

अथा[त ्10 है। 

उदाहरण 4 यǑद पाचँ ͪवͧभÛन झडं ेउपलÞध हɇ, तो उन ͪवͧभÛन सकेंतɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए 

िजÛहɅ कम स ेकम दो झडंɉ को एक ऊÚव[ दंड पर Đमवत एक को दसूरे के नीच ेरखकर उ×पÛन 

ͩकया जा सकता है?

हल एक सकेंत या तो 2 या 3 या 4 या 5 झडंɉ स ेबनाया जा सकता है। अब हम 2, 3, 4 या 

5 झडंɉ स ेबनने वाले सकेंतɉ कȧ सभंव सÉंयाओ ंकȧ अलग-अलग गणना करɅगे और ͩफर इन 

सÉंयाओ ंको जोड़ दɅगे।
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2 झडंɉ ɮवारा बनन ेवाले सकेंतɉ कȧ सÉंया, 5 उपलÞध झडंɉ स े2 ǐरÈत èथानɉ  

को उƣरोƣर भरन ेकȧ सÉंया के बराबर है। गणुन Ǔनयम के अनसुार इसकȧ सÉंया = 5 × 4 = 20 है।
 इसी Ĥकार 3 झडंɉ ɮवारा बनन ेवाल ेसकेंतɉ कȧ सÉंया, 5 झडंɉ से 3 ǐरÈत èथानɉ  

को उƣरोƣर भरन ेकȧ सÉंया के बराबर है इसकȧ सÉंया 5 × 4 × 3 = 60 है।

 इसी Ĥकार 4 झडंɉ वाले सकेंतɉ कȧ सÉंया  = 5 × 4 × 3 × 2 = 120

और  5 झडंɉ वाले सकेंतɉ कȧ सÉंया  = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120

अतः  सकेंतो कȧ अभीçट सÉंया  = 20 + 60 + 120 + 120 = 320.

Ĥæनावलȣ 7.1

 1. अकं 1, 2, 3, 4 और 5 से ͩकतनी 3 अकंȧय सÉंयाए ँबनाई जा सकती हɇ, यǑद 

 (i) अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत हो ?

 (ii) अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣ ंहो ?

 2. अकं 1, 2, 3, 4, 5, 6 से ͩ कतनी 3 अकंȧय सम सÉंयाएँ बनाई जा सकती हɇ, यǑद अकंɉ कȧ 
पुनरावृͪ ƣ कȧ जा सकती है ?

 3. अĒेंज़ी वण[माला के Ĥथम 10 अ¢रɉ स ेͩकतने 4 अ¢र के कोड बनाए जा सकत ेहɇ, यǑद 
ͩकसी भी अ¢र कȧ पनुरावृͪ ƣ नहȣ ंकȧ जा सकती है?

 4. 0 से 9 तक के अकंɉ का Ĥयोग करके ͩकतन े5 अकंȧय टेलȣफोन नबंर बनाए जा सकते हɇ, 
यǑद Ĥ×येक नबंर 67 से Ĥारंभ होता है और कोई अकं एक बार से अͬधक नहȣं आता है?

 5. एक ͧसÈका तीन बार उछाला जाता है और पǐरणाम अंͩ कत कर ͧलए जात ेहɇ। पǐरणामɉ कȧ 
सभंव सÉंया Èया है?

 6. ͧभÛन-ͧभÛन रंगɉ के 5 झडं ेǑदए हुए हɇ। इनस ेͩकतन ेͪ वͧभÛन सकेंत बनाए जा सकत ेहɇ, यǑद 
Ĥ×येक सकेंत मɅ 2 झडंɉ, एक के नीच ेदसूरे, के Ĥयोग कȧ आवæयकता पड़ती है?

7.3 Đमचय (Permutations)

ͪपछले अनÍुछेद के उदाहरण 1 मɅ, हम वाèतव मɅ अ¢रɉ के ͪ वͧभÛन ͪ वÛयासɉ, जसै ेROSE, REOS, 

..., इ×याǑद, कȧ सभंव सÉंया कȧ गणना करत ेहɇ। इस सचूी मɅ Ĥ×येक ͪवÛयास दसूरे से ͧभÛन 
हɇ। दसूरे शÞदɉ मɅ अ¢रɉ के ͧलखन ेका Đम मह×वपणू[ है इनमɅ स ेĤ×येक ͪवÛयास, 4 ͪवͧभÛन 
अ¢रɉ मɅ स ेएक समय मɅ सभी को साथ लेकर बनाया गया, Đमचय कहलाता है अब यǑद हमɅ 
शÞद NUMBER, के अ¢रɉ मɅ से 3 अ¢रȣय, अथ[पणू[ या अथ[हȣन रͬचत शÞदɉ कȧ सÉंया Ǔनधा[ǐरत 
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करनी है, जबͩक अ¢रɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣं हो, तो हमɅ NUM, NMU,MUN,NUB, 

...इ×याǑद ͪ वÛयासɉ कȧ गणना कȧ आवæयकता है। यहा ँपर हम 6 ͪ वͧभÛन अ¢रɉ मɅ स ेएक समय 
मɅ 3 अ¢रɉ को लकेर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ गणना कर रहे हɇ। इस Ĥकार के शÞदɉ कȧ अभीçट 
सÉंया = 6 × 5 × 4 = 120 (गणुन ͧसɮधातं के Ĥयोग ɮवारा) हɇ। 

यǑद अ¢रɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत होती, तो शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया 6 × 6 × 6 = 216 होगी।

पǐरभाषा 1     Đमचय एक Ǔनिæचत Đम मɅ बना ͪवÛयास है, िजसको दȣ हुई वèतओु ंमɅ स ेएक 
समय मɅ कुछ या सभी को लेकर बनाया गया है।

 नीच ेǑदए उप-अनÍुछेद मɅ हम उस सूğ को Ǔनधा[ǐरत करɅगे िजसकȧ आवæयकता इस Ĥकार 
के Ĥæनɉ के उƣर देन ेके ͧलए पड़ती है।

7.3.1  Đमचय, जब सभी वèतएु ँͧभÛन-ͧभÛन हɇ (Permutations when all the objects are distinct)  

Ĥमेय 1  n ͪ वͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ r वèतओु ंको लेकर बनाए गए Đमचयɉ कȧ सÉंया 
को Ĥतीक nP

r
 स ेǓनǾͪपत करत ेहɇ, जहा ँ0 < r n तथा ͩ कसी भी Đमचय मɅ वèतओु ंकȧ पनुरावृͪ ƣ 

कȧ अनमुǓत नहȣं है, nP
r
. = n ( n – 1) ( n – 2). . .( n – r + 1)

उपपͪƣ  Đमचयɉ कȧ सÉंया, r  ǐरÈत èथानɉ को      . . .   उƣरोƣर  

       r ǐरÈत èथान      

  

n वèतओु ंस ेभरन ेके तरȣकɉ कȧ सÉंया के बराबर है। पहला èथान n तरȣकɉ स ेभरा जा सकता 
है। इसके बाद दसूरा èथान (n – 1) तरȣकɉ स ेभरा जा सकता है। इसके उपरातं तीसरा èथान 
[n – 2)तरȣकɉ से भरा जा सकता है ......... और  r वा ँèथान (n – (r – 1)] तरȣकɉ से भरा जा 
सकता है। अतः r ǐरÈत èथानɉ को उƣरोƣर भरन ेके तरȣकɉ कȧ सÉंया = n(n – 1) (n – 2) . . .   

(n – (r – 1)) या n ( n – 1) (n – 2) ... (n – r + 1)

nP
r
 के ͧ लए यह एक बोͨझल åयजंक है और हमɅ एक एेसे सकेंतन कȧ आवæयकता है, िजसकȧ 

सहायता से इस åयजंक के ͪ वèतार को घटाया जा सके। Ĥतीक n! (िजसे n Đमगुͨ णत पढ़त ेहɇ)इसमɅ 
हमारȣ सहायता करता है। Ǔनàनͧलͨखत ͪ ववरण मɅ हम सीखɅगे ͩ क वाèतव मɅ n!  का Èया अथ[ है?

7.3.2  Đमगुͨ णत सकेंतन (Factorial notation) सकेंतन n! Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके गणुनफल 
को åयÈत करता है अथा[त ्1 × 2 × 3 × . . . × (n – 1) × n को  n! ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। हम 
इस Ĥतीक को ‘n Đमगुͨ णत पढ़त ेहɇ। इस Ĥकार 1 × 2 × 3 × 4 . . .  × (n – 1) × n = n ! तदनसुार
  1 = 1 !
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  1 × 2 = 2 !

  1× 2 × 3 = 3 !

  1 × 2 × 3 × 4 = 4 ! इ×याǑद

हम पǐरभाͪषत करत ेहɇ, ͩक 0 ! = 1

इस Ĥकार हम ͧलख सकत ेहɇ, ͩक 5 ! = 5 × 4 ! = 5 × 4 × 3 ! = 5 × 4 × 3 × 2 !

 = 5 × 4 × 3 × 2 × 1!

èपçटतया सभी Ĥाकृत सÉंया n के ͧलए

        n !  = n (n  –  1) !

   = n (n  –  1) (n  –  2) !  [ यǑद n 2]

   = n (n  –  1) (n  –  2)  (n  –  3) ! [ यǑद n 3]

इ×याǑद

उदाहरण 5 मान Ǔनकाͧलए  (i) 5 !  (ii) 7 !  (iii) 7 ! – 5!

हल (i) 5 ! = 1 × 2 × 3 × 4 × 5 = 120

 (ii) 7 ! = 1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6 ×7 = 5040

और (iii) 7 !  –  5! = 5040  –  120 = 4920

उदहारण 6 पǐरकलन कȧिजए (i)        (ii) 

हल  (i) हम ĤाÜत करत ेहɇ,  =  = 7 × 6 = 42

और (ii)   =  = 6 × 11 = 66

उदाहरण 7 मान Ǔनकाͧलए , जहा ँ n = 5, r = 2

हल  हमɅ Ǔनàनͧलͨखत का मान Ǔनकालना है  

    (Èयɉͩक n = 5, r = 2)

यहाँ पर   = 
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उदाहरण 8  यǑद  , तो x £ात कȧिजए।

हल  यहाँ पर 

अतएव   या   

अतः   x = 100 

Ĥशन्ावालȣ 7.2

 1. मान Ǔनकाͧलएः
  (i) 8 ! (ii) 4 ! – 3 !

 2. Èया  3 ! + 4 ! = 7 ! ?  3.  का पǐरकलन कȧिजए        

 4 यǑद , तो x का मान £ात कȧिजए।
 

 5. , का मान Ǔनकाͧलए  जब

  (i) n = 6, r = 2 (ii) n = 9, r = 5.

7.3.3  nP
r 
के ͧलए सğू कȧ åय×ुपͪƣ ( Derivation of the formula for nP

r 
)

, 0  r  n

आइए हम उस अवèथा पर वापस चलɅ जहा ँहमने Ǔनàनͧलͨखत £ात ͩकया थाः
nP

r
 = n (n – 1) (n – 2) . . .  (n – r + 1)

इसके अशं और हर को  (n – r) (n – r – 1) . . . 3 × 2 × 1, स ेगणुा करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है ͩक

  = , 
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इस Ĥकार , जहा ँ0 < r n

यह nP
r
 पहले स ेअͬधक सुͪवधाजनक åयजंक है। 

ͪवशषे Ǿप स ेजब r = n, तो 

Đमचयɉ कȧ गणना, केवल उन तरȣकɉ कȧ गणना है, िजनमɅ एक समय मɅ कुछ या सभी 
वèतुओ ंका ͪवÛयास ͩकया गया हो। एक भी वèतु के ǒबना ͪवÛयास कȧ सÉंया बराबर है उस 
सÉंया के िजसमɅ सभी वèतओु ंको छोड़कर ͪवÛयास ͩकया गया हो और हमɅ £ात है ͩक एेसा 
करन ेका केवल एक तरȣका है। इसी कारण स ेहमन ेn P

0 
= 1 पǐरभाͪषत ͩकया है।

   n P
0
 = 1 =      ... (1) 

अतः सğू (1), r = 0 के ͧलए भी लाग ूहै।

अतः   .

Ĥमेय 2  n ͪ वͧभÛन वèतुओ ंमɅ से एक समय मɅ r वèतुओ ंको लकेर बन ेĐमचयɉ कȧ सÉंया, जबͩक 
वèतुओ ंके पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत हो, nr होती है।

इसकȧ उपपͪƣ ͪपछल ेĤमेय कȧ उपपͪƣ के समान है, अतः इसको पाठक के ͧलए छोड़ 
Ǒदया गया है।

अब हम nP
r
 के सूğ कȧ उपयोͬगता को èपçट करन ेके ͧलए ͪपछले अनÍुछेद के कुछ Ĥæनɉ 

को इस सूğ के Ĥयोग ɮवारा सरल कर रहे हɇ।

उदाहरण 1 मɅ शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया  = 4P
4
 = 4! = 24 जब पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣ ंहɇ। यǑद 

पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत हो, तो शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया 44 = 256 होगी।

NUMBER शÞद के अ¢रɉ मɅ से 3 अ¢रɉ वाले चयǓनत शÞदɉ कȧ सÉंया  =  = 

4 × 5 × 6 = 120, यहा ँइस Ĥæन मɅ भी पुनरावृͪ ƣ कȧ अनुमǓत नहȣ ंहै। यǑद पुनरावृͪ ƣ कȧ अनुमǓत 
हो, तो शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया  63 = 216 होगी।
 12 åयिÈतयɉ के एक समुदाय से एक अÚय¢ और एक उपाÚय¢ के चयन के  तरȣकɉ 
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कȧ सÉंया, यह मानकर ͩक एक åयिÈत एक स ेअͬधक पद पर नहȣ ंरह सकता है, èपçटतया 

 = 132..

7.3.4   Đमचय, जब सभी वèतएु ँͧभÛन-ͧभÛन नहȣ ंहɇ (Permutations when all the objects are not 

distinct objects)  मान लȣिजए ͩक हमɅ शÞद ROOT के अ¢रɉ के पुनͪव[Ûयास के तरȣकɉ कȧ सÉंया 
£ात करनी है। इस दशा मɅ, सभी अ¢र ͧभÛन-ͧभÛन नहȣ ंहै। यहा ँ2 O हɇ जो समान Ĥकार के 
अ¢र हɇ। हम इन दोनɉ O को अèथाई Ǿप से ͧभÛन-ͧभÛन मान लेत ेहɇ जसेै O

1
 और O

2
. अब इस 

दशा मɅ 4 ͪवͧभÛन अ¢रɉ मɅ स ेएक समय मɅ सभी को लेकर बनने वाल ेĐमचयɉ कȧ सÉंया 4! 
है। इन Đमचयɉ मɅ से एक Đमचय RO

1
O

2
T  पर ͪ वचार कȧिजए। इसके सगंत, यहाँ पर 2! Đमचय 

RO
1
O

2
T तथा RO

2
O

1
T एेसे हɇ जो ͩक समान Đमचय होत ेयǑद O

1
 तथा  O

2 
को ͧभÛन-ͧभÛन नहȣं 

माना गया होता अथा[त ्यǑद  O
1
 तथा  O

2 
 दोनɉ Đमचय मɅ O होत।े अतएव, Đमचयɉ कȧ अभीçट 

सÉंया   = 

इस बात को नीच ेèपçट ͩकया गया हैः

 Đमचय जब O
1
, O

2
 Đमचय जब O

1
, O

2
 दोनɉ

 ͧभÛन-ͧभÛन हɇ। O के समान हɇ

   R O O T

   T O O R

    R O T O

    T O R O

    R T O O

   T R O O

   O O R T
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   O R O T

   O T O R

   O R T O

   O T R O

   O O T R

आइए अब हम शÞद INSTITUTE के अ¢रɉ के पुनͪव[Ûयास के तरȣकɉ कȧ सÉंया £ात करɅ। 

इस दशा मɅ 9 अ¢र हɇ, िजनमɅ I दो बार तथा T तीन बार आता है।

अèथाई Ǿप से, हम इन समान अ¢रɉ को ͧभÛन-ͧभÛन मान लते ेहɇ जसै े I
1
, I

2
, T

1
,  T

2
, T

3
.  

9 ͪवͧभÛन अ¢रɉ मɅ से एक समय मɅ सभी को लेन ेस ेबने Đमचयɉ कȧ सÉंया 9! है। इनमɅ से 

एक Đमचय माना ͩक I
1
 NT

1
 SI

2
 T

2
 U E T

3 
पर ͪवचार  कȧिजए। यǑद I

1
, I

2
 समान नहȣं हɉ और T

1
, 

T
2
, T

3
 एक जसै ेन हɉ तो I

1
, I

2
 का 2! तरȣकɉ स ेतथा T

1
, T

2
, T

3
 का 3! तरȣकɉ स ेͪवÛयास ͩकया 

जा सकता है। यǑद I
1
, I

2
 समान हɉ तथा T

1
, T

2
, T

3
 समान हो, तो 2! × 3! Đमचय समान होगɅ। इस 

Ĥकार पछेू गए ͪवͧभÛन Đमचयɉ कȧ कुल सÉंया  है। हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये का कथन 

(ǒबना उपपͪƣ) åयÈत कर सकत ेहɇ।

Ĥमेय 3  n वèतुओ ंके Đमचयɉ कȧ सÉंया, जहा ँp वèतएु ँसमान Ĥकार कȧ और शषे ͧभÛन Ĥकार 

कȧ हɇ = .

वèततुः इस सबंधं मɅ एक अͬधक åयापक Ĥमेय हैे जो नीच ेवͨण[त हैः
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Ĥमेय 4  n वèतओु ं के Đमचयɉ कȧ सÉंया  है।, जहा ँp
1
 वèतएु ँएक Ĥकार कȧ, 

p
2
 वèतएु ँदसूरे Ĥकार कȧ , ..., p

k
 वèतएु ँkवा ँĤकार कȧ और शषे (यǑद कोई है) ͪवͧभÛन Ĥकार 

कȧ हɇ।  

उदाहरण 9 ALLAHABAD शÞद के अ¢रɉ स ेबनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए। 

हल  यहाँ पर 9 अ¢र हɇ, िजनमɅ A,  4 बार आया है, 2 बार L आया है तथा शषे ͪवͧभÛन Ĥकार 

के हɇ। अतएव ͪवÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया 

 =  = 7560

उदाहरण 10  1 से 9 तक के अकंɉ का Ĥयोग करके ͩकतनी 4 अकंȧय सÉंयाएँ बनाई जा सकती 

हɇ, यǑद अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣ ंहै?

हल  यहा ँपर अकंɉ का Đम मह×वपणू[ है, उदाहरण के ͧलए 1234 तथा 1324 दो ͧभÛन-ͧभÛन 

सÉंयाए ँहɇ। अतः 4-अकंȧय सÉंयाओ ंकȧ सÉंया 9 ͪवͧभÛन अकंɉ मɅ से एक समय मɅ 4 अकंɉ 

को लकेर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया के बराबर है। इस Ĥकार 4-अकंȧय सÉंयाओ ंकȧ अभीçट 

सÉंया  = 9 × 8 × 7 × 6 = 3024.

उदाहरण 11 100 से 1000 के बीच िèथत ͩकतनी सÉंयाएँ हɇ, िजÛहɅ अकं 0, 1, 2, 3, 4, 5 से 

बनाया जा सकता है, यǑद अकंɉ के पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣ ंहै।

हल  100 स े1000 के बीच िèथत Ĥ×येक सÉंया एक 3 अकंȧय सÉंया है। Ĥथम हम 6 अकंɉ मɅ 

से एक समय मɅ 3 अकंɉ को लकेर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया कȧ गणना करत ेहɇ। यह सÉंया  
6P

3 
है परंत ु इन Đमचयɉ मɅ व ेभी सिàमͧलत हɇ, िजनमɅ 0, सकैड़ ेके èथान पर है। उदाहरण के 

ͧलए 092, 042 .... इ×याǑद और ये एेसी सÉंयाए ँहै जो वाèतव मɅ 2 अकंȧय हɇ। अतः अभीçट 

सÉंया को £ात करन ेके ͧलए, इस Ĥकार कȧ 2 अकंȧय सÉंयाओ ंके  6P
3 
मɅ से घटाना पड़गेा। अब 

इन 2-अकंȧय सÉंयाओ ंकȧ सÉंया £ात करन ेके ͧलए, हम 0 को सकैड़ ेके èथान पर िèथर कर 

देत ेहɇ और शषे 5 अकंो से एक समय मɅ दो अकंɉ को लेकर बनन ेवाले पुनͪव[Ûयासɉ कȧ सÉंया 

£ात करत ेहɇ। यह सÉंया 5P
2 
है। अतः अभीçट सÉंया =

 = 4 × 5 × 6  –  4 ×5 = 100
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उदाहरण 12  n का मान £ात कȧिजए, इस Ĥकार ͩक

 (i)  (ii) , n > 4

हल (i) Ǒदया है ͩक

 

या n (n – 1) (n – 2) (n – 3) (n – 4) = 42 n(n – 1) (n – 2)

Èयɉͩक n > 4   इसͧलए  n(n – 1) (n – 2)  0

अतएव, दोनɉ प¢ɉ को n(n – 1) (n – 2), से भाग देन ेपर  

 (n – 3) (n – 4) = 42

या n2  –  7n  –  30 = 0

या n2 – 10n + 3n – 30 = 0

या (n – 10) (n + 3) = 0

या n  –  10 = 0   या   n + 3 = 0

या n = 10  या  n = – 3

Èयɉͩक  n ऋण सÉंया नहȣ ंहो सकती है अतः n = 10

 (ii)  Ǒदया है ͩक 

इस Ĥकार  3n (n – 1) (n – 2) (n – 3) = 5(n – 1) (n – 2) (n – 3) (n – 4)

या 3n = 5 (n – 4) [ Èयɉͩक (n – 1) (n – 2) (n – 3)  0, n > 4]

या   n = 10

उदाहरण 13 £ात कȧिजए  r, यǑद 5 4P
r
 = 6 5P

r–1
 .

हल  यहा ँपर 
 

या  

या  

या  (6  –  r) (5  –  r) = 6
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या  r2  –  11r + 24 = 0

या  r2 – 8r – 3r + 24 = 0

या  (r  –  8) (r  –  3) = 0

या  r = 8   or  r = 3.

अतः   r = 8, 3. 

उदाहरण 14 DAUGHTER शÞद के अ¢रɉ से 8 अ¢र वाल ेͪ वÛयासɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए, यǑद 
 (i) सब èवर एक साथ रहɅ। (ii) सब èवर एक साथ नहȣ ंरहɅ।

हल (i) DAUGHTER शÞद मɅ 8 ͪ वͧभÛन अ¢र हɇ, िजनमɅ स े3 èवर हɇ, अथा[त ्A, U तथा E 
Èयɉͩक सभी èवरɉ को एक साथ रहना है इसͧलए हम कुछ समय के ͧलए उनको सिàमͧलत Ǿप 
से एक वèत ु(AUE) मान लते ेहɇ। यह अकेलȣ वèत ुशषे 5 वèतओु ं(अ¢रɉ) के साथ ͧमलकर 6 
वèतुए ँहो जाती हɇ। ͩफर हम 6 वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ सभी को लेकर बनन ेवाले Đमचयɉ 
कȧ सÉंया कȧ गणना करत ेहɇ। यह सÉंया 6P

6
 = 6! है। इनमɅ स ेĤ×येक Đमचय के सगंत हमɅ तीन 

èवरɉ A, U, E मɅ स ेसभी को एक समय मɅ लकेर 3! Đमचय बनत ेहɇ। अतएव गणुन ͧसɮधातं से 
Đमचयɉ कȧ अभीçट सÉंया = 6 ! × 3 ! = 4320.

 (ii) यǑद हमɅ उन Đमचयɉ कȧ सÉंया £ात करनी है, िजनमɅ सभी èवर एक साथ नहȣं हɇ, 
तो हमɅ पहले 8 अ¢रɉ मɅ स ेएक समय मɅ सभी को साथ लेकर बनन ेवाले ͪवÛयासɉ कȧ सभंव 
सÉंया £ात करनी होगी, जो 8! है। ͩफर इस सÉंया स ेहमɅ सब èवरɉ के एक साथ रहन ेवालȣ 
Đमचयɉ कȧ सÉंया घटानी पड़गेी।

अतः अभीçट सÉंया       8 ! – 6 ! × 3 !  = 6 ! (7×8  –  6)

 = 2 × 6 ! (28 – 3)

 = 50 × 6 ! = 50 × 720 = 36000

उदाहरण 15  4 लाल, 3 पीलȣ तथा 2 हरȣ ͫडèकɉ को एक पंिÈत मɅ ͩकतन ेĤकार स ेåयविèथत 
ͩकया जा सकता है, यǑद एक हȣ रंग कȧ ͫडèकɉ मɅ कोई अतंर नहȣं है ?

हल  ͫडèकɉ कȧ कुल सÉंया 4 + 3 + 2 = 9 है। इन 9 ͫडèकɉ मɅ स े4 ͫडèकɅ  एक Ĥकार कȧ (लाल), 

3 ͫडèकɅ  दसूरे Ĥकार कȧ (पीलȣ) तथा 2 ͫडèकɅ  तीसरे Ĥकार कȧ (हरȣ) हɇ। 

इस Ĥकार ͫडèकɉ को åयविèथत करने कȧ सÉंया .

उदाहरण 16 INDEPENDENCE शÞद के अ¢रɉ से बनन ेवाल ेͪवÛयासɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए। 
इन ͪवÛयासɉ मɅ स ेͩकतन ेͪवÛयासɉ मɅ,
 (i) शÞद P से Ĥारंभ होते हɇ?
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 (ii) सभी èवर सदैव एक साथ रहत ेहɇ?

 (iii) èवर कभी भी एक साथ नहȣ ंरहते हɇ?

 (iv) शÞद I स ेĤारंभ होत ेहɇ और उनका अतं P स ेहोता है ?

हल  यहा ँपर 12 अ¢र है, िजनमɅ स ेN तीन बार, E चार बार D, दो बार आता है और शषे अ¢रɉ 

मɅ सभी ͧभÛन-ͧभÛन हɇ।

इसͧलए ͪवÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया  

   (i) हम P को सबसे बाए ँèथान पर िèथर कर देत ेहɇ और ͩ फर शषे 11 अ¢रɉ के ͪ वÛयास 

कȧ गणना करत ेहɇ। अतएव P स ेĤारंभ होने वाल ेशÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया

.

     (ii) Ĥदƣ शÞद मɅ 5 èवर हɇ, जो ͩक 4 बार E है तथा 1 बार  I है Èयɉͩक ͩक इनको सदैव 

एक साथ रहना है, इसͧलए इनको कुछ समय के ͧलए एक अकेलȣ वèत ु  

समझ लते ेहɇ। यह अकेलȣ वèतु शषे 7 वèतओु ंके साथ ͧमलकर कुल 8 वèतएु ँ

हो जाती हɇ। इन 8 वèतओु ंिजनमɅ 3 बार N है, तथा दो बार D है के ͪवÛयासɉ 

कȧ सÉंया  है। इनमɅ से Ĥ×येक ͪवÛयास के सगंत 5 èवर E, E, E, E तथा I के 

ͪवÛयासɉ कȧ सÉंया है। इसͧलए गणुन ͧ सɮधातं ɮवारा ͪ वÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया 

 (iii) ͪवÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया

  = ͪवÛयासɉ कȧ कुल सÉंया (ǒबना ͩकसी ĤǓतबधं के) - ͪवÛयासɉ कȧ सÉंया, िजनमɅ 

सभी èवर एक साथ रहत ेहɇ

= 1663200 – 16800  = 1646400

 (iv) हम I तथा P को दोनɉ ͧसरɉ पर िèथर कर देत ेहɇ (I बाए ँͧसरे पर और P दाए ँͧसरे पर). 

इस Ĥकार हमारे पास 10 अ¢र शषे रहत ेहɇ।

 अतः ͪवÛयासɉ कȧ अभीçट सÉंया = = 12600
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Ĥæनावलȣ 7.3

 1. 1 से 9 तक के अकंɉ को Ĥयोग करके ͩकतन े3 अकंȧय सÉंयाए ँबन सकती हɇ, यǑद ͩकसी 
भी अकं को दोहराया नहȣ ंगया है?

 2. ͩकसी भी अकं को दोहराए ǒबना ͩकतनी 4 अकंȧय सÉंयाए ँहोती हɇ?
 3. अकं 1, 2, 3, 4, 6, 7 को ĤयÈुत करने स ेͩ कतनी 3 अकंȧय सम सÉंयाए ँबनाई जा सकती 

हɇ, यǑद कोई भी अकं दोहराया नहȣ ंगया है?
 4. अकं 1, 2, 3, 4, 5 के उपयोग ɮवारा ͩकतनी 4 अकंȧय सÉंयाए ँबनाई जा सकती है, यǑद 

कोई भी अकं दोहराया नहȣं गया है? इनमɅ स ेͩकतनी सम सÉंयाएँ हɉगी?ं
 5. 8 åयिÈतयɉ कȧ सͧमǓत मɅ, हम ͩ कतन ेĤकार स ेएक अÚय¢ और एक उपाÚय¢ चुन सकते 

हɇ, यह मानत ेहुए ͩक एक åयिÈत एक से अͬधक पद पर नहȣं रह सकता है?
 6. यǑद   n – 1P

3
 : nP

4
 = 1 : 9 तो n £ात कȧिजए। 

 7.  r £ात कȧिजए, यǑद (i)  (ii) .

 8. EQUATION शÞद के अ¢रɉ मɅ स ेĤ×येक को तØयतः केवल एक बार उपयोग करके ͩकतने 
अथ[पूण[ या अथ[हȣन, शÞद बन सकत ेहɇ?

 9. MONDAY शÞद के अ¢रɉ से ͩकतने, अथ[पणू[ या अथ[हȣन, शÞद बन सकत ेहɇ, यह मानत ेहुए 
ͩक ͩकसी भी अ¢र कȧ पनुरावृͪ ƣ नहȣं कȧ जाती है, यǑद 

 (i) एक समय मɅ 4 अ¢र ͧलए जात ेहɇ? (ii) एक समय मɅ सभी अ¢र ͧलए जात ेहɇ?
 (iii) सभी अ¢रɉ का Ĥयोग ͩकया जाता है, ͩकंत ुĤथम अ¢र एक èवर है?

 10. MISSISSIPPI शÞद के अ¢रɉ स ेबन ेͧभÛन-ͧभÛन Đमचयɉ मɅ से ͩकतनɉ मɅ चारɉ I एक 
साथ  नहȣ ंआत ेहɇ ?

 11.  PERMUTATIONS शÞद के अ¢रɉ को ͩ कतन ेतरȣकɉ से åयविèथत ͩ कया जा सकता है, यǑद
 (i) चयǓनत शÞद का Ĥारंभ P से तथा अतं S स ेहोता है। 
 (ii) चयǓनत शÞद मɅ सभी èवर एक साथ हɇ?
 (iii)  चयǓनत शÞद मɅ P तथा S के मÚय सदैव 4 अ¢र हɉ ? 

7.4  सचंय (Combinations)

मान लȣिजए ͩक 3 लॉन टेǓनस ͨखलाͫड़यɉ  X, Y, Z का एक समहू है। 2 ͨखलाͫड़यɉ कȧ एक टȣम 
बनानी है। इसको हम ͩकतने Ĥकार से कर सकत ेहɇ? Èया X और Y कȧ टȣम, Y तथा X  कȧ टȣम 
से ͧभÛन है ? यहाँ पर ͨखलाͫड़यɉ का Đम महǂवपणू[ नहȣं है। वाèतव मɅ टȣम बनान ेके केवल तीन 
हȣ सभंव तरȣके हɇ। यह XY, YZ तथा ZX हɇ (आकृǓत 7.3)।
यहाँ पर, Ĥ×येक चयन, 3 ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ से एक समय मɅ 2 को लकेर बना हुआ, सचंय 
कहलाता है।
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ͩकसी सचंय मɅ चयǓनत वèतुओ ंका Đम मह×वपूण[ नहȣ ंहै। अब कुछ और उदाहरणɉ पर 
ͪवचार करत ेहɇ। 

बारह åयिÈत एक कमरे मɅ ͧमलत ेहɇ और Ĥ×येक åयिÈत अÛय सभी åयिÈतयɉ से हाथ 
ͧमलाता है। ‘हाथ ͧमलान’े कȧ कुल सÉंया का Ǔनधा[रण हम ͩ कस Ĥकार करत ेहɇ। X का Y से हाथ 
ͧमलाना तथा Y का X से हाथ ͧमलाना दो ͧभÛन हाथ ͧमलाना नहȣं हɇ। यहा ँĐम मह×वपणू[ नहȣं 
है। ‘हाथ ͧमलान’े कȧ कुल सÉंया उतनी हȣ है, िजतनी 12 ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ 
2 वèतओु ंको लेकर बनन ेवाले सचंयɉ कȧ सÉंया है।

सात ǒबदं ुएक वƣृ पर िèथत हɇ। इन ǒबदंओु ंमɅ से ͩ कÛहȣ ंभी दो को ͧ मलाकर ͩ कतनी जीवाएँ 
खीचंी जा सकती हɇ। यहा ँजीवाओ ंकȧ कुल सÉंया उतनी हȣ है, िजतनी 7 ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ से 
एक समय मɅ 2 वèतओु ंको लेकर बनन ेवाले सचंयɉ कȧ सÉंया है।

अब हम n ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ से एक समय मɅ r वèतओु ंको लेकर बनने वाले सचंयɉ कȧ 
सÉंया, िजसे Ĥतीक  से Ĥकट करत ेहɇ, £ात करन ेके ͧलए सğू ĤाÜत करत ेहɇ।

मान लȣिजए ͩक हमारे पास 4 ͧभÛन-ͧभÛन वèतएु ँ A, B, C और D  हɇ। इनमɅ से एक समय 
मɅ 2 वèतुओ ंको लेकर यǑद इस ेसचंय बनाना चाहɅ, तो ये सचंय AB, AC, AD, BC, BD, CD हɇ। 
यहाँ पर AB तथा BA एक हȣ सचंय है, Èयɉͩक वèतओु ंका Đम सचंय को पǐरवǓत [त नहȣं करता है। 
इसी कारण स ेहमने BA, CA, DA, CB, DB तथा DC को इस सचूी मɅ सिàमͧलत नहȣ ंͩ कया है। इस 
Ĥकार 4 ͪवͧभÛन वèतुओ ंमɅ स ेएक समय मɅ 2 वèतओु ंको लेकर बनन ेवाल ेसचंयɉ कȧ सÉंया 
6 है, अथा[त ्4C

2
 = 6.

इस सचूी के Ĥ×येक सचंय के सगंत, हमɅ 2! Đमचय ͧमल सकत ेहɇ, Èयɉͩक Ĥ×येक सचंय 
कȧ 2 वèतओु ंको 2! तरȣकɉ स ेपनुåय[विèथत ͩकया जा सकता है। इसͧलए, Đमचयɉ कȧ सÉंया
= 4C

2
  2!, दसूरȣ तरफ 4 ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ 2 वèतओु ंको लेकर बनन ेवाले 

Đमचयɉ कȧ सÉंया  = 4P
2
.

अतएव 4P
2
 = 4C

2
  2!   या   

आकृǓत 7.3
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अब, मान लȣिजए ͩक हमारे पास 5 ͪवͧभÛन वèतएु ँ A, B, C, D, E हɇ। इनमɅ स ेएक समय 
मɅ 3 वèतओु ंको लेकर, यǑद हम सचंय बनात ेहɇ, तो ये ABC, ABD, ABE, BCD, BCE, CDE, 

ACE, ACD, ADE, BDE इन  सचंयɉ मɅ से Ĥ×येक के सगंत 3! Đमचय हɇ, Èयɉͩक Ĥ×येक 
सचंय कȧ तीन वèतओु ंको 3! तरȣकɉ स ेपनुåय[विèथत ͩकया जा सकता है। इसͧलए Đमचयɉ कȧ 
कुल सÉंया =  

अतः 5P
3
 = 5C

3
  3!  या 

ये उदाहरण, Đमचय तथा सचंय के बीच सबंधं दशा[न ेवालȣ, Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये कȧ ओर 
सकेंत करत ेहɇः
Ĥमेय 5 , 0 < r  n.

उपपͪƣ   nC
r
 सचंयɉ मɅ स ेĤ×येक के सगंत  r ! Đमचय हɇ, Èयɉͩक Ĥ×येक सचंय के r वèतुओ ंको 

r ! तरȣकɉ स ेपनुåय[विèथत ͩकया जा सकता है।
अतः n ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ स,े एक समय मɅ r वèतओु ंको लेकर बनने वाले Đमचयɉ कȧ 

कुल सÉंया nC
r
  r!. है। दसूरȣ ओर यह सÉंया है। 

इस Ĥकार  , . 

ǑटÜपणी  1.उपयु[Èत पǐरणाम से ,अथा[त ्   .  

ͪवशषे Ǿप स,े यǑद ,  तो .

2. हम पǐरभाͪषत करते हɇ ͩक nC
0
 = 1, अथा[त ्n ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेकेवल उन तरȣकɉ कȧ 

सÉंया कȧ गणना करना है जहा ँकुछ भी वèत ुͧलए ǒबना बनाए गए सचंयɉ कȧ सÉंया 1 
मानी जाती है। सचंयɉ कȧ गणना करना, िजनमɅ एक समय मɅ कुछ या सभी वèतुओ ंका 
चयन ͩकया जाता है। कुछ भी वèत ुͧलए ǒबना चयन करना, इस बात के समान है ͩक 
सभी वèतओु ंको छोड़ Ǒदया गया है और हमɅ £ात है ͩक एसेा करन ेका केवल माğ एक 
तरȣका है। इसी Ĥकार, हम पǐरभाͪषत करत ेहɇ ͩक nC

0
 = 1.

3. Èयɉͩक , इसͧलए, सूğ ,  r = 0 के ͧलए भी 
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उपयÈुत है। अतः
   , 0  r  n. 

4.   =   = , 

अथा[त,् n वèतओु ंमɅ से  r वèतुओ ंका चयन करना, (n – r) वèतओु ंको अèवीकार करन े के 
समान है।

5. nC
a
 = nC

b
   a = b  या a = n – b, अथा[त ्n = a + b

Ĥमेय 6 

उपपͪƣ  हम जानत ेहɇ 
  =  + 

  =  

  =  = 

उदाहरण 17 यǑद , तो £ात कȧिजए।

हल हम जानत ेहɇ ͩक 

अथा[त ्  

या     या   n  –  8 = 9    या    n = 17

इसͧलए .

उदाहरण 18 2 पǽुषɉ और 3 मǑहलाओ ंके एक समहू स े3 åयिÈतयɉ कȧ एक सͧमǓत बनानी है। 
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यह ͩ कतन ेĤकार स ेͩ कया जा सकता है? इनमɅ से ͩ कतनी सͧमǓतया ँएेसी हɇ, िजनमɅ 1 पǽुष तथा 
2 मǑहलाए ँहɇ?  

हल  यहाँ Đम का मह×व नहȣं है। अतः हमɅ सचंयɉ कȧ गणना करनी है। यहा ँपर सͧमǓतयɉ कȧ 
सÉंया उतनी हȣ है, िजतनी 5 ͪ वͧभÛन åयिÈतयɉ मɅ से एक समय मɅ 3 को लेकर बनने वाले सचंयɉ 
कȧ सÉंया है। इसͧलए सͧमǓत बनान ेके तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया = .

पुनः 2 पǽुषɉ मɅ स े1 को चुनने के  2C
1 
 तरȣके हɇ तथा 3 मǑहलाओ ंमɅ स े2 चनुन ेके  3C

2
 

तरȣके हɇ। इसͧलए, इस Ĥकार कȧ सͧमǓतयɉ कȧ अभीçट सÉंया    

= .

उदाहरण 19 52 ताशɉ कȧ एक गɬडी स े4 पƣɉ को चनुने के तरȣकɉ कȧ सÉंया Èया है? इन तरȣकɉ 
मɅ स ेͩकतनɉ मɅ

 (i) चार पƣे एक हȣ Ĥकार (suit) के हɇ?
 (ii) चार पƣे चार, ͧभÛन Ĥकार (suit) के हɇ?
 (iii)  तèवीरɅ हɇ?
 (iv) दो पƣे लाल रंग के और दो काले रंग के हɇ?
 (v)  सभी पƣे एक हȣ रंग के हɇ?

हल  52 पƣɉ मɅ स े4 पƣɉ को चनुन ेके उतन ेहȣ तरȣके हɇ, िजतन े52 ͪवͧभÛन वèतुओ ंमɅ से 
एक समय मɅ 4 वèतओु ंको ले कर बनन ेवाले सचंय हɇ। इसͧलए, तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया 

  =  = 270725

  (i) गɬडी मɅ पƣे चार Ĥकार के हɇ Ƀट, ͬचड़ी, हुकुम, पान और Ĥ×येक के 13 पƣे हɇ। इसͧलए 
4 Ƀट के पƣे चनुन ेके 13C

4 
तरȣके हɇ। इसी Ĥकार 4 ͬचड़ी के पƣे चुनन ेके 13C

4 
4 हुकुम के 

पƣे चनुने के 13C
4
 तथा 4 पान के पƣे चनुन ेके 13C

4 
तरȣके हɇ। इसͧलए तरȣकɉ कȧ अभीçट 

सÉंया = 13C
4
 + 13C

4 
+ 13C

4 
+ 13C

4

   =

 (ii) Ĥ×येक Ĥकार के 13 पƣे हɇ। इसͧलए Ƀट के 13 पƣɉ मɅ स े1 चनुन ेके 13C
1 
तरȣके हɇ, पान 
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के 13 पƣɉ मɅ स े1 चनुन ेके 13C
1
, ͬचड़ी के 13 पƣɉ मɅ स े1 चनुने के 13C

1 
तरȣके हɇ। अतः 

गणुन ͧसɮधातं ɮवारा, तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया 

   = 13C
1 


 
13C

1 


 
13C

1


 
13C

1 
= 134

 

(iii) गɬडी मɅ कुल 12 तèवीरɅ हɇ और इन 12 पƣɉ मɅ से 4 पƣे चुनने हɇ। इसे 12C
4 
तरȣकɉ से 

ͩकया जा सकता है। इसͧलए तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया = .

(iv) गɬडी मɅ 26 लाल रंग के और 26 काले रंग के पƣे हɇ। अतः तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया
  = 26C

2 


 
 26C

2

  = = 105625

(v) 26 लाल रंग के पƣɉ मɅ स े4 पƣे  26C
4
 तरȣकɉ स ेचनेु जा सकत ेहɇ। 26 काले रंगे के पƣɉ 

मɅ स े4 पƣे 26C
4 
तरȣकɉ स ेचनु ेजा सकत ेहɇ।

अतः तरȣकɉ कȧ अभीçट सÉंया  = 26C
4
 + 26C

4
  =  = 29900.

Ĥæनावलȣ 7.4

 1. यǑद nC
8
 = nC

2
, तो nC

2
 £ात कȧिजए।

 2. n का मान Ǔनकाͧलए, यǑद 
  (i) 2nC

2 
: nC

2 
= 12 : 1   (ii) 2nC

3 
: nC

3 
= 11 : 1

 3. ͩकसी वƣृ पर िèथत 21 ǒबदंओु ंस ेहोकर जाने वालȣ ͩकतनी जीवाए ँखीचंी जा सकती हɇ?
 4. 5 लड़के और 4 लड़ͩकयɉ मɅ से 3 लड़के और 3 लड़ͩकयɉ कȧ टȣमɅ बनाने के ͩकतने 

तरȣके हɇ?
 5. 6 लाल रंग कȧ, 5 सफेद रंग कȧ और 5 नीले रंग कȧ गɅदɉ मɅ स े9 गɅदɉ के चुनन ेके तरȣकɉ 

कȧ सÉंया £ात कȧिजए, यǑद Ĥ×येक सĒंह मɅ Ĥ×येक रंग कȧ 3 गɅदɅ हɇ।
 6. 52 पƣɉ कȧ एक गɬडी मɅ से 5 पƣɉ को लेकर बनन ेवाले सचंयɉ कȧ सÉंया Ǔनधा[ǐरत कȧिजए, 

यǑद Ĥ×येक सचंय मɅ तØयतः एक इÈका है।
 7. 17 ͨखलाͫड़यɉ मɅ स,े िजनमɅ केवल 5 ͨखलाड़ी गɅदबाज़ी कर सकत ेहɇ, एक ͩĐकेट टȣम के 

11 ͨखलाͫड़यɉ का चयन ͩकतन ेĤकार स ेͩकया जा सकता है, यǑद Ĥ×येक टȣम मɅ तØयतः 
4 गɅदबाज़ हɇ?
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 8. एक थलैȣ मɅ 5 कालȣ तथा 6 लाल गɅद हɇ। 2 कालȣ तथा 3 लाल गेदɉ के चयन के तरȣकɉ कȧ 
सÉंया Ǔनधा[ǐरत कȧिजए।

 9. 9 उपलÞध पाɫयĐमɉ मɅ स,े एक ͪवɮयाथȸ 5 पाɫयĐमɉ का चयन ͩकतन ेĤकार स ेकर सकता 
है, यǑद Ĥ×येक ͪवɮयाथȸ के ͧलए 2 ͪवͧशçट पाɫयĐम अǓनवाय[ हɇ?

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 20  INVOLUTE शÞद के अ¢रɉ से, अथ[पणू[ या अथ[हȣन Ĥ×येक 3 èवरɉ तथा 2 åयजंनɉ 
वाल,े ͩकतने शÞदɉ कȧ रचना कȧ जा सकती है?

हल  शÞद INVOLUTE, मɅ I,O,E, तथा U, 4 èवर और N, V, L तथा T, 4 åयजंन हɇ 

 4 मɅ स े3 èवरɉ के चयन के तरȣकɉ कȧ सÉंया = 4C
3
 = 4. 

4 मɅ स े2 åयजंनɉ के चयन के तरȣकɉ कȧ सÉंया = 4C
2
 = 6.

अतः 3 èवरɉ तथा 2 åयजंनɉ के सचंय कȧ सÉंया 4 × 6 = 24.

अब, इन 24 सचंयɉ मɅ स ेĤतयेक मɅ 5 अ¢र हɇ, िजÛहɅ परèपर एक दसूरे के साथ 5! Ĥकार 
से ͪवÛयाͧसत ͩकया जा सकता है। अतएव ͪवͧभÛन शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया  24 × 5 ! = 2880.

उदाहरण 21 ͩकसी समहू मɅ 4 लड़ͩकया ँऔर 7 लड़के हɇ। इनमɅ स े5 सदèयɉ कȧ एक टȣम का 
चयन ͩकतने Ĥकार से ͩकया जा सकता है, यǑद टȣम मɅ  (i) एक भी लड़कȧ नहȣ ंहै ?  (ii) कम से 
कम एक लड़का तथा एक लड़कȧ है? (iii) कम से कम 3 लड़ͩकया ँहɇ ? 

हल  (i) Èयɉͩक टȣम मɅ कोई भी लड़कȧ सिàमͧलत नहȣं है, इसͧलए केवल लड़कɉ का चयन करना 
है। 7 लड़कɉ मɅ स े5 लड़कɉ का चयन  7C

5
 Ĥकार से ͩकया जा सकता है। अतः अभीçट सÉंया

= 

(ii) Èयɉͩक Ĥ×येक टȣम मɅ कम स ेकम एक लड़कȧ तथा एक लड़का है, इसͧलए टȣम 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से चयǓनत होगीः
 (a)  1 लड़का तथा 4 लड़ͩकया ँ(b)  2 लड़के तथा 3 लड़ͩकयाँ
 (c)  3 लड़के तथा 2 लड़ͩकया ँ (d)  4 लड़के तथा 1 लड़कȧ

  1 लड़का तथा 4 लड़ͩकयɉ का चयन  7C
1
  4C

4
 Ĥकार से ͩकया जा सकता है।

  2 लड़के तथा 3 लड़ͩकयɉ का चयन  7C
2
  4C

3
 Ĥकार से ͩकया जा सकता है।

  3 लड़के तथा 2 लड़ͩकयɉ का चयन  7C
3
  4C

2
 Ĥकार से ͩकया जा सकता है।

  4 लड़के तथा 1 लड़कȧ का चयन  7C
4
  4C

1
 Ĥकार से ͩकया जा सकता है।
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 अतः अभीçट सÉंया =  C
1
  4C

4 
7C

2
  4C

3 


 
7C

3
  4C

2 
7C

4
  4C

1

  = 7 + 84 + 210 + 140 = 441

(iii) Èयɉͩक टȣम मɅ कम स ेकम 3 लड़ͩकया ँहɇ, इसͧलए टȣम कȧ रचना Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से 
हो सकती हैः
 (a) 3 लड़ͩकया ँतथा 2 लड़के अथवा            (b) 4 लड़ͩकया ँतथा 1 लड़का। 

नोट कȧिजए ͩक टȣम मɅ सभी 5 लड़ͩकयाँ नहȣं हो सकतीं, Èयɉͩक समूह मɅ केवल 
4 लड़ͩकया ँहɇ।

3 लड़ͩकयɉ तथा 2 लड़कɉ का चयन  4C
3
  7C

2
 Ĥकार स ेͩकया जा सकता है।

4 लड़ͩकयɉ तथा 1 लड़के का चयन 4C
4
  7C

1
 Ĥकार स ेͩकया जा सकता है।

इसͧलए अभीçट सÉंया

= 4C
3
  7C

2
 + 4C

4
 7C

1 
= 84 + 7 = 91

उदाहरण 22  AGAIN शÞद के अ¢रɉ से बनने वाले, अथ[पणू[ या अथ[हȣन, शÞदɉ कȧ सÉंया £ात 
कȧिजए। यǑद इन शÞदɉ को इस Ĥकार ͧलखा जाए िजस Ĥकार ͩकसी शÞदकोश मɅ ͧलखा जाता 
है, तो 50वा ँशÞद Èया है?

हल  AGAIN शÞद मɅ 5 अ¢र हɇ, िजनमɅ A दो बार आता है। इसͧलए शÞदɉ कȧ अभीçट सÉंया 

 = 

A से Ĥारंभ होने वाल ेशÞदɉ कȧ सÉंया £ात करन ेके ͧलए, हम A को सबस ेबाए ँèथान पर 
िèथर कर देत ेहɇ, और ͩफर शषे 4 ͧभÛन अ¢रɉ का, एक समय मɅ सभी को लेकर पनुͪव[Ûयाͧसत 
करत ेहɇ। इन ͪ वÛयासɉ कȧ सÉंया उतनी हȣ है, िजतनी 4 ͪवͧभÛन वèतओु ंस,े एक समय मɅ सभी 
को लकेर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया है। अतएव  A स ेĤारंभ होने वाले शÞदɉ कȧ सÉंया =  4! 

= 24 ͩफर G स ेĤारंभ होन ेवाले शÞदɉ कȧ सÉंया   = 12 Èयɉͩक G को सबस ेबाए ँèथान पर 
èथाͪपत करन ेके बाद हमारे पास अ¢र A, A, I तथा N शषे रहत ेहɇ। इसी Ĥकार I से Ĥारंभ होने 
वाल ेशÞदɉ कȧ सÉंया 12 है। इस Ĥकार अभी तक ĤाÜत शÞदɉ कȧ सÉंया = 24 + 12 + 12 = 48

अब 49वाँ शÞद NAAGI है। अतः 50 वा ँशÞद NAAIG है। 

उदाहरण 23 1, 2, 0, 2, 4, 2, 4 अकंɉ के Ĥयोग ɮवारा 1000000 स ेबड़ी ͩकतनी सÉंयाएँ बन 
सकती हɇ?
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हल  Èयɉͩक 1000000 एक 7 अकंȧय सÉंया है और Ĥयोग ͩकए जान ेवाले अकंɉ कȧ भी सÉंया 

7 है, इसͧलए केवल 7 अकंȧय सÉंयाओ ंकȧ हȣ गणना उƣर मɅ कȧ जाएगी। इसके अǓतǐरÈत 

Èयɉͩक रͬचत सÉंयाओ ंको 1000000 से बड़ा होना चाǑहए, अतः उन सÉंयाओ ंको 1, 2 या 4 

से Ĥारंभ होना चाǑहए। 

1 से Ĥारंभ होने वालȣ सÉंयाओ ंकȧ सÉंया =  = 60, Èयɉͩक जब 1 को 

सबसे बाएँ èथान पर èथाͪपत कर देत ेहɇ, तो ͩ फर शषे अकं 0, 2, 2, 2, 4, 4, को पनुͪव[Ûयाͧसत करते 

हɇ, िजनमɅ 2, तीन बार तथा 4, दो बार आत ेहɇ।  

2 स ेĤारंभ होने वालȣ सÉंयाओ ंकȧ कुल सÉंया =  = 180

4 से Ĥारंभ होन ेवालȣ सÉंयाओ ंकȧ कुल सÉंया  = 120

अतः रͬचत सÉंयाओ ंकȧ अभीçट सÉंया = 60 + 180 + 120 = 360

वकैिãपक ͪवͬध

7 अकंȧय सÉंयाओ ंका ͪवÛयास èपçटतया  है ͩकंत ुइनमɅ व ेसÉंयाए ँभी सिàमͧलत 

हɇ, िजनमɅ 0 सबसे बाए ँèथान पर है। इस Ĥकार के ͪवÛयासɉ कȧ सÉंया  = 60 (0 के सबसे 

बाए ँèथान पर िèथर करके)। 

अतएव, सÉंयाओ ंकȧ अभीçट सÉंया = 420 – 60 = 360

ǑटÜपणी   यǑद Ĥदƣ सूची के एक या एक से अͬधक अकंɉ कȧ पुनरावृͪ ƣ होती है, तो यह 

मान लेत ेहɇ, ͩ क ͩकसी भी सÉंया मɅ अकंɉ को उतनी हȣ बार Ĥयोग ͩकया जा सकता है िजतनी 

बार व ेसूची मɅ Ǒदए गए हɇ, अथा[त,् उपयु[Èत Ĥæन मɅ 1 तथा 0 केवल एक बार Ĥयोग ͩकए 

जा सकते हɇ, जबͩक 2 तथा 4, Đमशः 3 तथा 2 बार Ĥयोग ͩकए जा सकत ेहɇ।

उदाहरण  24  5 लड़ͩकयɉ और 3 लड़कɉ को एक पंिÈत मɅ ͩकतने Ĥकार से बैठा सकत ेहɇ, जब 

ͩक कोई भी दो लड़के एक साथ नहȣ ंबठैत ेहɇ?
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हल  हम पहले 5 लड़ͩकयɉ को बैठा देत ेहɇ। इस े5! Ĥकार से कर सकत ेहɇ। इस Ĥकार के Ĥ×येक 
ͪवÛयास मɅ, तीन लड़कɉ को केवल गुणा स ेͬचिéनत èथानɉ पर बठैाया  जा सकता है।
  × G × G × G × G × G ×. 

गणुा से ͬचिéनत 6 èथानɉ पर 3 लड़को को  6P
3 
 तरȣकɉ स ेबैठाया जा सकता है। अतः 

गणुन ͧसɮधातं स,े इन तरȣकɉ कȧ कुल सÉंया  
  = 5! × 6P

3
 = 

  = 4 × 5 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6  = 14400

अÚयाय 7 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. DAUGHTER शÞद के अ¢रɉ स,े ͩ कतन ेअथ[पणू[ या अथ[हȣन शÞदɉ कȧ रचना कȧ जा सकती 
है, जबͩक Ĥ×येक शÞद मɅ 2 èवर तथा 3 åयजंन हɉ  ?

 2. EQUATION शÞद के अ¢रɉ स ेͩ कतने, अथ[पूण[ या अथ[हȣन, शÞदɉ कȧ रचना कȧ जा सकती 
है, जबͩक èवर तथा åयजंक एक साथ रहत ेहɇ ? 

 3. 9 लड़के और 4 लड़ͩकयɉ स े7 सदèयɉ कȧ एक सͧमǓत बनानी हɇ यह ͩ कतन ेĤकार से ͩ कया 
जा सकता है, जबͩक सͧमǓत मɅ,

  (i) तØयतः 3 लड़ͩकया ँहɇ ?  (ii) Ûयनूतम 3 लड़ͩकया ँहɇ? (iii) अͬधकतम 3 लड़ͩकया ँहɇ?

 4. यǑद शÞद EXAMINATION के सभी अ¢रɉ से बन ेͪ वͧभÛन Đमचयɉ को शÞदकोष कȧ तरह 
सचूीबɮध ͩकया जाता है, तो E स ेĤारंभ होन ेवाले Ĥथम शÞद स ेपवू[ ͩकतने शÞद हɇ ?

 5. 0, 1, 3, 5, 7 तथा 9 अकंɉ स,े 10 स ेͪ वभािजत होन ेवालȣ और ǒबना पुनरावृͪ ƣ ͩकए ͩकतनी 
6 अकंȧय सÉंयाए ँबनाई जा सकती हɇ ?

 6. अĒेंज़ी वण[माला मɅ 5 èवर तथा 21 åयजंन हɇ। इस वण[माला स े2 ͧभÛन èवरɉ और 2 ͧभÛन 
åयजंनो वाले ͩकतन ेशÞदɉ कȧ रचना कȧ जा सकती है ?

 7. ͩकसी परȣ¢ा के एक Ĥæनपğ मɅ 12 Ĥæन हɇ जो Đमशः 5 तथा 7 Ĥæनɉ वाल ेदो खडंɉ मɅ ͪवभÈत 
हɇ अथा[त ्खडं I और खडं II. एक ͪवɮयाथȸ को Ĥ×येक खडं से Ûयनूतम 3 Ĥæनɉ का चयन 
करत ेहुए कुल 8 Ĥæनɉ को हल करना है। एक ͪ वɮयाथȸ ͩ कतन ेĤकार से Ĥæनɉ का चयन कर 
सकता है?

 8. 52 पƣɉ कȧ एक गɬडी मɅ स े5 पƣɉ के सचंय कȧ सÉंया Ǔनधा[ǐरत कȧिजए, यǑद 5 पƣɉ के 
Ĥ×येक चयन (सचंय) मɅ तØयतः एक बादशाह है। 

 9. 5 पǽुषɉ और 4 मǑहलाओ ंको एक पिंÈत मɅ इस Ĥकार बठैाया जाता है ͩक मǑहलाए ँसम 
èथानɉ पर बठैती हɇ। इस Ĥकार के ͩकतने ͪवÛयास सभंव हɇ? 



   Đमचय और संचय       171

 10. 25 ͪवɮयाͬथ[यɉ कȧ एक क¢ा स,े 10 का चयन एक ħमण-दल के ͧलए ͩकया जाता है। 
3 ͪवɮयाथȸ एसेे हɇ, िजÛहɉन ेयह Ǔनण[य ͧलया है ͩक या तो वे तीनɉ दल मɅ शͧमल हɉगे या 
उनमɅ से कोई भी दल मɅ शाͧमल नहȣ ंहोगा। ħमण-दल का चयन ͩकतन ेĤकार से ͩकया 
जा सकता है?

11.  ASSASSINATION शÞद के अ¢रɉ के ͩकतने ͪवÛयास बनाए जा सकत ेहɇ, जबͩक सभी 'S' 
एक साथ रहɅ ?

साराशं

 गणना का आधारभतू ͧसɮधातंः यǑद एक घटना m ͪवͧभÛन तरȣकɉ स ेघǑटत हो सकती 
है, तदेपरातं एक दसूरȣ घटना n ͪवͧभÛन तरȣकɉ से घǑटत हो सकती है, तो Ĥदƣ Đम 
मɅ घटनाओ ंके घǑटत होन ेकȧ सÉंया m × n है।

 n ͪ वͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ  r को लेकर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया, जबͩक 

पनुरावृͪ ƣ कȧ अनमुǓत नहȣं है, nP
r
 ɮवारा Ĥकट कȧ जाती है और nP

r
  = , जहाँ 

0  r  n.

 n! = 1 × 2 × 3 × ...×n

 n! = n × (n – 1) !

 n ͪ वͧभÛन वèतओु ंमɅ से एक समय मɅ r को लेकर बनन ेवाले Đमचयɉ कȧ सÉंया, जबͩक 
पनुरावृͪ ƣ कȧ अनुमǓत है, nr है।

 n वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ सभी को लेकर बनन ेवाल ेĐमचयɉ कȧ सÉंया  

है जहा ँp
1
  वèतएु ँएक Ĥकार कȧ, p

2
 वèतएु ँदसूरे Ĥकार कȧ, ..., p

k
 वèतएु ँk वɅ Ĥकार कȧ 

और शषे सभी वèतएु, यǑद कोई हɇ तो ͪवͧभÛन Ĥकार कȧ हɇः 

 n ͪवͧभÛन वèतओु ंमɅ स ेएक समय मɅ r को लकेर बनन ेवाले सचंयɉ कȧ सÉंया को nC
r
 

स ेĤकट करत ेहɇ और  nC
r
 = , 0  r  n.

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म
भारत मɅ Đमचय और सचंय कȧ सकंãपना कȧ अवधारणा जनै धम[ के अßयदुय और सभंवतः 
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और पहले हुई है। तथाͪप इसका Įेय जǓैनयɉ को हȣ ĤाÜत है, िजÛहɉने ‘ͪवकãप’ शीष[क के 
अतंग[त इस ͪवषय को गͨणत के èवसपंÛन Ĥकरण के Ǿप मɅ ͪवकͧसत ͩकया।

जǓैनयɉ मɅ महावीर (सन ्850 ई. के लगभग) सभंवतः ͪवæव के Ĥथम गͨणत£ हɇ, 
िजÛहɉने Đमचय और सचंय के सğूɉ को देकर Įेयèकर काय[ ͩकया।

ईसा के पवू[ छठȤ शताåदȣ मɅ सĮुुत न ेअपन ेऔषͬध ͪव£ान कȧ सĤुͧसɮध पèुतक 
सĮुुत-सǑंहता मɅ उɮघोͪषत ͩकया ͩक 6 ͪवͧभÛन रसɉ से एक साथ एक, दो, ..., आǑद लेकर 63 
सचंय बनाए जा सकत ेहɇ। ईसा से तीसरȣ शताÞदȣ पवू[ सèंकृतͪवɮ ͪ पगंल न ेǑदए गए अ¢रɉ 
के समूह स ेएक, दो, ..., इ×याǑद लेकर बनाए गए सचंयɉ कȧ सÉंया £ात करने कȧ ͪ वͬध का 
वण[न अपन ेसĤुͧसɮध Ēथं छंद सğू मɅ ͩकया है। भाèकराचाय[ (जÛम 1114 ई.) न ेअपनी 
Ĥͧसɮध पèुतक लȣलावती मɅ अकंपाश शीष[क के अतंग[त Đमचय और सचंय Ĥकरण पर उ×कृçट 
काय[ ͩ कया है। महावीर ɮवारा Ĥदƣ nC

r
 और nP

r
 के सूğɉ के अǓतǐरÈत भाèकराचाय[ न ेͪ वषय 

सबंधंी अनके Ĥमयेɉ और पǐरणामɉ का उãलेख ͩकया है।
भारत के बाहर Đमचय और सचंय सबंधंी Ĥकरणɉ पर काय[ का शभुारंभ चीनी गͨणत£ɉ 

ɮवारा उनकȧ सुĤͧसɮध पुèतक आई ͩकंग (I-King ) मɅ वͨण[त है। इस काय[ के सिÛनकट 
काल को बता पाना कǑठन है, Èयɉͩक 213 ई. पवू[ मɅ त×कालȣन सĨाट न ेआदेश Ǒदया था 
ͩक सभी पुèतकɅ  तथा हèतͧलͨखत पाÖडुͧलͪपया ँजला दȣ जाएं।  सौभाÊयवश इसका पूण[ 
Ǿप से पालन नहȣं हुआ। यनूानी और बाद मɅ लǑैटन गͨणत£ɉ न ेभी Đमचय और सचंय 
के ͧसɮधातं पर कुछ Ǔछटपुट काय[ ͩकये हɇ।

कुछ अरबी और हेĦो लेखकɉ ने भी Đमचय औीर सचंय कȧ सकंãपनाओ ंका Ĥयोग 
ÏयोǓतष के अÚययन के ͧलए ͩ कया। उदाहरणतः Rabbi ben Ezra ने £ात Ēहɉ कȧ सÉंया से 
एक बार मɅ एक, दो, ..., आǑद लेकर बनाए सचंयɉ कȧ सÉंया £ात कȧ। यह काय[ 1140 ई. 
पूव[ मɅ हुआ एेसा Ĥतीत होता है ͩक Rabbi ben Ezra को nC

r 
का सğू £ात नहȣ ंथा, तथाͪप 

व ेइसस ेपरͬचत थ ेͩक n और r के कुछ ͪवशषे मानɉ के ͧलए nC
r
= nC

n–r 
 होता है। सन 

1321 ई. मɅ हȣĦु लखेक, Levi Ben Gerson ने nP
r
, nP

n 
के सğूɉ के साथ nC

r 
के åयापक सğूɉ 

को बतलाया।
Ĥथम Ēथं िजसमɅ Đमचय और सचंय ͪवषय पर पणू[ और Đमबɮध काय[ Ars 

Conjectandi है िजसका लेखन िèवस गͨणत£ Jacob Bernoulli (1654-1705 ई.) न ेͩकया। 
इसका Ĥकाशन उनके मरणोपरांत 1713 ई. मɅ हुआ। इस पुèतक मɅ मÉुयतः Đमचय और 
सचंय के ͧसɮधातंɉ का ठȤक उसी Ĥकार वण[न है जसैा ͩक हम आजकल करत ेहɇ।

——



Mathematics is a most exact science and its conclusions are capable 

of absolute proofs. – C.P. STEINMETZ 

8.1  भूͧ मका (Introduction)

ͪपछलȣ क¢ाओ ं मɅ हमन े सीखा है ͩक ͩकस Ĥकार a + b तथा 
a – b जसै ेɮͪवपदɉ का वग[ व घन £ात करत ेहɇ। इनके सğूɉ का 
Ĥयोग करके हम सÉंयाओ ंके वगɟ व घनɉ का मान £ात कर सकत े
हɇ जसै े(98)2 = [(100 – 2)]2, (999)3 = [(1000 – 1)3], इ×याǑद।
ͩफर भी, अͬधक घात वालȣ सÉंयाओ ंजसै े(98)5, (101)6 इ×याǑद कȧ 
गणना, Đͧमक गणुनफल ɮवारा अͬधक जǑटल हो जाती है। इस 
जǑटलता को ɮͪवपद Ĥमये ɮवारा दरू ͩकया गया।

इसस ेहमɅ (a + b)n के Ĥसार कȧ आसान ͪवͬध ĤाÜत होती है 
जहा ँघाताकं n एक पणूाɍक या पǐरमये सÉंया है। इस अÚयाय मɅ 
हम केवल धन पणूाɍकɉ के ͧलए ɮͪवपद Ĥमये का अÚययन करɅगɅ।

8.2  धन पणूाɍकɉ के ͧलए ɮͪवपद Ĥमये (Binomial Theorem for Positive Integral Indices)

आइए पूव[ मɅ कȧ गई Ǔनàनͧलͨखत सव[सͧमकाओ ंपर हम ͪवचार करɅः
  (a + b)0 = 1;  a + b 0

  (a + b)1 = a + b 

  (a + b)2 = a2 + 2ab + b2

  (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

  (a + b)4 = (a + b)3 (a + b) = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

इन Ĥसारɉ मɅ हम देखत ेहɇ ͩक
(i) Ĥसार मɅ पदɉ कȧ कुल सÉंया, घाताकं से 1 अͬधक है। उदाहरणतः (a+ b)2 के Ĥसार मɅ 

(a + b)2 का घात 2 है जबͩक Ĥसार मɅ कुल पदɉ कȧ सÉंया 3 है।

ɮͪवपद Ĥमेय (Binomial Theorem)

Blaise Pascal 
(1623-1662 A.D.)

अÚयाय
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(ii) Ĥसार के उƣरोƣर पदɉ मɅ Ĥथम a कȧ घातɅ एक के Đम स ेघट रहȣ हɇ जबͩक ɮͪवतीय राͧश 
b कȧ घातɅ एक के Đम से बढ़ रहȣ हɇ।

(iii) Ĥसार के Ĥ×येक पद मɅ a तथा b कȧ घातɉ का योग समान है और a + b कȧ घात के 
बराबर है।

आकृǓत 8.1

अब हम a + b के उपरोÈत ͪ वèतारɉ मɅ ͪ वͧभÛन पदɉ के गणुाकंɉ को Ǔनàन Ĥकार åयविèथत 
करत ेहɇ (आकृǓत 8.1)

Èया हम इस सारणी मɅ अगलȣ पिंÈत ͧलखन ेके ͧलए ͩकसी ĤǓतǾप का अवलोकन करत ेहɇ? हाँ। 
यह देखा जा सकता है ͩक घात 1 कȧ पिंÈत मɅ ͧलख े1 और 1 का योग घात 2 कȧ पिंÈत के ͧलए 
2 देता है। घात 2 कȧ पिंÈत मɅ ͧलख े1 और 2 तथा 2 और 1 का योग घात 3 कȧ पिंÈत के ͧलए 3 

और 3 देता है और आग ेभी इसी Ĥकार 1 पुनः Ĥ×येक पिंÈत के Ĥारंभ व अतं मɅ िèथत है। इस 
ĤͩĐया को ͩकसी भी इिÍछत घात तक के ͧलए ͧलखा जा सकता है।

हम आकृǓत 8.2 मɅ Ǒदए गए ĤǓतǾप को कुछ और पंिÈतया ँͧलखकर आगे बढ़ा सकत ेहɇ।

आकृǓत 8.2 पाèकल ǒğभुज
पाèकल ǒğभुज
आकृǓत 8.2 मɅ दȣ गई सारणी को अपनी Ǿͬच के अनसुार ͩकसी भी घात तक बढ़ा सकते हɇ। यह सरंचना 
एक एेसे ǒğभुज कȧ तरह लगती है िजसके शीष[ पर 1 ͧलखा है और दो ǓतरछȤ भजुाएं नीच ेकȧ ओर जा रहȣ 
हɇ। संÉयाओं का åयहू ĥासंीसी गͨणत£ Blaise Pascal के नाम पर पाèकल ǒğभुज के नाम स ेĤͧसɮध है। 
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इस ेͪपगंल के मेǽĤèğ के नाम से भी जाना जाता है।
एक ɮͪवपद कȧ उÍच घातɉ का Ĥसार भी पाèकल के ǒğभजु के Ĥयोग ɮवारा सभंव है। आइए 

हम पाèकल ǒğभजु का Ĥयोग कर के (2x+3y)5का ͪवèतार करɅ। घात 5 कȧ पिंÈत हैः
     1 5 10 10 5 1

इस पिंÈत का, और हमारे परȣ¢णɉ (i), (ii), (iii), का Ĥयोग करते हुए हम पात ेहɇ ͩक
(2x+3y)5 = (2x)5 + 5(2x)4 (3y) + 10(2x)3 (3y)2 +10 (2x)2 (3y)3 + 5(2x)(3y)4 + (3y)5

 = 32x5 + 240x4y + 720x3y2 + 1080x2y3 + 810xy4 + 243y5.

अब यǑद हम (2x+3y)12, का Ĥसार £ात करना चाहɅ तो पहले हमɅ घात 12 कȧ पिंÈत £ात 
करनी होगी। इसे पाèकल ǒğभजु कȧ पिंÈतयɉ को घात 12 तक कȧ सभी पंिÈतया ँͧलख कर ĤाÜत 
ͩकया जा सकता है। यह थोड़ी सी लबंी ͪवͬध है। जसैा ͩक आप देखत ेहɇ ͩक और भी उÍच घातɉ 
का ͪवèतार करन ेके ͧलए ͪवͬध और अͬधक कǑठन हो जाएगी।

अतः हम एक एेसा Ǔनयम ढँूढन ेका Ĥय×न करत ेहɇ िजसस ेपाèकल ǒğभजु कȧ एिेÍछक पिंÈत 
से पहले कȧ सारȣ पिंÈतयɉ को ͧ लख ेǒबना हȣ, ɮͪवपद के ͩ कसी भी घात का ͪ वèतार £ात कर सकɅ ।

इसके ͧलए हम पहले पढ़ चकेु ‘सचंय’ के सğूɉ का Ĥयोग करके, पाèकल ǒğभजु मɅ ͧलखी 
सÉंयाओ ंको पनुः ͧलखत ेहɇ। हम जानत ेहɇ ͩक

 , 0  r  n  जहा ँn ऋणेतर पणूाɍक है। 
अब पाèकल ǒğभजु को पनुः इस Ĥकार ͧलख सकत ेहɇ (आकृǓत 8.3)

आकृǓत 8.3 पाèकल ǒğभुज

उपरोÈत ĤǓतǾप (pattern) को देखकर, पूव[ पिंÈतयɉ को ͧलख ेǒबना हम पाèकल ǒğभजु 
कȧ ͩकसी भी घात के ͧलए पिंÈत को ͧलख सकत ेहɇ। उदाहरणतः घात 7 के ͧलए पिंÈत होगीः
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7C

0
  7C

1    
7C

2    
7C

3    
7C

4    
7C

5    
7C

6    
7C

7

इस Ĥकार, इस पिंÈत और Ĥे¢ण (i), (ii) व (iii), का Ĥयोग करके हम पात ेहɇ,

(a+b)7 = 7C
0 
a7

 
+ 7C

1
a6b + 7C

2
a5b2 + 7C

3
a4b3 + 7C

4
a3b4 + 7C

5
a2b5 + 7C

6
ab6 + 7C

7
b7

इन Ĥे¢णɉ का उपयोग करके एक ɮͪवपद के ͩकसी ऋणेतर पणूाɍक n के ͧलए Ĥसार Ǒदखाया 
जा सकता है। अब हम एक ɮͪवपद के ͩकसी भी (ऋणतेर पूणाɍक) घात के Ĥसार को ͧलखन ेकȧ 
अवèथा मɅ हɇ।

8.2.1 ɮͪवपद Ĥमये ͩकसी धन पूणाɍक n के ͧलए (Binomial theorem  for any positive integer 

n)

  (a + b)n = nC
0
an + nC

1
an-1b + nC

2
an-2 b2 + ...+ nC

n-1
a.bn-1 + nC

n
bn

उपपͪƣ इस Ĥमये कȧ उपपͪƣ गͨणतीय आगमन ͧसɮधातं ɮवारा ĤाÜत कȧ जाती है।
मान लȣिजए कथन P(n) Ǔनàनͧलͨखत हैः

P(n) : (a + b)n = nC
0
an + nC

1
an-1b + nC

2
an-2b2 + ...+ nC

n-1
a.bn-1 + nC

n
bn

n = 1 लेन ेपर
P (1) : (a + b)1 = 1C

0
a1 + 1C

1
b1 = a + b

अतः  P (1) स×य है।
मान लȣिजए ͩक P (k), ͩकसी धन पूणाɍक k के ͧलए स×य है, अथा[त ््

(a+b)k = kC
0
ak + kC

1
ak-1b + kC

2
ak-2b2 + ...+ kC

k
bk      ... (1)

हम ͧसɮध करɅगɅ ͩक P(k+1) भी स×य है अथा[त ्,्

(a+b)k+1 = k+1C
0
ak+1 + k+1C

1
akb + k+1C

2
ak-1b2 + ...+ k+1C

k+1
bk+1

अब, 

 (a+b)k+1 = (a+b) (a+b)k 

 = (a+b) (kC
0
ak + kC

1
ak-1b + kC

2
ak–2b2+... +kC

k-1
abk-1 + kC

k
bk) [(1) से]

 = kC
0
ak+1 + kC

1
akb + kC

2
ak–1b2 +...+ kC

k–1
a2bk–1 + kC

k
abk + kC

0
akb 

 + kC
1
ak-1b2 + kC

2
ak–2b3+ ... + kC

k-1
abk + kC

k
bk+1    [वािè×वक गणुा ɮवारा]

 = kC
0
ak+1 + (kC

1
+kC

0
)akb + (kC

2
+kC

1
)ak-1b2 + ...

 + (kC
k
+kC

k-1
) abk + kC

k
bk+1 (समान पदɉ के समहू बनाकर)

 =  k+1C
0
ak+1 + k+1C

1
akb + k+1C

2
 ak–1b2 + ...+ k+1C

k
abk + k+1C

k+1 
bk+1 

 (k+1C
0
= 1,  kC

r 
+ kC

r-1
= k+1C

r
 और   kC

k  
= 1= k+1C

k+1
 का Ĥयोग करके)
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इससे ͧसɮध होता है ͩक यǑद P(k) भी स×य है तो P (k+1) स×य है। इसͧलए, गͨणतीय आगमन 
ͧसɮधातं ɮवारा, Ĥ×येक धन पणूाɍक n के ͧलए P(n) स×य है।

हम इस Ĥमये को (x + 2)6 के Ĥसार का उदाहरण लकेर समझत ेहɇ।
(x+2)6 = 6C

0
x6 + 6C

1
x5.2 + 6C

2
x422 + 6C

3
x3.23  + 6C

4
x2.24 + 6C

5
x.25 + 6C

6
.26

= x6 + 12x5 +60x4 + 160x3 + 240x2 + 192x + 64

इस Ĥकार, (x+2)6 = x6 + 12x5 +60x4 + 160x3 + 240x2 + 192x + 64.

Ĥे¢ण

 1. nC
0
anb0 + nC

1
an-1b1 + ...+ nC

r
an–rbr + ...+nC

n
an–nbn, जहा ँb0 = 1 = an–n

  का सकेंतन  है।

 अतः इस Ĥमये को इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ।

  

 2. ɮͪवपद Ĥमेय मɅ आन ेवाले गणुाकं nC
r
 को ɮͪवपद गणुाकं कहत ेहɇ।

 3. (a+b)n के Ĥसार मɅ पदɉ कȧ सÉंया (n+1) है अथा[त ् ्घाताकं स े1 अͬधक है।
 4. Ĥसार के उƣरोƣर पदɉ मɅ, a कȧ घातɅ एक के Đम से घट रहȣ हɇ। यह पहल ेपद मɅ n, दसूरे पद 

मɅ  (n–1) और ͩफर इसी Ĥकार अǓंतम पद मɅ शÛूय है। ठȤक उसी Ĥकार b कȧ घातɅ एक के 
Đम से बढ़ रहȣ हɇ, पहल ेपद मɅ शÛूय स ेशǾु होकर, दसूरे पद मɅ 1 और ͩफर इसी Ĥकार 
अǓंतम पद मɅ n पर समाÜत होती हɇ।

 5. (a+b)n, के Ĥसार मɅ, a तथा b कȧ घातɉ का योग, पहल ेपद मɅ n + 0 = n, दसूरे पद मɅ  
(n – 1) + 1 = n और इसी Ĥकार अǓंतम पद मɅ 0 + n = n है। अतः यह देखा जा सकता है ͩक 
Ĥसार के Ĥ×येक पद मɅ a तथा b कȧ घातɉ का योग n है।

8.2.2 (a + b)n के Ĥसार कȧ कुछ ͪवͧशçट िèथǓतया ँ(Some special cases)

(i) a = x तथा b = –y, लकेर हम पात ेहɇ;
 (x – y)n = [x + (–y)]n

 = nC
0
xn + nC

1
xn-1(–y) + nC

2
xn–2(–y)2 + nC

3
xn–3(–y)3 + ... + nC

n
 (–y)n

 = nC
0
xn – nC

1
xn–1y + nC

2
xn–2y2 – nC

3
xn-3y3 + ... + (–1)n nC

n
 yn 

इस Ĥकार (x–y)n = nC
0
xn – nC

1
xn–1 y + nC

2
xn–2 y2 + ... + (–1)n nC

n
 yn

इसका Ĥयोग करके हम पात ेहɇ,  
 (x–2y)5 =  5C

0
x5 – 5C

1
x4 (2y) + 5C

2
x3 (2y2) 

 – 5C
3
x2 (2y)3 + 5C

4 
x(2y)4 – 5C

5
(2y)5

 = x5 –10x4y + 40x3y2 – 80x2y3 + 80xy4 – 32y5
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(ii) a = 1 तथा b = x, लेकर हम पात ेहɇ ͩक,
 (1+x)n = nC

0
(1)n + nC

1
(1)n-1x + nC

2
(1)n-2x2 + ... + nC

n
xn

 = nC
0
 + nC

1
x + nC

2
x2 + nC

3
x3 + ... + nC

n
xn

इस Ĥकार, (1+x)n = nC
0
 + nC

1
x + nC

2
x2 + nC

3
x3 + ... + nC

n
xn

ͪवशषेत x = 1, के ͧलए हम पात ेहɇ,
 2n = nC

0
 + nC

1
 + nC

2
 + ... + nC

n
.

(iii) a = 1 तथा b = – x, लकेर हम पात ेहɇ,
 (1– x)n = nC

0
 – nC

1
x + nC

2
x2 – ... + (–1)n nC

n
xn

ͪवशषेत x = 1, के ͧलए हम पात ेहɇ,
 0 =  nC

0
 – nC

1
 + nC

2
 – ... + (–1)n nC

n

उदाहरण 1 , x  0 का Ĥसार £ात कȧिजएः

हल ɮͪवपद Ĥमेय का Ĥयोग करके हमɅ ĤाÜत होता है,

 = 4C
0
(x2)4 + 4C

1
(x2)3  + 4C

2
(x2)2 + 4C

3
(x2) +  4C

4
 

 
= x8 + 4.x6 . + 6.x4 . + 4.x2. + 

 = x8 + 12x5 + 54x2 + 

उदाहरण 2 (98)5 कȧ गणना कȧिजए।

हल  हम 98 को दो सÉंयाओ ंके योग या अतंर मɅ åयÈत करत ेहɇ िजनकȧ घात £ात करना सरल 
हो, ͩफर ɮͪवपद Ĥमेय का Ĥयोग करत ेहɇ।
  98 को  100 – 2 ͧलखने पर,
 (98)5 = (100 – 2)5

 = 5C
0
 (100)5 – 5C

1
 (100)4.2 + 5C

2
 (100)322 –  5C

3
 (100)2 (2)3 

  + 5C
4
 (100) (2)4 – 5C

5
 (2)5

 = 10000000000 – 5 × 100000000 × 2 + 10 × 1000000 × 4 – 10 ×10000 

  × 8 + 5 × 100 × 16 – 32

 = 10040008000 – 1000800032
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 = 9039207968

उदाहरण 3 (1.01)1000000 और 10,000 मɅ स ेकौन सी सÉंया बड़ी है?

हल 1.01 को दो पदɉ मɅ åयÈत करके ɮͪवपद Ĥमये के पहल ेकुछ पदɉ को ͧलखकर हम पात ेहɇ

       (1.01)1000000 = (1 + 0.01)1000000

 = 1000000C
0
 + 1000000C

1
(0.01) + अÛय धना×मक पद

 = 1 + 1000000 × 0.01 + अÛय धना×मक पद

 = 1 + 10000 + अÛय धना×मक पद

  > 10000

अतः (1.01)1000000 > 10000

उदाहरण 4 ɮͪवपद Ĥमये का Ĥयोग करके ͧसɮध कȧिजए ͩक 6n–5n को जब 25 से भाग Ǒदया 
जाए तो सदैव 1 शषे बचता है।

हल दो सÉयाओ ंa तथा b के ͧलए यǑद हम सÉंयाए ँq तथा r ĤाÜत कर सकɅ  ताͩक a = bq + r तो 
हम कह सकत ेहɇ ͩक a को b से भाग करने पर q भजनफल तथा r शषेफल ĤाÜत होता है। इसी 
Ĥकार यह दशा[न ेके ͧलए ͩक 6n–5n को 25 से भाग करन ेपर 1 शषे बचता है, हमɅ ͧसɮध करना 
हैः 6n–5n = 25k+1 जहा ँk एक Ĥाकृत सÉंया है।
हम जानत ेहɇः (1 + a)n = nC

0
 + nC

1
a + nC

2
a2 + ... + nC

n
an 

  a = 5, के ͧलए हमɅ ĤाÜत होता है,
   (1 + 5)n = nC

0
 + nC

1
5 + nC

2
52 + ... + nC

n
5n 

या    (6)n = 1+5n + 52.nC
2
 + 53.nC

3
 + ... + 5n

या    6n – 5n = 1+52 (nC
2
 + nC

3
5 + ... + 5n-2)

या     6n – 5n = 1+ 25 (nC
2 
+ 5 .nC

3
 + ... + 5n-2)

या    6n – 5n = 25k+1 जहा ँk= nC
2 
+ 5 .nC

3
 + ... + 5n–2.

यह दशा[ता है ͩक जब 6n – 5n को 25 स ेभाग ͩकया जाता है तो शषे 1 बचता है।

Ĥæनावलȣ 8.1

Ĥæन 1 से 5 तक Ĥ×येक åयजंक का Ĥसार कȧिजएः 5.
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 1. (1–2x)5  2.  3. (2x – 3)6  

 4.  5.    

ɮͪवपद Ĥमेय का Ĥयोग करके Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए

 6. (96)3 7. (102)5 8. (101)4 9. (99)5

 10. ɮͪवपद Ĥमेय का Ĥयोग करत ेहुए बताइए कौन-सी सÉंया बड़ी है (1.1)10000 या 1000. 

 11. (a+b)4 – (a–b)4 का ͪवèतार कȧिजए। इसका Ĥयोग करके – का 
मान £ात कȧिजए।

 12. (x+1)6 + (x–1)6 का मान £ात कȧिजए। इसका Ĥयोग करके या अÛयथा ( +1)6 + (  –1)6 
का मान £ात कȧिजए।

 13. Ǒदखाइए ͩक 9n+1 – 8n – 9, 64 से ͪवभाÏय है जहा ँn एक धन पणूाɍक है।

 14. ͧसɮध कȧिजए ͩक 

8.3  åयापक एव ंमÚय पद (General and Middle Terms)

1. (a + b)n के ɮͪवपद Ĥसार मɅ हमन ेदेखा है ͩक पहला पद nC
0
an है, दसूरा पद nC

1
an–1b है, 

तीसरा पद nC
2
an–2b2 है और आग ेइसी Ĥकार। इन उƣरोƣर पदɉ के ĤǓतǾपɉ मɅ हम कह 

सकत ेहɇ ͩक (r + 1)वा ंपद nC
r
an–rbr है। (a + b)n का (r + 1)वा ंपद, åयापक पद (General 

term) कहलाता है। इसे T
r+1
 ɮवारा ͧलखत ेहɇ। अतः T

r+1
 = nC

r
 an – rbr

2. (a + b)n के Ĥसार के मÚय पद के बारे मɅ हम पात ेहɇ

 (i) यǑद n सम (Even) सÉंया है तो Ĥसार के पदɉ कȧ सÉंया (n+1) होगी। Èयɉͩक n एक 

सम सÉंया हɇ इसͧलए n + 1 एक ͪवषम सÉंया होगी। इसͧलए मÚय पद 
वाँ

 अथा[त ् ् 
वाँ

  पद है।

उदाहरणाथ[, (x + 2y)8 के Ĥसार मɅ मÚय पद  अथा[त ्5वा ँपद है।
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 (ii) यǑद n ͪ वषम सÉंया (odd) है तो (n+1) सम सÉंया है। इसͧलए, Ĥसार के दो मÚय पद 

 तथा  हɉगे। अतः (2x–y)7 के Ĥसार मɅ मÚय पद  

वाँ
 अथा[त ् ्चौथा और 

वाँ

 अथा[त ्पाचँवा ँपद है।

3. , जहा ँx  0 है, के Ĥसार मɅ मÚय पद अथा[त ्(n+1)वा ँपद है, 

Èयɉͩक 2n सम सÉंया है।

यह 2nC
n
xn = 2nC

n
 (अचर) ɮवारा Ǒदया जाता है।

यह पद x स ेèवतğं पद (Independent Term) या अचर पद (Constant term) कहलाता है।

उदाहरण 5 यǑद (2+a)50  के ɮͪवपद Ĥसार का सğहवा ँऔर अɪठारहवा ँपद समान हो तो a का 
मान £ात कȧिजए।

हल (x+y)n के ɮͪवपद Ĥसार मɅ (r+1)वा ँपद हैः T
r+1

 =  nC
r
xn–ryr

सğहवɅ पद के ͧलए,  r + 1 = 17,  या  r = 16

इसͧलए T
17

 = T
16+!

 = 50C
16

 (2)50–16 a16

  = 50C
16 

234 a16.

इसी Ĥकार T
18

 = 50C
17 

233 a17

हमɅ £ात है ͩक T
17

 = T
18

इसͧलए, 50C
16 

(2)34 a16  = 50C
17 

(2)33 a17

या  = 

या  a =  =  = 1

उदाहरण 6 Ǒदखाइए ͩक (1+x)2n के Ĥसार मɅ मÚय पद  है, जहा ँn एक 
धन पणूाɍक है।

हल  Èयɉͩक 2n एक सम सÉंया है, इसͧलए (1+x)2n का मÚय पद 
वाँ

 अथा[त ् ्  (n+1)
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वा ँपद है।
इस Ĥकार, मÚय पद T

n+1 
= 2nC

n
(1)2n–n(x)n = 2nC

n
xn = 

  = 

  = 

  = . xn

  =  

  

  = 

  

  = 

उदाहरण 7 (x+2y)9 के प्रसार मंे x6y3 का गुणांक ज्ञात कीजिए।

हल   मान लȣिजए (x+2y)9 के Ĥसार मɅ x6y3, (r+1)वɅ पद मɅ आता है। 

अब  T
r+1 

= 9C
r
 x9– r (2y)r = 9C

r
 2 r . x9 – r . y r 

   T
r+1
 तथा x6y3 मɅ x और y के घाताकंɉ कȧ तुलना करने पर हमɅ ĤाÜत होता है, 

r = 3.

इसͧलए,  x6y3 का गणुाकं = 9C
3
 2 3  =  =  = 672.

उदाहरण 8 (x + a)n  के ɮͪवपद Ĥसार के दसूरे, तीसरे और चौथ ेपद Đमशः 240, 720 और 
1080 हɇ। x, a तथा n £ात कȧिजए।

हल हमɅ £ात है ͩक दसूरा पद T
2
 = 240

परंत ु  T
2 
= nC

1
xn–1 . a     

इसͧलए   nC
1
xn–1 . a = 240      ... (1)

इसी Ĥकार nC
2
xn–2 a2 = 720      ... (2)

और  nC
3
xn–3 a3 = 1080      ... (3)

(2) को (1) से भाग करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है,
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     या  

या         ... (4)

(3) को (2), स ेभाग करन ेपर,
         ... (5)

(4) व (5) स,े   या n = 5

अब (1) स,े 5x4a = 240  और (4) स,े  

इन समीकरणɉ को हल करने स ेहम x = 2 और a = 3 ĤाÜत करत ेहɇ।

उदाहरण 9 यǑद (1+a)n के Ĥसार मɅ तीन Đमागत पदɉ के गणुाकं 1ः 7ः 42 के अनपुात मɅ हɇ 
तो n का मान £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए (1 + a)n के Ĥसार मɅ (r – 1)वा,ँ rवा ँतथा (r + 1)वा ँपद, तीन Đमागत पद हɇ।
(r – 1)वा ँपद nC

r–2
ar–2 है तथा इसका गणुाकं nC

r–2
 है। इसी Ĥकार rवɅ तथा (r + 1)वɅ पदɉ के गणुाकं Đमशः 

nC
r–1
 व nC

r 
 हɇ। Èयɉͩक गणुाकंो का अनपुात 1 ः 7 ः 42 है इसͧलए हमɅ ĤाÜत होता है,

    अथा[त ् ्  n – 8r + 9 = 0   ... (1)

और   अथा[त ् ् n – 7r + 1 = 0   ... (2)

समीकरण (1) व (2) को हल करन ेपर हमɅ n = 55 ĤाÜत होता है।  

Ĥæनावलȣ 8.2

गणुाकं £ात कȧिजएः
 1. (x + 3)8  मɅ x5  का 2. (a – 2b)12 मɅ a5b7 का
 Ǔनàनͧलͨखत के Ĥसार मɅ åयापक पद ͧलͨखएः
 3.  (x2 – y)6  4. (x2 – yx)12, x   0

 5. (x – 2y)12 के Ĥसार मɅ चौथा पद £ात कȧिजए।
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6.   के Ĥसार मɅ 13वा ँपद £ात कȧिजए।

 Ǔनàनͧलͨखत Ĥसारɉ मɅ मÚय पद £ात कȧिजएः

 7.  8.  

 9. (1 + a)m +n के Ĥसार मɅ ͧसɮध कȧिजए ͩक am  तथा an के गणुाकं बराबर हɇ।
 10. यǑद (x + 1)n के Ĥसार मɅ (r – 1)वा ँ, rवा ँऔर (r + 1)वा ँपदɉ के गुणाकंɉ मɅ 1 ः 3 ः 5 का अनपुात 

हो, तो n तथा r का मान £ात कȧिजए।
 11. ͧसɮध कȧिजए ͩक (1 + x)2n के Ĥसार मɅ xn का गणुाकं, (1 + x)2n–1 के Ĥसार मɅ xn के गणुाकं का 

दगुना होता है।
 12. m का धना×मक मान £ात कȧिजए िजसके ͧलए (1 + x)m के Ĥसार मɅ x2 का गणुाकं 6 हो।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 10  के Ĥसार मɅ x स ेèवतंğ पद £ात कȧिजए।

हल हम पात ेहɇ ͩक T
r+1 

= 

  = 

  = 

x से èवतğं पद के ͧलए, पद मɅ x का घाताकं 0 (होना चाǑहए)। अतः 12 – 3r = 0 या r = 4

इस Ĥकार 5वा ँपद x स ेèवतğं है। इसͧलए अभीçट पद = (–1)4  6C
4 

उदाहरण 11 यǑद (1 + a)n के Ĥसार मɅ ar-1, ar तथा ar+1 के गणुाकं समातंर Įेणी मɅ हɉ तो ͧसɮध 
कȧिजए ͩक n2 – n(4r + 1) + 4r2–2 = 0

हल  हम जानत ेहɇ ͩ क (1 + a)n  के Ĥसार मɅ (r + 1)वा ँपद  nC
r
ar  है। इस Ĥकार यह देखा जा सकता 

है ͩक ar, (r + 1)वɅ पद मɅ आता है। और इसका गणुाकं nC
r
 है। इसͧलए ar–1, ar तथा ar+1 के गणुाकं 
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Đमशः nC
r–1 

, nC
r
 तथा nC

r+1
 हɇ। परंत ुये गणुाकं समातंर Įेणी मɅ हɇ। इसͧलए 

  nC
r–1

+ nC
r+1
 = 2nC

r

या   

या    

   

या   

   

या   

या   

या   r(r + 1) + (n – r) (n – r + 1) = 2 (r + 1) (n – r + 1)

या   r2 + r + n2 – nr + n – nr + r2 – r = 2(nr – r2 + r + n – r + 1)

या   n2 – 4nr – n + 4r2 – 2 = 0

या   n2 – n (4r + 1) + 4r2 – 2 = 0

उदाहरण 12 Ǒदखाइए ͩ क (1 + x)2n  के Ĥसार मɅ मÚय पद का गणुाकं, (1 + x)2n–1 के Ĥसार मɅ दोनɉ 
मÚय पदɉ के गणुाकंɉ के योग के बराबर होता है।

हल Èयɉͩक 2n एक सम सÉंया है इसͧलए (1+x)2n के Ĥसार मɅ केवल एक मÚय पद है जो ͩक 
वाँ

 अथा[त ् ्(n + 1)वा ँपद है।

अब   (n+1)वा ँ पद 2nC
n
xn है िजसका गणुाकं 2nC

n
 है।

इसी Ĥकार,  (2n–1) एक ͪवषम सÉंया है इसͧलए (1 + x)2n–1 के Ĥसार के दो मÚय पद 
वाँ

 और 
वाँ

 अथा[त ् ्nवा ँऔर (n + 1) वा ँपद है।
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इन पदɉ के गणुाकं Đमशः 2n–1C
n–1 
और 2n–1C

n 
हɇ।

इस Ĥकार 2n–1C
n–1 

+  2n–1C
n
= 2nC

n 
  [Èयɉͩक nC

r–1
+ nC

r
 = n+1C

r
] 

यहȣ अभीçट है।

उदाहरण 13 ɮͪवपद Ĥमये का उपयोग करते हुए गणुनफल (1 + 2a)4 (2 – a)5 मɅ a4 का गणुाकं 
£ात कȧिजए।

हल  सबस ेपहले हम गणुनफल के Ĥ×येक मɅ ɮͪवपद Ĥमेय गणुनखडं Ĥयोग कर Ĥसारण करते 
हɇ। इस Ĥकार
 (1+2a)4   = 4C

0
+4C

1
 (2a) + 4C

2
 (2a)2 + 4C

3 
(2a)3+ 4C

4
 (2a)4

  = 1+4 (2a)+6 (4a2) + 4 (8a3) + 16a4.

  = 1+8 a+24a2+3 2a3 + 16a4

और (2–a)5 = 5C
0
  (2)5 – 5C

1
 (2)4 (a) + 5C

2 
(2)3 (a)2 – 5C

3
 (2)2 (a)3

               + 5C
4 
(2) (a)4 – 5C

5
 (a)5 

  = 32 – 80a + 80a2 – 40a3+10a4 – a5 

इस Ĥकार,   (1+2a)4 (2–a)5 

  = (1+8a + 24a2 + 32a3 + 16a4) (32–80a + 80a2 – 40a3 + 10a4 – a5)

हमɅ सपंणू[ गणुा करन ेतथा सभी पदɉ के ͧ लखने कȧ आवæयकता नहȣ ंहै। हम केवल वहȣ पद ͧ लखते 
हɇ िजनमɅ a4 आता है। यǑद ar.a4–r = a4 तो यह ͩकया जा सकता है। िजन पदɉ मɅ a4 आता है, व ेहɇः
 1.10a4 + (8a) (–40a3) + (24a2) (80a2) + (32a3) (–80a) + (16a4) (32) = – 438a4

अतः गुणनफल मɅ a4 का गणुाकं – 438 है।

उदाहरण 14 (x+a)n के Ĥसार मɅ अतं स ेrवा ँपद £ात कȧिजए।

हल  (x + a)n के Ĥसार मɅ (n + 1) पद हɇ। पदɉ का अवलोकन करत ेहुए हम कह सकत ेहɇ ͩक 
अतं मɅ पहला पद Ĥसार का अǓंतम पद हɇ अथा[त ्(n + 1)वा ँपद (n + 1) – (1–1) है। अतं स ेदसूरा 
पद, Ĥसार का nवा ँपद n=(n + 1) – (2 – 1) है। अतं स ेतीसरा पद, Ĥसार का (n–1)वा ँ पद है और
n–1 = (n+1) – (3 – 1). इसी Ĥकार, अतं स ेrवा ँपद, Ĥसार का [(n+1) – (r – 1)]वा ँपद अथा[त ् ्(n– r 

+ 2)वा ँपद होगा।

और Ĥसार का (n–r+2)वा ँपद nC
n–r+1

 xr–1 an–r+1 है।

उदाहरण 15 , x > 0 के Ĥसार मɅ x स ेèवतğं पद £ात कȧिजए।
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हल  Ĥसार का åयापक पद
 T

r+1
 = 

 =  =  

Èयɉͩक हमɅ x स ेèवतğं पद £ात करना है अथा[त ् ्उस पद मɅ x नहȣं है।

इसͧलए   या r = 9

अतः अभीçट पद 18C
9
  है।

उदाहरण 16 , x  0, जहा ँm एक Ĥाकृत सÉंया है, के Ĥसार मɅ पहले तीन पदɉ के 

गणुाकंɉ का योग 559 है। Ĥसार मɅ x3 वाला पद £ात कȧिजए।

हल  के Ĥसार के पहल ेतीन पदɉ के गणुाकं mC
0 
, (–3) mC

1
 और 9 mC

2
 हɇ।

इसͧलए Ǒदए गए ĤǓतबधं के अनुसार mC
0
 –3 mC

1
+ 9 mC

2
= 559.

या   1 – 3m +  इसस ेहमɅ m = 12 (m एक Ĥाकृत सÉंया है) ĤाÜत 

होता है। 

अब  T
r+1

 =  12C
r 
x12–r  =  12C

r
 (–3)r . x12–3r

Èयɉͩक हमɅ x3 वाला पद चाǑहए।  अतः 12 – 3r = 3 या r = 3.

इस Ĥकार, अभीçट पद = 12C
3
 (–3)3  x3 अथा[त ् – 5940 x3 है।

उदाहरण 17 यǑद (1+x)34 के Ĥसार मɅ (r–5)वɅ और (2r–1)वɅ पदɉ के गुणाकं समान हɉ r £ात कȧिजए।

हल (1+x)34 के Ĥसार मɅ (r–5)वɅ तथा (2r–1)वɅ पदɉ के गणुाकं Đमशः 34C
r–6
 और 34C

2r–2
 हɇ। Èयɉͩक वे 

समान हɇ, इसͧलए 
  34C

r–6
 = 34C

2r–2
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यह तभी सभंव है जबͩक या r – 6 = 2r – 2  या  r–6 = 34 – (2r – 2) हो।  
[इस तØय का Ĥयोग करके ͩक यǑद nC

r
=nC

p
 हो तो r = p या r = n–p]

इसͧलए, हमɅ r = – 4 या r = 14 ĤाÜत हुआ परंत ुr Ĥाकृत सÉंया है और r = –4 सभंव नहȣं है। 
अतः  r = 14

अÚयाय 8 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. यǑद (a + b)n के Ĥसार मɅ Ĥथम तीन पद Đमशः 729, 7290 तथा 30375 हɉ तो a, b, और 
n £ात कȧिजए।

 2. यǑद (3 + ax)9 के Ĥसार मɅ x2 तथा x3 के गणुाकं समान हɉ, तो a का मान £ात कȧिजए।
 3. ɮͪवपद Ĥमेय का उपयोग करते हुए गणुनफल (1+2x)6 (1–x)7 मɅ x5 का गणुाकं £ात कȧिजए।
 4. यǑद a और b ͧभÛन-ͧभÛन पणूाɍक हɉ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक (an – bn) का एक गणुनखडं 

(a – b)है, जबͩक n एक धन पणूाɍक है।
[ सकेंत an = (a – b + b)n ͧलखकर Ĥसार कȧिजए।]

 5. का मान £ात कȧिजए।

 6.  का मान £ात कȧिजए।

 7. (0.99)5 के Ĥसार के पहले तीन पदɉ का Ĥयोग करत ेहुए इसका Ǔनकटतम मान £ात कȧिजए।

 8. यǑद  के Ĥसार मɅ आरंभ से 5वɅ और अतं से 5वɅ पद का अनुपात  हो 

तो n £ात कȧिजए।
 9.  x  0 का ɮͪवपद Ĥमये ɮवारा Ĥसार £ात कȧिजए।

 10. (3x2 – 2ax + 3a2)3 का ɮͪवपद Ĥमेय स ेĤसार £ात कȧिजए।

साराशं

 एक ɮͪवपद का ͩकसी भी धन पणूाɍक n के ͧलए Ĥसार ɮͪवपद Ĥमये ɮवारा ͩकया जाता 
है। इस Ĥमये के अनसुार 

 (a + b)n = nC
0
an + nC

1
an–1b + nC

2
an–2b2 + ...+ nC

n–1
a.bn–1 + nC

n
bn
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 Ĥसार के पदɉ के गणुाकंɉ का åयविèथत Đम पाèकल ǒğभजु कहलाता है।
 (a + b)n के Ĥसार का åयापक पद T

r+1 
= nC

r
an–r.br है।

 (a+b)n के Ĥसार मɅ, यǑद n सम सÉंया हो तो मÚय पद 
वाँ

  पद है और यǑद 
 
 n ͪवषम सÉंया है तो दो मÚय पद 

वाँ

 तथा 
वाँ

 हɇ।

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म
Ĥाचीन भारतीय गͨणत£ (x+y)n, 0  n  7, के Ĥसार मɅ गणुाकंɉ को जानत ेथ।े ईसा पवू[ 
दसूरȣ शताÞदȣ मɅ ͪपगंल न ेअपनी पèुतक छंद शाèğ (200ई॰ प॰ू) मɅ इन गणुाकंɉ को 
एक आकृǓत, िजसे मेǽĤèğ कहत ेहɇ, के Ǿप मɅ Ǒदया था। 1303ई॰ मɅ चीनी गͨणत£ 
Chu-shi-kie के काय[ मɅ भी यह ǒğभजुाकार ͪवÛयास पाया गया। 1544 के लगभग 
जम[न गͨणत£ Michael Stipel (1486-1567 ई॰)  न ेसव[Ĥथम ‘ɮͪवपद गणुाकं’ शÞद को 
Ĥारंभ ͩकया। Bombelli (1572 ई॰) न ेभी, n = 1,2, ..., 7 के ͧलए तथा Oughtred (1631 ई॰) 
न ेn = 1, 2,..., 10 के ͧलए, (a + b)n के Ĥसार मɅ गणुाकंɉ को बताया। ͪपगंल के मǽेĤèğ 
के समान थोड़ े पǐरवत[न के साथ ͧलखा हुआ अकंगͨणतीय ǒğभजु जो पाèकल ǒğभजु 
के नाम स ेĤचͧलत है, यɮयͪप बहुत बाद मɅ ĥासंीसी मूल के गͨणत£ Blaise Pascal 

(1623–1662 ई॰) न ेबनाया। उÛहɉन ेɮͪवपद Ĥसार के गणुाकंɉ को Ǔनकालन ेके ͧलए ǒğभजु 
का Ĥयोग ͩकया। 

n के पूणाɍक मानɉ के ͧलए ɮͪवपद Ĥमये का वत[मान èवǾप पाèकल ɮवारा ͧलͨखत 
पुèतक Trate du triange arithmetic मɅ Ĥèततु हुआ जो 1665 मɅ उनकȧ म×ृय ु के बाद 
Ĥकाͧशत हुई।

——
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“Natural numbers are the product of human spirit” – Dedekind 

9.1 भूमिका (Introduction)

गͨणत मɅ, शÞद ‘अनुĐम’ का उपयोग साधारण अĒेँज़ी के समान ͩकया जाता है। जब हम कहते 
हɇ ͩक समहू के अवयवɉ को अनĐुम मɅ सूचीबɮध ͩकया गया है 
तब हमारा ता×पय[ है ͩक समहू को इस Ĥकार Đͧमक ͩकया गया 
है ͩक हम उसके सदèयɉ को Ĥथम, ɮͪवतीय, ततृीय सÉंया तथा 
आǑद से पहचान सकत ेहɇ। उदाहरणतः, ͪवͧभÛन समयɉ मɅ मानव 
कȧ जनसÉंया अथवा बÈैटȣǐरया अनĐुम कȧ रचना करत ेहɇ। कोई 
धनराͧश जो बɇक खातɅ मɅ जमा कर दȣ जाती है, ͪ वͧभÛन वषɟ मɅ एक 
अनĐुम का Ǔनमा[ण करती है। ͩ कसी सामान कȧ अवमिूãयत कȧमतɅ 
एक अनĐुम बनाती हɇ मानव ͩĐयाओ ंके कई ¢ğेɉ मɅ अनĐुमɉ 
का बहुत महǂवपूण[ उपयोग है। ͪवͧशçट पटैनɟ का अनसुरण करने 
वाल ेअनĐुम Įेणी (Progression) कहलात ेहɇ। ͪपछलȣ क¢ा मɅ, 
हम समातंर Įेणी के सबंधं मɅ पढ़ चुके हɇ। इस अÚयाय मɅ समांतर 
Įेणी के बारे मɅ और अͬधक चचा[ करन ेके साथ-साथ हम समातंर 
माÚय, गणुोƣर माÚय, समातंर माÚय तथा गुणोƣर माÚय मɅ सबंधं, ͪवशषे अनĐुमɉ के Đमागत 
n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग, n Ĥाकृत सÉंयाआ ंके वगɟ का योग तथा n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके घनɉ 
के योग का भी अÚययन करɅगे। 

9.2 अनĐुम (Sequence)

आइए हम Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
माना ͩक पीǑढ़यɉ का अतंर 30 वष[ है और åयिÈत के 300 वषा[े ंमɅ पवू[जɉ अथा[त ् ्माता-ͪपता 

दादा-दादȣ, परदादा-परदादȣ आǑद कȧ सÉंया £ात कȧिजए।
यहाँ पीǑढ़यɉ कȧ कुल सÉंया =

 
= 10.

Fibonacci 
(1175-1250 A.D.)

अÚयाय

अनुĐम तथा Įेणी 
(Sequence and Series)
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Ĥथम, ɮͪवतीय, ततृीय, ... दसवी ंपीढ़ȣ के ͧलए åयिÈत के पवू[जɉ कȧ सÉंया Đमशः 2, 4, 8, 16, 

32, ..., 1024 है। ये सÉंयाए ँएक अनĐुम का Ǔनमा[ण करती हɇ, एेसा हम कहत ेहɇ।
10 को 3 से भाग देत ेसमय ͪवͧभÛन चरणांे के बाद ĤाÜत Đͧमक भागफलɉ पर ͪवचार 

कȧिजए। इस ĤͩĐया मɅ हम Đमशः 3,3.3,3.33,3.333... आǑद पात ेहɇ ये भागफल भी एक अनĐुम 
का Ǔनमा[ण करत ेहɇ। एक अनĐुम मɅ जो सÉंयाए ँआती हɇ उÛहɅ हम उसका पद कहत ेहɇ। अनĐुम 
के पदɉ को हम a

1
, a

2
, a

3
,…, a

n
, …, आǑद ɮवारा ǓनǾͪपत करत ेहɇ। Ĥ×येक पद के साथ लगी सÉंया 

िजसे पदाकं कहत ेहɇ, उसका èथान बताती है। अनĐुम का nवा ँपद nवɅ èथान को ǓनǾͪपत करता 
है और इस ेa

n
 ɮवारा ǓनǾͪपत करत ेहɇ, इसे अनĐुम का åयापक पद भी कहत ेहɇ।

इस Ĥकार, åयिÈत के पवू[जɉ (पवु[जɉ) के अनĐुम के पदɉ को Ǔनàन Ĥकार स ेǓनǾͪपत करत ेहɇः
a

1
 = 2, a

2
 = 4, a

3
 = 8, …, a

10
 = 1024. 

इसी Ĥकार Đͧमक भागफलɉ वाले उदाहरण मɅ ः
a

1
 = 3, a

2
 = 3.3, a

3
 = 3.33, … a

6
 = 3.33333, आǑद।

 व ेअनुĐम, िजनमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती हɇ, उसे ‘पǐरͧमत अनुĐम’ कहत ेहɇ। उदाहरणतः 
पवू[जɉ का अनĐुम पǐरͧमत अनĐुम है, Èयɉͩक उसमɅ 10 पद हɇ (सीͧमत सÉंया)।
 एक अनĐुम, ‘‘अपǐरͧमत अनुĐम कहा जाता है, िजसमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत नहȣं होती है।’’ 
उदाहरणतः पवूȾÈत Đमागत भागफलɉ का अनĐुम एक ‘अपǐरͧमत अनुĐम’ है। अपǐरͧमत कहने 
का अथ[ है, जो कभी समाÜत नहȣ ंहोता।
 Ĥायः यह सभंव है ͩक अनĐुम के ͪवͧभÛन पदɉ को åयÈत करन ेके Ǔनयम को एक बीज 
गͨणतीय सğू ɮवारा åयÈत ͩकया जा सकता है। उदाहरणाथ[, Ĥाकृत सम सÉंयाओ ंके अनĐुम 2, 

4, 6, … पर ͪवचार कȧिजए।
यहाँ   a

1
 = 2 = 2 × 1 a

2
 = 4 = 2 × 2

   a
3
 = 6 = 2 × 3 a

4
 = 8 = 2 × 4

   ....     ....    .... ....     ....    ....
   ....     ....    .... ....     ....    ....

   a
23

 = 46 = 2 × 23 a
24

 = 48 = 2 = 2 × 24, और इसी Ĥकार अÛय। 
वèततुः, हम देखत ेहɇ ͩक अनĐुम का nवा ँपद  a

n
 =

 
 2n, ͧलखा  जा सकता हɇ, जबͩक n एक 

Ĥाकृत सÉंया है। इसी Ĥकार, ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाओ ंके अनĐुम 1,3,5,7,…,मɅ nवɅ पद के सğू को 
a

n
 = 2n – 1, के Ǿप मɅ ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है, जबͩक n एक Ĥाकृत सÉंया है।

åयविèथत सÉंयाओ ं1, 1, 2, 3, 5, 8,.. का कोई èपçट पटैन[ नहȣं है, ͩ कंत ुअनĐुम कȧ रचना पनुरावृͪ ƣ 
सबंधं ɮवारा åयÈत कȧ जा सकती हɇ। उदाहरणतः
   a

1
 = a

2
 = 1

   a
3
 = a

1
 + a

2

   
a

n
 = a

n–2
 + a

n–1
, n > 2

इस अनĐुम को Fibonacci अनĐुम कहत ेहɇ।
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 अभाÏय सÉंयाओ ंके अनĐुम 2,3,5,7… मɅ nवी ंअभाÏय सÉंया का कोई सğू नहȣ ंहɇ। एसेे 
वͨण[त अनĐुम को केवल मौͨखक ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता हɇ।
 Ĥ×येक अनĐुम मɅ यह अपे¢ा नहȣ ंकȧ जानी चाǑहए ͩक उसके ͧलए ͪवशषे सğू होगा। ͩकंतु 
ͩफर भी एेस ेअनĐुम के Ǔनमा[ण के ͧलए कोई न कोई सɮैधाǓंतक योजना अथवा Ǔनयम कȧ आशा 
तो कȧ जा सकती है, जो पदɉ a

1
, a

2
,
 
a

3
,…,a

n
,… का Đमागत Ǿप दे सके।

 उपयु[Èत तØयɉ के आधार पर, एक अनुĐम को हम एक फलन के Ǿप मɅ ल ेसकत ेहɇ िजसका 
Ĥातं Ĥाकृत सÉंयाओ ंका समÍुचय हो अथवा उसका उपसमÍुचय हो। कभी-कभी हम फलन के 
सकेंत a

n
 के ͧलए a(n) का उपयोग करत ेहɇ।

9.3 Įेणी (Series)

माना ͩक यǑद a
1
, a

2, 
a

3
,…,a

n
 अनĐुम है, तो åयजंक a

1
 + a

2 
+

 
a

3
 +,…+ a

n 
सबंंͬ धत अनĐुम स ेबनी 

Įेणी कहलाती हɇ। Įेणी पǐरͧमत अथवा अपǐरͧमत होगी, यǑद अनुĐम Đमशः पǐरͧमत अथवा 
अपǐरͧमत है। Įेणी को संͬ ध रȣǓत मɅ Ĥदͧश[त करते हɇ, िजस ेͧसÊमा सकेंत कहत ेहɇ। इसके ͧलए 

Ēीक अ¢र सकेंत  (ͧसÊमा) का उपयोग करत ेहɇ, िजसका अथ[ होता हɇ जोड़ना। इस Ĥकार, Įेणी 

a
1
 + a

2
 + a

3 
+

 
... + a

n
  का संͯ ¢Üत Ǿप,

 .
 है।

ǑटÜपणी  Įेणी का उपयोग, योग के ͧलए नहȣं, बिãक ǓनǾͪपत योग के ͧलए ͩकया जाता है।
उदाहरणतः 1 + 3 + 5 + 7 चार पदɉ वालȣ एक पǐरͧमत Įेणी है। जब हम ‘Įेणी का योग’ महुावरे 
का उपयोग करत ेहɇ, तब उसका ता×पय[ उस सÉंया स ेहै जो पदɉ के जोड़न ेस ेपǐरͨणत होती है। 
अतः Įेणी का योग 16 है।

अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करत ेहɇ।

उदाहरण 1 दȣ गई पǐरभाषाओ ंके आधार पर Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक अनĐुम के Ĥथम तीन पद बताइए ः

 (i) a
n
 = 2n + 5 (ii) a

n
 = .

हल   (i) यहाँ  a
n
 = 2n + 5, 

  n = 1, 2, 3, रखन ेपर, हम पाते हɇ ः

  a
1
 = 2(1) + 5 = 7, a

2
 = 9, a

3
 = 11

इसͧलए, वाǓंछत पद 7, 9 तथा 11 हɇ।

 (ii) यहा ँ
 
a

n 
= 
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इस Ĥकार     

अतः Ĥथम तीन पद 
, 

 तथा 0 हɇ।

उदाहरण 2  a
n
 = (n – 1) (2 – n) (3 + n)  ɮवारा पǐरभाͪषत अनĐुम का 20वा ँपद Èया हɇ?

हल हम  n = 20 रखने पर, पात ेहɇ
 a

20 
= (20 – 1) (2 – 20) (3 + 20)

 = 19 × (– 18) × (23) 

 = – 7866.     

उदाहरण 3 माना ͩक अनĐुम a
n
 Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ पǐरभाͪषत है ः 

 a
1
 = 1,

 a
n
 = a

n–1
 + 2 for n 2. 

 तो अनĐुम के पाचँ पद £ात कȧिजए तथा सगंत Įेणी ͧलͨखए।

हल हम पात ेहɇ ः
 a

1
 = 1, a

2
 = a

1
 + 2 = 1 + 2 = 3, a

3
 = a

2
 + 2 = 3 + 2 = 5, 

 a
4
 = a

3
 + 2 = 5 + 2 = 7, a

5
 = a

4
 + 2 = 7 + 2 = 9.

अतः अनĐुम के Ĥथम पाचँ पद 1,3,5,7 तथा 9 हɇ।
 सगंत Įेणी 1 + 3 + 5 + 7 + 9 +...  है।

Ĥæनावलȣ 9.1

Ĥæन 1 स े6 तक के अनĐुमɉ मɅ Ĥ×येक के Ĥथम पाचँ पद ͧलͨखये, िजनका nवा ँपद Ǒदया गया है ः

 1.     a
n
 = n (n + 2) 2. a

n 
=  3. a

n 
= 2n

 4.  a
n
 =  5.  a

n
 = (–1)n–1 5n+1 6. a

n
.

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 स े10 तक के अनुĐमɉ मɅ Ĥ×येक का वाǓंछत पद £ात कȧिजए, िजनका nवाँ 
पर Ǒदया गया है ः
 7.  a

n 
= 4n – 3; a

17
, a

24
 8. a

n 
=
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 9. a
n
 = (–1)n – 1n3; a

9 
10. .

Ĥæन 11 स े13 तक Ĥ×येक अनĐुम के पाचँ पद ͧलͨखए तथा सगंत Įेणी £ात कȧिजए ः

 11.  a
1
 = 3, a

n
 = 3a

n–1
 + 2 सभी n > 1 के ͧलए

 12.    a
1
 = –1, a

n 
= , जहा ँn  2 

 13. 
  

a
1
 = a

2
 = 2, a

n
 =  a

n–1
–1, जहा ँ n > 2

 14. Fibonacci अनुĐम Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ पǐरभाͪषत है ः

   1 = a
1
 = a

2
 तथा a

n
 = a

n–1
 + a

n–2
, n.>2 तो

     £ात कȧिजए, जबͩक n = 1, 2, 3, 4, 5

9.4  समातंर Įेणी [Arithmetic Progression (A.P.)]

पवू[ मɅ अÚययन ͩकए कुछ सूğɉ तथा गणुɉ का पुनः èमरण करत ेहɇ।
एक अनुĐम a

1
, a

2
 a

3
,…,a

n
… को समातंर अनĐुम या समातंर Įेणी कहत ेहɇ, यǑद

a
n+1

 = a
n
 + d, n N 

a
1
 को Ĥथम पद कहत ेहɇ तथा अचर पद d को समातंर Įेणी का साव[ अतंर कहत ेहɇ।

मान लȣिजए एक समातंर Įेणी (Ĥमाͨणत Ǿप मɅ) पर ͪवचार करɅ, िजसका Ĥथम पद a, तथा साव[ 
अतंर d है, अथा[त ्a, a + d, a + 2d, ... 

समातंर Įेणी का nवा ँपद (åयापक पद) a
n
 = a + (n – 1)d  है।

हम समातंर Įेणी कȧ सामाÛय ͪवशषेताओ ंका परȣ¢ण कर सकत ेहɇः
 (i) यǑद समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ एक अचर जोड़ा जाए, तो इस Ĥकार ĤाÜत अनुĐम भी 

समातंर Įेणी होता है।
 (ii) यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ स ेएक अचर घटाया जाए तो, इस Ĥकार ĤाÜत 

अनĐुम भी समातंर Įेणी होता है।
 (iii) यǑद ͩकसी समांतर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ एक अचर स ेगणुा ͩ कया जाए तो, इस Ĥकार ĤाÜत 

अनĐुम भी समातंर Įेणी होता है।
(iv)  यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद को एक अशÛूय अचर स ेभाग Ǒदया जाए तो इस 

Ĥकार ĤाÜत अनुĐम भी एक समांतर Įेणी होगा।
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यहाँ इसके बाद, हम समातंर Įेणी के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत सकेंतɉ का उपयोग करɅगे ः
         a = Ĥथम पद, l  = अǓंतम पद, d = साव[ अतंर
        n =  पदɉ कȧ सÉंया, S

n
= समातंर Įेणी के n पदɉ का योगफल

माना a, a + d, a + 2d, …, a + (n – 1) d एक समातंर Įेणी है, तो
    l    = a + (n – 1) d

    

हम इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ ः
    

आइए कुछ उदाहरण लेत ेहɇ।

उदाहरण 4 यǑद ͩकसी समातंर Įेणी का mवा ँपद n तथा nवा ँपद m, जहा ँm n, हो तो pवा ँपद 
£ात कȧिजए। 

हल हम पात ेहɇ ः
 a

m
 = a + (m – 1) d = n,                 ... (1)

तथा a
n
 = a + (n – 1) d = m,                ... (2)

(1) और (2) को हल करने पर, हम पात ेहɇः
 (m – n) d = n – m, या d = –1,     ... (3)

तथा a = n + m –1                     ... (4)

इसͧलए a
p
 = a + (p – 1)d  

 = n + m – 1 +( p – 1) (–1) = n + m – p

अतः, p वा ँपद n + m – p. है।

उदाहरण 5 यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के n पदɉ का योग Q, है, जहाँ P तथा Q अचर 
हो तो साव[ अतंर £ात कȧिजए।
हल  माना ͩक a

1
, a

2
, …, a

n 
 दȣ गई समातंर Įेणी है, तो 

 S
n
 = a

1
 + a

2
 + a

3
 +...+ a

n–1
 + a

n
 = nP + n(n – 1)Q

इसͧलए S
1
 = a

1
 = P, S

2
 = a

1
 + a

2
 = 2P + Q 

इसͧलए a
2
 = S

2
 – S

1
 = P + Q      

अतः साव[ अतंर है ः
 d = a

2
 – a

1
 = (P + Q) – P = Q      
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उदाहरण 6 दो समातंर ĮेǑढ़यɉ के n पदɉ के योगफल का अनपुात (3n + 8) : (7n + 15)  है। 
12 वɅ पद का अनपुात £ात कȧिजए।

हल माना ͩक a
1
, a

2
, तथा d

1
, d

2
, Đमशः Ĥथम एव ंɮͪवतीय समातंर ĮेǑढ़यɉ के Ĥथम पद तथा 

साव[ अतंर हɇ, तो दȣ हुई शत[ के अनसुार, हम पात ेहɇ ः

    

या    

या        ...  (1)

अब     

      [(1) मɅ n = 23 रखने पर]

या    

अतः वाǓंछत अनपुात 7 : 16 है।

उदाहरण 7 एक åयिÈत कȧ Ĥथम वष[ मɅ आय 3,00,000 ǽपये है तथा उसकȧ आय  10,000 

ǽपये ĤǓत वष[, उÛनीस वषɟ तक बढ़ती है, तो उसके ɮवारा 20 वषɟ मɅ ĤाÜत आय £ात कȧिजए।

हल यहा,ँ हम पात ेहɇ, समातंर Įेणी िजसका

   a = 3,00,000, d = 10,000, तथा n = 20 

 योग सğू का उपयोग करन ेपर, हम पातɅ हɇ,

   = 10 (790000) = 79,00,000

वह åयिÈत 20 वष[ के अतं मɅ 79,00,000 ǽपये ĤाÜत करता है।
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9.4.1 समातंर माÚय (Arithmetic mean) Ǒदया है दो सÉंयाए ँa तथा b. हम इन सÉंयाओ ंके 
बीच मɅ एक सÉंया A ले सकत ेहɇ ताͩक a, A, b समातंर Įेणी मɅ हɉ, तो सÉंया A को a और b का 
समातंर माÚय (A.M.) कहत ेहɇ।

A – a = b – A  अथा[त ् ्A =

दो सÉंयाओ ंa तथा b के मÚय समांतर माÚय को इनके औसत  के Ǿप मɅ åयािÉयत ͩकया 
जा सकता है।

उदाहरण के ͧलए, दो सÉंयाओ ं4 तथा 16 का समातंर माÚय 10 है। इस तरह हम एक 
सÉंया 10 को 4 तथा 16 के मÚय रखकर एक समातंर Įेणी 4, 10, 16 कȧ रचना करत ेहɇ। अब एक 
èवाभाͪवक Ĥæन उठता हɇ। Èया Ǒदए गए ͩकÛहȣं दो सÉंयाओ ंके बीच दो या अͬधक सÉंयाओ ंको 
रखन ेसे समातंर Įेणी (A.P.) तयैार हो सकेगी? अवलोकन कȧिजए ͩक सÉंयाओ ं4 तथा 16 के बीच 
8 और 12 रखा जाए तो 4, 8, 12, 16 समातंर Įेणी (A.P.) हो जाती है।

सामाÛयतः ͩकÛहȣ ंदो सÉंयाओ ंa तथा b के बीच ͩकतनी भी सÉंयाओ ंको रखकर समातंर 
Įेणी A.P. मɅ पǐरͨणत ͩकया जा सकता है।
माना ͩक A

1
, A

2
, A

3
, …A

n
  a तथा b के मÚय n सÉंयाए ँइस Ĥकार हɇ, ͩक a, A

1
, A

2
, A

3
, …A

n
, b 

समातंर Įेणी मɅ है।
यहाँ b, (n + 2) वा ँपद हɇ, अथा[त ्
 b = a + [(n + 2) – 1]d

 = a + (n + 1)d

इससे पात ेहɇ . 

इस Ĥकार, a तथा b के मÚय n सÉंयाए ँǓनàनͧलͨखत हɇः

 A
1
 = a + d = a + 

 A
2
 = a + 2d = a + 

 A
3
 = a + 3d = a + 

    .....     .....     .....     .....

    .....     .....     .....     .....

  A
n
 = a + nd = a + 
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उदाहरण 8 एेसी 6 सÉंयाए ँ£ात कȧिजए िजनको 3 और 24 के बीच रखन ेपर ĤाÜत अनĐुम एक 
समातंर Įेणी बन जाए।

हल माना ͩक A
1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5
 तथा A

6
,3 तथा 24 के मÚय 6 सÉंयाए ँहɇ,    

इसͧलए 3, A
1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5,
 A

6 
24 समातंर Įेणी मɅ हɇ।

यहाँ a = 3, b = 24, n = 8.

इसͧलए 24 = 3 + (8 –1) d, इसस ेĤाÜत होता है  d = 3.

इस Ĥकार A
1
 = a + d = 3 + 3 = 6; A

2
 = a + 2d = 3 + 2 × 3 = 9;

 A
3
 = a + 3d = 3 + 3 × 3 = 12; A

4
 = a + 4d = 3 + 4 × 3 = 15;

 A
5
 = a + 5d = 3 + 5 × 3 = 18; A

6
 = a + 6d = 3 + 6 × 3 = 21.

अतः, सÉंयाए ँ3 तथा 24 के मÚय 6 सÉंयाएँ 6, 9, 12, 15, 18 तथा 21 हɇ।

Ĥæनावलȣ 9.2

 1. 1 स े2001 तक के ͪवषम पूणाɍकɉ का योग £ात कȧिजए।
 2. 100 तथा 1000 के मÚय उन सभी Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए जो 5 के 

गणुज हɉ।
 3. ͩकसी समांतर Įेणी मɅ Ĥथम पद 2 है तथा Ĥथम पाचँ पदɉ का योगफल, अगले पाचँ पदɉ के 

योगफल का एक चौथाई है। दशा[इए ͩक 20वा ँपद –112 है।

 4. समातंर Įेणी – 6,  , – 5, … के ͩकतने पदɉ का योगफल –25 है?

 5. ͩकसी समातंर Įेणी का pवा ँपद  तथा qवा ँपद , हो तो ͧ सɮध कȧिजए ͩ क Ĥथम pq पदɉ 

का योग (pq +1) होगा जहा ँp q .

 6. यǑद ͩकसी समांतर Įेणी 25, 22, 19, … के कुछ पदɉ का योगफल 116 है तो अǓंतम पद £ात 
कȧिजए।

 7. उस समातंर Įेणी के n पदɉ का योगफल £ात कȧिजए, िजसका k वा ँपद 5 k + 1 है।
 8. यǑद ͩ कसी समांतर Įेणी के n पदɉ का योगफल (pn + qn2), है, जहाँ p तथा q अचर हɉ तो साव[ 

अतंर £ात कȧिजए।
 9. दो समातंर ĮेǑढ़यɉ के n पदɉ के योगफल का अनपुात 5n + 4 : 9n + 6. हो, तो उनके 18 वɅ पदɉ 

का अनुपात £ात कȧिजए।
 10. यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के Ĥथम p पदɉ का योग, Ĥथम q पदɉ के योगफल के बराबर हो तो 

Ĥथम (p + q) पदɉ का योगफल £ात कȧिजए।
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 11. यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥथम p, q, r पदɉ का योगफल Đमशः a, b तथा c हो तो ͧसɮध 

कȧिजए ͩक  

 12. ͩकसी समातंर Įेणी के m तथा n पदɉ के योगफलɉ का अनुपात m2 : n2 है तो दशा[इए ͩक 
m वɅ तथा nवɅ पदɉ का अनपुात (2m–1) : (2n–1) है।

 13. यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के nवɅ पद का योगफल 3n2  + 5n हɇ तथा इसका mवा ँपद 164 है, तो 
m का मान £ात कȧिजए।

 14. 5 और 26 के बीच एेसी 5 सÉंयाए ँडाͧलए ताͩक ĤाÜत अनुĐम समातंर Įेणी बन जाए।

 15. यǑद , a तथा b के मÚय समातंर माÚय हो तो n का मान £ात कȧिजए।

 16. m सÉंयाओ ंको 1 तथा 31 के रखन ेपर ĤाÜत अनुĐम एक समातंर Įेणी है और 7वी ंएवं 
(m –1) वी ंसÉंयाओ ंका अनपुात 5 : 9 है। तो m का मान £ात कȧिजए।

 17. एक åयिÈत ऋण का भगुतान 100 ǽपये कȧ Ĥथम ͩकæत से शǾु करता है। यǑद वह Ĥ×येक 
ͩकæत मɅ 5 ǽपये ĤǓत माह बढ़ता है तो 30 वी ंͩकæत कȧ राͧश Èया होगी?

 18. एक बहुभजु के दो Đͧमक अतंःकोणɉ का अतंर 50 है। यǑद सबसे छोटा कोण 1200 हो, तो 
बहुभजु कȧ भजुाओ ंकȧ सÉंया £ात कȧिजए।

9.5 गणुोƣर Įेणी  [Geometric Progression (G . P.)]

आइए Ǔनàनͧलͨखत अनĐुमɉ पर ͪवचार करɅ ः

 (i) 2,4,8,16,....

 (ii) 

 (iii) .01,0001,.000001,...

इनमे स ेĤ×येक अनĐुम के पद ͩकस Ĥकार बढ़त ेहɇ?
उपयु[Èत Ĥ×येक अनĐुम मɅ हम पात ेहɇ ͩक Ĥथम पद को छोड़, सभी पद एक ͪवशषे Đम मɅ 
बढ़ते हɇ।
 (i) मɅ हम पात ेहɇ ः

                  और इस Ĥकार

 (ii) मɅ हम पात ेहɇ ः

   इ×याǑद।
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इसी Ĥकार (iii) मɅ पद कैस ेअĒसर होत ेहɇ बताइए? Ǔनरȣ¢ण से यह £ात हो जाता है ͩक Ĥ×येक 
िèथǓत मɅ, Ĥथम पद को छोड़, हर अगला पद अपने ͪपछले पद स ेअचर अनपुात मɅ बढ़ता है। 

(i) मɅ यह अचर अनुपात 2 है, (ii) मɅ यह  है (iii) मɅ यह अचर अनुपात 0.01 है। एेस ेअनĐुमɉ 

को गुणोƣर अनĐुम या गणुोƣर Įेणी या स¢ंपे मɅ G.P. कहत ेहɇ।
अनĐुम a

1
, a

2
, a

3
, …, a

n
, … को गणुोƣर Įेणी कहा जाता है, यǑद Ĥ×येक पद अशÛूय हो तथा 

= r (अचर), k  1 के ͧलए।
a

1
 = a, ͧलखन ेपर हम गणुोƣर Įेणी पात ेहɇ ः a, ar, ar2, ar3, +…., जहा ँa को Ĥथम पद कहत ेहɇ 

तथा r को गणुोƣर Įेणी का साव[ अनपुात कहत ेहɇ। (i), (ii) तथा (iii) मɅ दȣ गई गणुोƣर ĮेǑढ़यɉ 

का साव[ अनुपात Đमशः 2,  तथा 0.01 है।

जसैा ͩक समातंर Įेणी के सदंभ[ मɅ, वसै ेहȣ पद गणुोƣर Įेणी का nवा ँखोजन ेकȧ समèया या 
गणुोƣर Įेणी के n पदɉ का योग िजसमɅ बहुत सÉंयाओ ंका समावशे हो तो इÛहɅ ǒबना सğू के हल 
करना कǑठन है। इन सğूɉ को हम अगल ेअनÍुछेद मɅ ͪवकͧसत करɅगेः
हम इन सğूɉ के साथ Ǔनàनͧलͨखत सकेंत का उपयोग करɅगे।

a = Ĥथम पद, r =  साव[ अनुपात, l =  अǓंतम पद,
n =  पदɉ कȧ सÉंया,  S

n
 = Ĥथम n पदɉ का योगफल

9.5.1   गणुोƣर Įेणी का åयापक पद (General term of a G .P.) आइए एक गणुोƣर Įेणी  G.P. िजसका 
Ĥथम अशूÛय पद ‘a’ तथा साव[ अनपुात ‘r’ है, पर ͪवचार करɅ। इसके कुछ पदɉ को ͧलͨखए। दसूरा 
पद, Ĥथम पद a को साव[ अनपुात  r से गणुा करन ेपर ĤाÜत होता है, अथा[त ्a

2
 = ar, इसी Ĥकार 

तीसरा पद a
3
 को r से गणुा करन ेपर ĤाÜत होता है अथा[त ्a

3
 = a

2
r = ar2, आǑद। हम इÛहɅ तथा 

कुछ और पद नीच ेͧलखत ेहɇ ः
Ĥथम पद = a

1
 = a = ar1–1, ɮͪवतीय पद = a

2
 = ar = ar2–1, ततृीय पद = a

3
 = ar2 = ar3–1

चतथु[ पद = a
4
 = ar3 = ar4–1, पाचँवाँ ँपद = a

5
 = ar4 = ar5–1

Èया आप कोई पटैन[ देखते हɇ? 16वा ँपद Èया होगा?
a

16 
= ar16–1 = ar15

इसͧलए यह ĤǓतǾप बताता है ͩक गणुोƣर Įेणी का n वा ँपद a arn
n 1.

अथा[त ् गणुोƣर Įेणी इस Ǿप मɅ ͧलखी जा सकती हɇ ः a, ar, ar2, ar3, … arn–1; a, ar, ar2...,

arn–1...  Đमशः जब Įेणी पǐरͧमत हो या जब Įेणी अपǐरͧमत हो।
Įेणी a + ar + ar2 + ... + arn–1 अथवा a + ar + ar2 + ... + arn–1 +... Đमशः पǐरͧमत या अपǐरͧमत 
गणुोƣर Įेणी कहलात ेहɇ।
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9.5.2.  गणुोƣर Įेणी के n पदोे ंका योगफल (Sum to n terms of a G .P.)

माना ͩक गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद a तथा साव[ अनपुात r हɇ। माना गणुोƣर Įेणी के n पदɉ 
का योगफल S

n
 स ेͧलखत ेहɇ। तब

 S
n
 = a + ar + ar2 +...+arn–1     ... (1)   

िèथǓत 1 यǑद   r = 1, तो हम पात ेहɇ
 S

n
 = a + a + a + ... + a (n पदɉ तक) = na

िèथǓत 2 यǑद r  1, तो (1) को r  स ेगणुा करन ेपर हम पात ेहɇ
 rS

n
 = ar + ar2 + ar3 + ... + arn         ... (2)

(2) को (1) मɅ स ेघटान ेपर हम पात ेहɇ
 (1 – r) S

n
 = a – arn = a (1 – rn) 

इससे हम पात ेहɇ ः
 Sn = 

 
 या 

उदाहरण 9 गणुोƣर Įेणी 5, 25,125… का 10वा ँतथा nवा ँपद £ात कȧिजए?

हल  यहा ँ a = 5 तथा r = 5

अथा[त ् a
10

 = 5(5)10–1 = 5(5)9 = 510  

तथा a
n
 = arn–1 = 5(5)n–1 = 5n             

उदाहरण 10  गणुोƣर Įेणी 2,8,32, ... का कौन-सा पद 131072 है?

हल  माना ͩक 131072 गणुोƣर Įेणी का nवा ँपद है। 
यहाँ a = 2 तथा r = 4 इसͧलए
 131072 = a

n
 = 2(4)n–1  या  65536 = 4n–1

िजससे हम पात ेहɇ  48 = 4n–1

इसͧलए n – 1 = 8, अतः , n = 9, अथा[त ्131072 गणुोƣर Įेणी का 9वा ँपद है।

उदाहरण 11 एक गणुोƣर Įेणी मɅ तीसरा पद 24 तथा 6वा ँपद 192 है, तो 10वा ँपद £ात कȧिजए।

हल  यहाँ a3 = ar2 24      ... (1)

तथा a6 = ar5 = 192      ... (2)

 (2) को (1) स ेभाग देन ेपर, हम पात ेहɇ  r = 2 

 (1) मɅ r = 2 रखन ेपर, हम पात ेहɇ a = 6

अतः  a
10

 = 6 (2)9 = 3072. 
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उदाहरण 12 गणुोƣर Įेणी  के Ĥथम n पदɉ का योग तथा Ĥथम 5 पदɉ का योगफल 
£ात कȧिजए।

हल यहा ँa = 1, तथा r = . इसͧलए

  S
n
 =  =  

ͪवशषेतः  S
5 
 =  =  = 

उदाहरण 13 गणुोƣर Įेणी ...  के ͩकतन ेपद आवæयक हɇ ताͩक उनका योगफल 
 
 

हो जाए?
हल माना ͩक n आवæयक पदɉ कȧ सÉंया हɇ। Ǒदया है a = 3, r =  तथा 

Èयɉͩक 

इसͧलए 

या  

या  

या  

या  2n = 1024 = 210, या n = 10
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उदाहरण 14 एक गणुोƣर Įेणी के Ĥथम तीन पदɉ का योगफल ௗहै तथा उनका गणुानफल 1 

है, तो साव[ अनुपात तथा पदɉ को £ात कȧिजए?

हल माना 
a

r
a ar, ,  गणुोƣर Įेणी के तीन पद हɇ तो

  
                 

 ... (1)

तथा
 

 = – 1  ... (2)

(2) स ेहम पात ेहɇ a3 = –1 अथा[त ्a = -–1 (केवल वाèतͪवक मलू पर ͪवचार करन ेस)े
(1) मɅ a = –1 रखन ेपर हम पात ेहै

   या 12r2 + 25r + 12 = 0.

यह r मɅ ɮͪवघात समीकरण है, िजसे हल करन ेपर हम पात ेहɇ ः  या 

अतः गुणोƣर Įेणी के तीन पद हɇ

   
  

 के ͧलए तथा  के ͧलए

उदाहरण 15 अनĐुम 7, 77, 777, 7777,... के nपदɉ का योग £ात कȧिजए।

हल इस Ǿप मɅ यह गणुोƣर Įेणी नहȣ ंहɇ। तथाͪप इस ेǓनàनͧलͨखत Ǿप मɅ ͧलखकर गणुोƣर 
Įेणी से सबंधं ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता हैः 
   S

n
 =     7 + 77 + 777 + 7777 + ... to n पदɉ तक

  = 

  = 

  = 
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  =   .

उदाहरण 16 एक åयिÈत कȧ दसवी ंपीढ़ȣ तक पूव[जɉ कȧ सÉंया ͩकतनी होगी, जबͩक उसके 
2 माता-ͪपता, 4 दादा-दादȣ, 8 पर दादा, पर दादȣ तथा आǑद हɇ।

हल यहा ँ a = 2, r = 2 तथा n = 10, 

योगफल का सğू उपयोग करन ेपर 

हम पात ेहɇ S
10

 = 2(210  – 1) = 2046

अतः åयिÈत के पवू[जɉ कȧ सÉंया 2046 है।

9.5.3  गणुोƣर माÚय [Geometric Mean G .M.)] दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b का गणुोƣर माÚय 
सÉंया 

 
है। इसͧलए 2 तथा 8 का गणुोƣर माÚय 4 है। हम देखत ेहɇ ͩक तीन सÉंयाओ ं

2, 4, 8 गणुोƣर Įेणी के Đमागत पद हɇ। यह दो सÉंयाओ ं के गणुोƣर माÚय कȧ धारणा के 
åयापकȧकरण कȧ ओर अĒसर करता है।

यǑद दो धना×मक सÉंयाए ँa तथा b दȣ गई हो तो उनके बीच इिÍछत सÉंयाए ँरखी जा 
सकती हɇ ताͩक ĤाÜत अनĐुम एक गणुोƣर Įेणी बन जाए।

मान लȣिजए a तथा b के बीच n सÉंयाए ँG
1
, G

2
, G

3 
,…,G

n
, इस Ĥकार हɇ ͩक a,G

1
,G

2
,G

3
,…,G

n
,b  

गणुोƣर Įेणी है। इस Ĥकार b गणुोƣर Įेणी का (n + 2) वा ँपद है।
हम पात ेहɇः

   

  
, 

   
या 

   

अतः         , 
, ,

       

  

उदाहरण 17 एेसी 3 सÉंयाएँ £ात कȧिजए िजनको 1 तथा 256 के बीच रखने पर ĤाÜत अनĐुम 
एक गणुोƣर Įेणी बन जाए।

हल माना ͩक G
1
, G

2
,G

3
 तीन गणुोƣर माÚय 1 तथा 256 के बीच मɅ है। 
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  1,  G
1
,G

2
,G

3
 ,256  गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

इसͧलए 256 = r4 िजससे  r =  4 (केवल वाèतͪवक मलू लनेे पर) r = 4 के ͧलए हम पाते 
हɇ  G

1 
= ar = 4, G

2
 = ar2 = 16, G

3
 = ar3 = 64    

इसी Ĥकार r = – 4, के ͧलए सÉंयाएँ – 4,16 तथा – 64 हɇ।
अतः 1 तथा 256 के बीच तीन सÉंयाए ँ4, 16, 64 हɇ।

9.6  समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय के बीच सबंधं (Relationship between A.M. and G.M.)

माना ͩक A तथा G दȣ गई दो धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच Đमशः समातंर 
माÚय (A.M.) तथा गणुोƣर माÚय (A.M.) हɇ। तो 

     तथा 

इस Ĥकार

     =   = 0 ... (1)

(1) स ेहम A  G सबंधं पात ेहɇ।

उदाहरण 18 यǑद दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय 
Đमशः 10 तथा 8 हɇ, तो सÉंयाएँ £ात कȧिजए।

हल Ǒदया है       ... (1)

तथा        ... (2) 
(1) तथा (2) से हम पात ेहɇ
  a + b = 20       ... (3)

  ab     = 64       ... (4) 

(3), (4) से a तथा b का मान सव[सͧमका (a – b)2 = (a + b)2 – 4ab मɅ रखने पर हम पात ेहɇ
   (a – b)2 = 400 – 256 = 144 या  a – b = 12

(3) तथा (5) को हल करने पर, हम पात ेहɇ
   a = 4, b = 16 या a = 16, b = 4

अतः सÉंयाए ँa तथा b Đमशः 4, 16 या 16, 4 हɇ।

Ĥæनावलȣ 9.3

 1. गणुोƣर Įेणी , ... का 20वा ँतथा nवा ँपद £ात कȧिजए।
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 2. उस गणुोƣर Įेणी का 12वा ँपद £ात कȧिजए, िजसका 8वा ँपद 192 तथा साव[ अनुपात 2 है।
 3. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का 5वा,ँ 8वा ँ तथा 11वा ँ पद Đमशः p, q तथा s हɇ तो Ǒदखाइए

ͩक q2 = ps. 

 4. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का चौथा पद उसके दसूरे पद का वग[ है तथा Ĥथम पद –3 है तो 7वा ँपद 
£ात कȧिजए।

 5. अनĐुम का कौन सा पदः

  (a)  2, 2 , 4, ...; 128  है?

  (b) ,3 3 , ... ; 729 है?

  (c) है?

 6. x के ͩकस मान के ͧलए सÉंयाए ँ  गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ?

 Ĥæन 7 स े10 तक Ĥ×येक गणुोƣर Įेणी का योगफल ǓनǑद[çट पदɉ तक £ात कȧिजए।
 7. 0.15, 0.015, 0.0015, ... 20 पदɉ तक
 

 8. , , 3 , ... n पदɉ तक
 9. 1, – a, a2, – a3, ... n पदɉ तक  (यǑद a  –1)

 10. x3, x5, x7, ... n पदɉ तक  (यǑद x  1)

 11. मान £ात कȧिजए 
 

 12. एक गणुोƣर Įेणी के तीन पदɉ का योगफल    हɇ तथा उनका गणुनफल 1 है। साव[ अनपुात 
तथा पदɉ को £ात कȧिजए।

 13. गणुोƣर Įेणी 3, 32, 33, … के ͩकतन ेपद आवæयक हɇ ताͩक उनका योगफल 120 हो जाए।
 14. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के Ĥथम तीन पदɉ का योगफल 16 है तथा अगले तीन पदɉ का योग 128 

है तो गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद, साव[ अनुपात तथा n पदɉ का योगफल £ात कȧिजए।
 15. एक गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद a = 729 तथा 7वा ँपद 64 है तो S

7
 £ात कȧिजए?

 16. एक गणुोƣर Įेणी को £ात कȧिजए, िजसके Ĥथम दो पदɉ का योगफल – 4 है तथा 5वा ँपद 
ततृीय पद का 4 गनुा है।

 17.  यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का 4 वा,ँ 10वा ँतथा 16वा ँपद Đमशः x, y तथा z हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए 
ͩक x, y, z गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
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 18. अनĐुम 8, 88, 888, 8888… के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
 19. अनĐुम 2, 4, 8, 16, 32 तथा 128, 32, 8, 2,  के सगंत पदɉ के गणुनफल से बन ेअनुĐम का 

योगफल £ात कȧिजए।
 20. Ǒदखाइए ͩक अनĐुम  a, ar, ar2, … arn–1 तथा  A, AR, AR2,…ARn–1 के सगंत पदɉ के गुणनफल 

से बना अनुĐम गुणोƣर Įेणी होती है तथा साव[ अनुपात £ात कȧिजए।
 21. एेस ेचार पद £ात कȧिजए जो गणुोƣर Įेणी मɅ हो, िजसका तीसरा पद Ĥथम पद से 9 अͬधक 

हो तथा दसूरा पद चौथ ेपद से 18 अͬधक हो।
 22. यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का pवा,ँ qवा ँतथा r वा ँपद Đमशः a, b तथा c हो, तो ͧ सɮध कȧिजए 

ͩक aq–r br–pcP–q = 1

 23. यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का Ĥथम तथा n वा ँपद Đमशः a तथा b हɇ, एवं P, n पदɉ का गणुनफल 
हो, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक P2 = (ab)n

 24. Ǒदखाइए ͩक एक गणुोƣर Įेणी के Ĥथम n पदɉ के योगफल तथा (n + 1) वɅ पद से (2n)वɅ पद 

तक के पदɉ के योगफल का अनुपात  है।

 25. यǑद a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तो Ǒदखाइए ͩक (a2 + b2 + c2) (b2 + c2 + d2) = (ab + bc + 

cd)2 .

 26. एेसी दो सÉंयाए ँ£ात कȧिजए िजनको 3 तथा 81 के बीच रखने पर ĤाÜत अनĐुम एक गणुोƣर 
Įेणी बन जाय।

 27. n का मान £ात कȧिजए ताͩक , a तथा b के बीच गणुोƣर माÚय हो।

 28. दो सÉंयाओ ंका योगफल उनके गणुोƣर माÚय का 6 गनुा है तो Ǒदखाइए ͩक सÉंयाए ँ
 के अनपुात मɅ हɇ।

 29. यǑद A तथा G दो धना×मक सÉंयाओ ंके बीच Đमशः समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय हɉ, 

तो ͧसɮध कȧिजए ͩक सÉंयाए ँ  हɇ।
 30. ͩकसी कãचर मɅ बÈैटȣǐरया कȧ सÉंया Ĥ×येक घटें पæचात ्दगुनुी हो जाती है। यǑद Ĥारंभ मɅ 

उसमɅ 30 बÈैटȣǐरया उपिèथत थ,े तो बÈैटȣǐरया कȧ सÉंया दसूरे, चौथ ेतथा nवɅ घटंɉ बाद
Èया होगी?

 31. 500 ǽपये धनराͧश  वाͪष[क चĐवɮृͬध Þयाज पर 10 वषɟ बाद Èया हो जाएगी, £ात कȧिजए?
 32. यǑद ͩकसी ɮͪवघात समीकरण के मलूɉ के समातंर माÚय एव ंगणुोƣर माÚय Đमशः 8 तथा 

5 हɇ, तो ɮͪवघात समीकरण £ात कȧिजए।
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9.7  ͪवशषे अनĐुमɉ के n पदɉ का योगफल (Sum to n Terms of Special Series)

अब हम कुछ ͪवशषे अनĐुमɉ के n पदɉ का योग £ात करɅगे ः व ेǓनàनͧलͨखत हɇ।
 (i) 1 + 2 + 3 +… + n (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग)
 (ii) 12 + 22 + 32+…   + n2  (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके वगɟ का योग)
 (iii) 13 + 23 + 33+…    + n3 (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके घनɉ का योग)

आइए हम इन पर एक के बाद दसूरे पर ͪवचार करɅ ः

 (i) S
n
=1+ 2 + 3 + … + n, तो =  (भाग 9.4 देखɅ)

 (ii) यहाँ    S
n
=12+22+32+ … +n2.

हम सव[सͧमका  k k k k3 3 21 3 3 1     पर ͪवचार करत ेहɇ

Đमशः k = 1, 2… , n रखन ेपर, हम पात ेहɇ
  13 – 03 = 3 (1)2 – 3 (1) + 1

  23 – 13 = 3 (2)2 + 1

  33 – 23 = 3(3)2 – 3 (3) + 1

  .......................................

  .......................................

  ......................................

  n3 – (n – 1)3 = 3 (n)2 – 3 (n) + 1  

दोनɉ प¢ɉ को जोड़न ेपर हम पात ेहɇ
      n3 – 03 = 3 (12 + 22 + 32 + ... + n2) – 3 (1 +2 +3 + ... + n) + n 

या 
 

(i) से हम जानत ेहɇ

  

अतः S
n 
=  =  = 

(iii) यहाँ S
n
 = 13 + 23 + ...+n3

           हम सव[सͧमका (k + 1)4 – k4 = 4k3 + 6k2 + 4k + 1 पर ͪवचार करत ेहɇ
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Đमशः   k = 1, 2, 3… n, रखन ेपर, हम पात ेहɇ
            24 – 14 = 4(1)3 + 6(1)2 + 4(1) + 1

      34 – 24 = 4(2)3 + 6(2)2 + 4(2) + 1

      44 – 34 = 4(3)3 + 6(3)2 + 4(3) + 1

      .................................................. 

      ..................................................

      ..................................................                    

      (n – 1)4 – (n – 2)4 = 4(n – 2)3 + 6(n – 2)2 + 4(n – 2) + 1          

      
n4 – (n – 1)4 = 4(n – 1)3 + 6(n – 1)2 + 4(n – 1) + 1

   
(n + 1)4 – n4 = 4n3 + 6n2 + 4n + 1

दोनɉ प¢ɉ को जोड़न ेपर, हम पाते हɇ 

   (n + 1)4 – 14 = 4(13 + 23 + 33 +...+ n3) + 6(12 + 22 + 32 + ...+ n2) + 

  4(1 + 2 + 3 +...+ n) + n

      ,    ... (1)

(i) तथा (ii) से, हम जानत ेहɇ

             
 

1 1

1

2

n

k k

n n
k k

 


    तथा 

  2

1 1

1 2 1
and

6

n

k k

n n n
k k

 

 
  

इन मानɉ को (1) मɅ रखन ेपर, हम पात ेहɇ

                   

or  4S
n
 =  n4 + 4n3 + 6n2 + 4n – n (2n2 + 3n + 1) – 2n (n + 1) – n

   = n4 + 2n3 + n2

   = n2(n + 1)2.

अतः  S
n
 = 

n n n n

उदाहरण 19 Įेणी 5 + 11 + 19 + 29 + 41… के nपदɉ का योगफल £ात कȧिजए।



210 गͨणत

हल आइए ͧलखɅ 
                 S

n 
= 5 + 11 + 19 + 29 + ... + a

n–1
 + a

n

अथवा  S
n 
=        5 + 11 + 19  + ... + a

n–2
 + a

n–1
 + a

n
 

घटाने पर हम पात ेहɇ
 0 = 5 + [6 + 8 + 10 + 12 + ...(n – 1) पदɉ ] – a

n

अथवा a
n
 = 

 = 5 + (n – 1) (n + 4) = n2 + 3n + 1

इस Ĥकार   S
n
 = 

 =  = .

उदाहरण 20  उस Įेणी के n पदɉ का योग £ात कȧिजए िजसका nवा ँपद n (n + 3) है।
हल Ǒदया गया है
 a

n
 = n (n + 3) = n2 + 3n

इस Ĥकार n पदɉ का योगफल 

 S
n
 = 

 =  .

Ĥæनावलȣ 9.4

Ĥæन 1 स े7 तक Ĥ×येक Įेणी के nपदɉ का योग £ात कȧिजए।

 1. 1 × 2 + 2 × 3 + 3 × 4 + 4 × 5 +... 2. 1 × 2 × 3 + 2 × 3 × 4 + 3 × 4 × 5 + ...

 3. 3 × 12 + 5 × 22 + 7 × 32 + ... 4. ...

 5. 52 + 62 + 72 + ... + 202 6. 3 × 8 + 6 × 11 + 9 × 14 + ...

 7. 12 + (12 + 22) + (12 + 22 + 32) + ...
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Ĥæन 8 स े10 तक Ĥ×येक Įेणी के n पदɉ का योग £ात कȧिजए िजसका n वा ँपद Ǒदया हैः 

 8. n (n+1) (n+4). 9. n2 + 2n

 10.    

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 21 यǑद ͩकसी समातंर Įेणी का p वा,ँ q वा,ँ r वा ँतथा s वा ँपद गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ, 
तो Ǒदखाइए ͩक (p – q), (q – r), (r-s) भी गणुोƣर Įेणी मɅ होगɅ।
हल यहा ँ a

p
 = a + (p –1) d      ... (1)

 a
q
 = a + (q –1) d      ... (2)

 a
r
 = a + (r –1) d      ... (3)

 a
s
 = a + (s –1) d      ... (4)

Ǒदया गया है ͩक a
p
, a

q
, a

r
 तथा a

s 
 गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ। इसͧलए

  =
  

(Èयɉ?)
 

             … (5)

इसी Ĥकार  = ; (Èयɉ?)              … (6)

अतः (5) तथा (6) से

 
 =  अथा[त ् p – q, q – r तथा r – s गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

उदाहरण 22 यǑद a, b, c गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा  हɇ तो ͧसɮध कȧिजए  x, y, z समातंर 
Įेणी मɅ हɇ।

हल माना ͩक a1/x = b1/y = c1/z= k. हɇ तो 
 a = kx , b = ky तथा c = kz.               … (1)

Èयɉͩक a, b, c गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ
 b2 = ac                            … (2)

(1) तथा (2) के उपयोग स ेहम पात ेहɇ
 k2y = kx+z 

इससे हमɅ ͧमलता है  2y = x + z.

अतः x, y तथा z समातंर Įेणी मɅ हɇ।



212 गͨणत

उदाहरण 23 यǑद a, b, c, d तथा p ͪवͧभÛन वाèतͪवक सÉंयाए ँइस Ĥकार हɇ ͩक
(a2 + b2 + c2)p2 – 2(ab + bc + cd)p + (b2 + c2 + d2)  0 तो दशा[इए ͩक a, b, c तथा d गणुोƣर 
Įेणी मɅ हɇ।

हल Ǒदया हɇ
  (a2 + b2 + c2) p2 – 2 (ab + bc + cd)p + (b2 + c2 + d2)  0  ... (1)   
परंत ुबाया ँप¢
  = (a2p2 – 2abp+b2) + (b2p2 – 2bcp+c2) + (c2p2 – 2cdp + d2),
इससे हमɅ ͧमलता है
  (ap – b)2 + (bp – c)2 + (cp – d)2   0     ... (2)    
Èयɉͩक वाèतͪवक सÉंयाओं के वगɟ का योग ऋणतेर है, इसͧलए (1) तथा (2) से, हम पाते हɇ

        ap b bp c cp d     
2 2 2

0   
अथवा ap – b = 0, bp – c = 0, cp – d = 0 इससे हमɅ ͧमलता है

   
अतः a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

उदाहरण 24 यǑद  p,q,r गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा समीकरणɉ  px2 + 2qx + r = 0 और  

dx2 + 2ex + f = 0 एक उभयǓनçठ मलू रखत ेहɉ, तो दशा[इए ͩक  
d

p

e

q

f

r
, ,   समातंर Įेणी मɅ हɇ।

हल समीकरण  px2 + 2qx + r = 0 के मूल Ǔनàनͧलͨखत हɇः

  

Èयɉͩक  p ,q, r गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ, इसͧलए q2 = pr, अथा[त ् परंतु  समीकरण  

dx2 + 2ex + f = 0 का भी मूल है, (Èयɉ?)

इसͧलए
      
या   oqQ2 – 2eqp + fp2 = 0     ... (1)

(1) को pq2 स ेभाग देने पर तथा  q2 = pr का उपयोग करन ेस,े हम पात ेहɇ 

    
या 

अतः   समातंर Įेणी मɅ हɇ।
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अÚयाय 9 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. दशा[इए ͩक ͩकसी समातंर Įेणी के (m + n)वɅ तथा (m – n)वɅ पदɉ का योग mवɅ पद का 
दगुनुा है।

 2. यǑद ͩ कसी समांतर Įेणी कȧ तीन सÉंयाओ ंका योग 24 है तथा उनका गणुनफल 440 है, तो 
सÉंयाए ँ£ात कȧिजए।

 3. माना ͩक ͩकसी समातंर Įेणी के n, 2n, तथा 3n पदɉ का योगफल Đमशः S
1
, S

2 
तथा S

3
 है तो 

Ǒदखाइए ͩक S
3
 = 3(S

2
 –S

1
)

 4. 200 तथा 400 के मÚय आन ेवालȣ उन सभी सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए जो 7 से 
ͪवभािजत हɉ।

 5. 1 से 100 तक आने वाले उन सभी पूणाɍकɉ का योगफल £ात कȧिजए जो 2 या 5 से 
ͪवभािजत हɉ।

 6. दो अकंɉ कȧ उन सभी सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए, िजनको 4 से ͪवभिजत करन ेपर 
शषेफल 1 हो।

 7. सभी x , y N के ͧलए f (x + y) = f (x). f (y) को सतंçुट करता हुआ f एक एेसा फलन है ͩक f 

(1) = 3 एव ं  तो n का मान £ात कȧिजए।

 8. गणुोƣर Įेणी के कुछ पदɉ का योग 315 है, उसका Ĥथम पद तथा साव[ अनपुात Đमशः 5 तथा 
2 हɇ। अǓंतम पद तथा पदɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।

 9. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद 1 है। तीसरे एव ंपाचँवɅ पदɉ का योग 90 हो तो गणुोƣर Įेणी 
का साव[ अनुपात £ात कȧिजए।

 10. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के तीन पदɉ का योग 56 है। यǑद हम Đम स ेइन सÉंयाओ ंमɅ से 1, 7, 

21 घटाए ँतो हमɅ एक समातंर Įेणी ĤाÜत होती है। सÉंयाए ँ£ात कȧिजए।
 11. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के पदɉ कȧ सÉंया सम है। यǑद उसके सभी पदɉ का योगफल, ͪवषम 

èथान पर रख ेपदɉ के योगफल का 5 गनुा है, तो साव[ अनपुात £ात कȧिजए।
 12. एक समांतर Įेणी के Ĥथम चार पदɉ का योगफल 56 है। अǓंतम चार पदɉ का योगफल 112 

है। यǑद इसका Ĥथम पद 11 है, तो पदɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।

 13. यǑद  
a bx

a bx

b cx

b cx

c dx

c dx
x












( ) ,0  हो तो Ǒदखाइए ͩक a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी 

मɅ हɇ।
 14. ͩकसी गणुोƣर Įेणी मɅ S, n पदɉ का योग, P उनका गणुनफल तथा R उनके åय×ुĐमɉ का योग 

हो तो ͧसɮध कȧिजए ͩक P2Rn = Sn.
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 15. ͩकसी समातंर Įेणी का pवा,ँ qवा ँrवा ँपद Đमशः a, b, c हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए 
(q – r )a + (r – p )b + (p – q )c = 0

 16. यǑद  
 
समातंर Įेणी मɅ हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  

a, b, c समातंर Įेणी मɅ हɇ।

 17. यǑद a, b, c, d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  a b b c c dn n n n n n  ,( ),( )  

गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
 18. यǑद   x2 – 3x +p = 0 के मलू a तथा b हɇ तथा x2 –12x +q = 0, के मूल c तथा d  हɇ, जहा ँa, b, c, d 

गणुोƣर Įेणी के Ǿप मɅ हɇ। ͧसɮध कȧिजए ͩक (q + p) : (q – p) = 17:15 
 19.  दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय का अनपुात m:n. 

है। दशा[इए ͩक 

 20. यǑद a, b, c समातंर Įेणी मɅ हɇ b, c, d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा 
1 1 1

c d e
, ,  समातंर Įेणी मɅ हɇ, 

तो ͧसɮध कȧिजए ͩक a, c, e गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
 21. Ǔनàनͧलͨखत Įेͨणयɉ के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
  (i) 5 + 55 +555 + …

  (ii) .6 +. 66 +. 666+…

 22. Įेणी का 20वा ँपद £ात कȧिजए ः
  2 × 4 + 4 × 6 + 6 × 8 + ... + n पदɉ तक
 23. Įेणी 3+ 7 +13 +21 +31 +… के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
 24. यǑद S

1
, S

2
, S

3 
Đमशः Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग, उनके वगɟ का योग तथा घनɉ का 

योग है तो ͧसɮध कȧिजए ͩक 9 = S
3
 (1 + 8S

1
).

 25.  Ǔनàनͧलͨखत Įेͨणयɉ के n पदɉ तक योग £ात कȧिजएःं
  

 26. दशा[इए ͩक ः .

 27. कोई ͩ कसान एक पुरान ेĚैÈटर को ₹12000 मɅ खरȣदता है। वह ₹ 6000  नकद भगुतान करता 
है और शषे राͧश को ₹ 500 कȧ वाͪष[क ͩकèत के अǓतǐरÈत उस धन पर िजसका भगुतान 
न ͩकया गया हो 12% वाͪष[क Þयाज भी देता है। ͩकसान को ĚैÈटर कȧ कुल ͩकतनी कȧमत
देनी पड़गेी?
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 28. एक åयिÈत 22000 ǽपये मɅ एक èकूटर खरȣदता है। वह 4000 ǽपये नकद देता है तथा शषे 
राͧश को 1000 ǽपयɅ वाͪष[क ͩ कæत के अǓतǐरÈत उस धन पर िजसका भगुतान न ͩ कया गया 
हो 10% वाͪष[क Þयाज भी देता है। उस ेèकूटर के ͧलए कुल ͩकतनी राͧश चुकानी पड़गेी?

 29. एक åयिÈत अपन ेचार ͧ मğɉ को पğ ͧलखता है। वह Ĥ×येक को उसकȧ नकल करके चार दसूरे 
åयिÈतयɉ को भजेने का Ǔनदȶश देता है, तथा उनस ेयह भी करने को कहता हɇ ͩक Ĥ×येक 
पğ ĤाÜत करन ेवाला åयिÈत इस  शा्ृखंला को जारȣ रख।े यह कãपना करके ͩक  शा्ृखंला 
न टूटे तो 8 वɅ पğɉ के समहू भेजे जान ेतक ͩकतना डाक खच[ होगा जबͩक एक पğ का 
डाक खच[ 50 पसेै है।

 30. एक आदमी न ेएक बɇक मɅ 10000 ǽपये 5% वाͪष[क साधारण Þयाज पर जमा ͩकया। जब से 
रकम बɇक मɅ जमा कȧ गई तब स,े 15 वɅ वष[ मɅ उसके खातɅ मɅ ͩकतनी रकम हो गई, तथा 
20 वषɟ बाद कुल ͩकतनी रकम हो गई, £ात कȧिजए।

 31. एक Ǔनमा[ता घोͪषत करता है ͩक उसकȧ मशीन िजसका मãूय 15625 ǽपये है, हर वष[ 20% 

कȧ दर स ेउसका अवमूãयन होता है। 5 वष[ बाद मशीन का अनुमाǓनत मãूय £ात कȧिजए।
 32. ͩकसी काय[ को कुछ Ǒदनɉ मɅ परूा करने के ͧलए 150 कम[चारȣ लगाए गए। दसूरे Ǒदन 4 

कम[चाǐरयɉ न ेकाम छोड़ Ǒदया, तीसरे Ǒदन 4 और कम[चाǐरयɉ न ेकाम छोड़ Ǒदया तथा इस 
Ĥकार अÛय। अब काय[ पणू[ करने मɅ 8 Ǒदन अͬधक लगत ेहɇ, तो Ǒदनɉ कȧ सÉंया £ात 
कȧिजए, िजनमɅ काय[ पणू[ ͩकया गया। 

साराशं

 अनुĐम स ेहमारा ता×पय[ है, "ͩकसी Ǔनयम के अनसुार एक पǐरभाͪषत (Ǔनिæचत) Đम 
मɅ सÉंयाओ ंकȧ åयवèथा"। पनुः हम एक अनĐुम को एक फलन के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत 
कर सकत ेहɇ, िजसका Ĥातं Ĥाकृत सÉंयाओ ंका समुÍचय हो अथवा उसका उपसमुÍचय 
{1, 2, 3, ..., k} के Ĥकार का हो। व ेअनĐुम, िजनमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती है, 
"पǐरͧमत अनĐुम" कहलात ेहɇ। यǑद कोई अनुĐम पǐरͧमत नहȣ ंहै तो उस ेअपǐरͧमत 
अनĐुम कहत ेहɇ।

 मान लȣिजए a
1
, a

2
, a

3
, ... एक अनĐुम हɇ तो a

1
 + a

2
 + a

3
 + ... के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया 

गया योग Įेणी कहलाता है िजस Įेणी के पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती है उसे पǐरͧमत 
Įेणी कहत ेहɇ।

 ͩकसी अनुĐम मɅ पद समान Ǔनयताकं स ेलगातार बढ़त ेया घटत ेहɇ, समातंर Įेणी होती 
हɇ। Ǔनयताकं को समांतर Įेणी का साव[ अतंर कहत ेहɇ। सामाÛयतः हम समातंर Įेणी 
का Ĥथम पद a, साव[ अतंर d तथा अǓंतम पद l स ेĤदͧश[त करत ेहɇ। समातंर Įेणी का 
åयापक पद या n वा ँपद a

n
 = a + (n – 1) d है।
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 समांतर Įेणी के n पदɉ का योग S
n
 Ǔनàनͧलͨखत सğू ɮवारा ĤाÜत होता हैः

 .

 कोई दो सÉंयाओ ंa तथा b का समांतर माÚय A,  होता है अथा[त ्अनĐुम a, A, 

b समातंर Įेणी (A.P.) मɅ है।
 ͩकसी अनĐुम को गणुोƣर Įेणी या G.P. कहत ेहɇ, यǑद कोई पद, अपन ेͪपछले पद से 

एक अचर अनपुात मɅ बढ़ता है। इस अचर गणुाकं को साव[ अनपुात कहते हɇ। साधारणतः 
हम गणुोƣर Įेणी के Ĥथम पद को a तथा साव[ अनपुात r से साकेंǓतक करत ेहɇ। गणुोƣर 
Įेणी का åयापक पद या nवा ँपद a

n
= arn – 1 होता है।

 गणुोƣर Įेणी के Ĥथम n पदɉ का योग  या  यǑद r 1

 होता है।

 कोई दो धना×मक सÉंयाए ँa तथा b का गणुोƣर माÚय  है अथा[त ् ्अनुĐम a, G, 

b गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ।

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

इस बात के Ĥमाण ͧमलत ेहɇ ͩक 4000 वष[ पवू[ बेबीलोǓनया के Ǔनवाͧसयɉ को समातंर तथा 
गणुोƣर अनĐुमɉ का £ान था। Boethius (510 A.D.) के अनसुार समातंर तथा गणुोƣर 
अनĐुमɉ कȧ जानकारȣ Ĥारंͧभक यनूानी (Ēीक) लेखकɉ को थी। भारतीय गͨणत£ɉ मɅ से 
आय[भट (476 A.D.) न ेपहलȣ बार Ĥाकृत सÉंयाओ ंके वगɟ तथा घनɉ का योग अपनी Ĥͧसɮध 
पुèतक ‘आय[भटȣयम’् जो लगभग 499 A.D. मɅ ͧलखी गई थी, मɅ Ǒदया। उÛहɉन ेp वा ँपद से 
आरंभ, समातंर अनĐुम के n पदɉ के योग का सğू भी Ǒदया। अÛय महान भारतीय गͨणत£ 
ĦéमगÜुत (598 A.D.), महावीर (850 A.D.) तथा भाèकर (1114–1185 A.D.) न ेसÉंयाओ ंके 
वगɟ एव ंघनɉ के योग पर ͪवचार ͩकया। एक दसूरे ͪवͧशçट Ĥकार का अनĐुम  िजसका 
गͨणत मɅ महǂवपूण[ गणुधम[ है जो Fibonacci sequence कहलाता है, का आͪवçकार इटलȣ 
के महान गͨणत£ Leonardo Fibonacci (1170–1250 A.D.) न े ͩकया।  सğहवी ंशताÞदȣ 
मɅ Įेͨणयɉ का वगȸकरण ͪवͧशçट Ǿप स ेहुआ। 1671 ई. मɅ James Gregory न ेअपǐरͧमत 
अनĐुम के सदंभ[ मɅ अपǐरͧमत Įेणी शÞद का उपयोग ͩकया। बीजगͨणतीय तथा समुÍचय 
ͧसɮधातंɉ के समुͬ चत ͪवकास के उपरातं हȣ अनĐुम तथा Įेͨणयɉ से सबंंͬ धत जानकारȣ 
अÍछे ढ़ंग से Ĥèततु हो सकȧ।



Geometry, as a logical system, is a means and even the most powerful

means to make children feel the strength of the human spirit that is 

of their own spirit.  – H. FREUDENTHAL

10.1  भूͧ मका (Introduction)

हम अपनी पवू[वतȸ क¢ाओ ंमɅ ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशाकं ÏयाͧमǓत से 
पǐरͬचत हो चुके हɇ। मÉुयतः यह बीजगͨणत और ÏयाͧमǓत का 
सयंोजन है। बीजगͨणत के Ĥयोग से ÏयाͧमǓत का Đमबɮध अÚययन 
सव[Ĥथम ĤÉयात ĥासंीसी दाश[Ǔनक एव ंगͨणत£ Rene Descartes 

न े1637 मɅ Ĥकाͧशत अपनी पुèतक La Gemoetry मɅ ͩकया था। 
इस पèुतक स ेÏयाͧमǓत के अÚययन मɅ वĐ के समीकरण का 
ͪवचार तथा सबंंͬ धत वæैलेͪषक ͪवͬधयɉ का Ĥारंभ हुआ। ÏयाͧमǓत 
एव ं ͪवæलेषण का पǐरणामी सयंोजन अब वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत 
(Analytical Geometry) के Ǿप मɅ उãलेͨखत होता है। पवू[वतȸ क¢ाओ ं
मɅ हमन ेǓनदȶशाकं ÏयाͧमǓत का अÚययन Ĥारंभ ͩकया है, िजसमɅ 
हमने Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ, Ǔनदȶशाकं तल, तल मɅ ǒबदंओु ंको आलेͨ खत 
करना, दो ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ, ͪवभाजन सğू इ×याǑद के बारे मɅ अÚययन ͩकया है। ये सभी 
सकंãपनाए ँǓनदȶशाकं ÏयाͧमǓत के आधार (basics) हɇ। आइए 
हम, पवू[वतȸ क¢ाओ ंमɅ अÚययन कȧ गई Ǔनदȶशाकं ÏयाͧमǓत 
का èमरण करɅ। èमरण के ͧलए, XY-तल मɅ (6, – 4) और
(3, 0) ǒबदंओुं के स¢ंपे मɅ दोहराने को आकृǓत 10.1 मɅ 
Ĥदͧश[त ͩकया गया है।

Úयान दȣिजए ͩ क ǒबदं ु(6, – 4) धन x-अ¢ के अनǑुदश 
y-अ¢ से 6 इकाई दूरȣ पर और ऋण y-अ¢ के 
अनुǑदश x-अ¢ से 4 इकाई दरूȣ पर है। इसी Ĥकार 

अÚयाय

सरल रेखाएँ (Straight Lines)

René Descartes 

(1596 -1650)

आकृǓत 10.1
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ǒबदं ु (3,0) धन x-अ¢ के अनुǑदश y-अ¢ से 3 इकाई दरूȣ पर और x-अ¢ से शूÛय 
दरूȣ पर है।
 हमने Ǔनàनͧलͨखत मह×वपणू[ सğूɉ का भी अÚययन ͩकया हैः

 I. P (x
1,  

y
1
) और Q (x

2
, y

2
) ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ

     है।

  उदाहरणाथ[, (6, – 4) और (3, 0) ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ 
    इकाई है।

 II.  (x
1,  

y
1
) और (x

2
, y

2
) ǒबदंओु ंको ͧमलाने वाले रेखाखडं को m: n मɅ अतंःͪवभािजत करन ेवाले 

ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं  हɇ। 

 उदाहरणाथ[, उस ǒबदंु के Ǔनदȶशांक जो A(1, – 3)  और B (–3, 9) को ͧमलाने वाले

 रेखाखडं को 1: 3 मɅ अतंःͪवभािजत करता है, इसͧलए  और 

 हɇ।

III.   ͪवशषे Ǿप मɅ यǑद m = n, तो (x
1,  

y
1
) और (x

2
, y

2
) ǒबदंओु ंको ͧमलान ेवाले रेखाखडं के मÚय 

ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं  हɇ।

IV. (x
1,  

y
1
), (x

2
, y

2
) और (x

3
, y

3
) शीषɟ स ेबन ेǒğभुजु का ¢ğेफल 

   वग[ इकाई है।

 उदाहरणाथ[, एक ǒğभजु िजसके शीष[ (4, 4), (3, – 2) और (– 3, 16) हɇ,

 उसका ¢ेğफल  = वग[ इकाई है।

ǑटÜपणी  यǑद ǒğभजु ABC का ¢ेğफल शÛूय है, तो तीन ǒबदं ुA, B और C एक रेखा पर होत ेहɇ 
अथा[त ्व ेसा्रेंख (collinear) हɇ। 
 इस अÚयाय मɅ, हम Ǔनदȶशाकं ÏयाͧमǓत के अÚययन को सरलतम Ïयाͧमतीय आकृǓत-
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सरल रेखा के गणुधमɟ के अÚययन हेत ुसतत करत ेरहɅगे। इसकȧ सरलता के होत ेहुए भी रेखा, 
ÏयाͧमǓत कȧ एक अ×यावæयक सकंãपना है और हमारे दैǓनक जीवन के अनभुव मɅ बहुत रोचक 
एव ंउपयोगी ढंग से सिàमͧलत हɇ। यहा ँमÉुय उɮदेæय रेखा का बीजगͨणतीय ǓनǾपण है िजसके 
ͧलए ढाल (slope) कȧ सकंãपना अ×यतं आवæयक है।

10.2  रेखा कȧ ढाल (Slope of a line)

Ǔनदȶशाकं तल मɅ एक रेखा x-अ¢, के साथ दो कोण 
बनाती है, जो परèपर संपूरक होते हɇ। कोण   
(मान लȣिजए)जो रेखा l, x-अ¢ कȧ धना×मक Ǒदशा के 
साथ बनाती है, रेखा l, का झकुाव (Inclination of the line 

l) कहलाता है। èपçटतया 0° 180° (आकृǓत 10.2)।
 हम देखत ेहɇ ͩक x-अ¢ पर सपंाती रेखाओ ंका 
झकुाव 0° होता है। एक ऊÚव[ रेखा (y–अ¢ के समातंर 
या y–अ¢ पर सपंाती) का झकुाव 90° है। 

पǐरभाषा 1  यǑद ͩकसी रेखा l का झकुाव है, तो 
tan को रेखा l कȧ ढाल कहत ेहɇ।
वह रेखा िजसका झकुाव 90° है, उसकȧ ढाल पǐरभाͪ षत नहȣं 
है। एक रेखा कȧ ढाल को m से åयÈत करत ेहɇ। इस Ĥकार m = tan ,   90° यह देखा जा सकता है ͩक 
x अ¢ कȧ ढाल शÛूय है और y अ¢ कȧ ढाल पǐरभाͪषत नहȣं है।

10.2.1 रेखा कȧ ढाल, जब उस पर दो ǒबदं ुǑदए गए हɉ (Slope of a line when coordinates of any 

two points on the line are given) हम जानत ेहɇ, 
ͩक यǑद एक रेखा पर दो ǒबदं ु£ात हɉ, तो वह 
पणू[तया पǐरभाͪषत होती है। अतः हम रेखा कȧ 
ढाल को उस पर Ǒदए दो ǒबदंओु ंके Ǔनदȶशाकंाे ंके 
पद मɅ £ात करत ेहɇ।
 मान लȣिजए ͩक एक ऊÚवȶƣर (non-

vertical) रेखा l, िजसका झुकाव  है, पर 
दो ǒबदं ु P(x

1
, y

1
) और Q(x

2
, y

2
) हɇ। èपçटतया 

x
1
  x

2
, अÛयथा रेखा x-अ¢ पर लबं होगी, िजसकȧ 

ढाल पǐरभाͪषत नहȣं है। रेखा l  का झकुाव 
Ûयनूकोण या अͬधक कोण हो सकता है। हम 
दोनɉ िèथǓतयɉ पर ͪवचार करत ेहɇ।

आकृǓत  10.2

आकृǓत 10. 3 (i)
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 x–अ¢ पर QR तथा RQ पर PM लंब खींͬचए (आकृǓत 10.3 (i) और (ii) मɅ दशा[या 
गया है।

दशा I जब Ûयनूकोण है आकृǓत 10.3 (i), मɅ MPQ =  

इसͧलए रेखा l कȧ ढाल = m = tan        ... (1)

परंत ुǒğभजु MPQ मɅ,     ... (2)

समीकरण (1) तथा (2) से, हम पात ेहɇ ͩक 
दशा II  जब  अͬधक कोण है ः
आकृǓत 10.3 (ii) मɅ, MPQ = 180° – .

इसͧलए,  = 180° – MPQ.

अब, रेखा  l  कȧ ढाल  = m = tan  

 = tan ( 180° – MPQ) 

 = – tan  MPQ

 =  = 

फलतः दोनों दशाओं मंे बिंदु (x
1
, y

1
) और 

(x
2
, y

2
) से जाने वाली रेखा की ढाल

   

10.2.2 दो रेखाओं क ेसमांतर और परस्पर लबं होने का प्रतिबंध (Conditions for parallelism and 

perpendicularity of lines) मान लीजए क ऊर्ध्वेतर रेखाओं 
l
1 
और l

2 
की ढालंे, जो एक नर्देशांक तल मंे हंै कर्मशः m

1
 

तथा m
2
,हंै। मान लीजिए कि इनके झकुाव क्रमशः   और 

 हंै। यद l
1
 और l

2 
समांतर रेखाएँहंै (आकृत 10.4) तब उनके 

झुकाव समान होगंे।
 
 

अथा[त ्   = , और tan  = tan 

इसͧलए   m
1
 = m

2
, अथा[त ्उनके ढाल बराबर हɇ।

ͪवलोमतः यǑद दो रेखाओ ंl
1
 और  l

2
 के ढाल बराबर हɇ

अथा[त ्  m
1
 = m

2

आकृǓत 10. 3 (ii)

आकृǓत 10. 4
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तब   tan  = tan 

èपश[Ïया (tangent) फलन के गणुधम[ स े(0° और 180° के बीच), 

 = 

अतः रेखाए ँसमातंर हɇ।
 अतः दो ऊÚवȶƣर रेखाए ँl

1 
और l

2
 समातंर होती हɇ, यǑद और 

केवल यǑद उनके ढाल समान हɇ। 
यǑद रेखाए ँl

1
 और  l

2
 परèपर लबं हɇ (आकृǓत 10.5), तब 

 =  + 90°.

इसͧलए,  tan  = tan ( + 90°)

  = – cot = 

अथा[त ् m
2
 =  या m

1
  m

2
  = – 1

ͪवलोमतः यǑद  m
1
  m

2
  =  – 1, अथा[त ् tan tan  = – 1. 

तब, tan = – cot  = tan ( + 90°) या tan ( – 90°)

इसͧलए,  और  का अतंर 90° है।
अतः, रेखाए ँl

1
 और l

2
 परèपर लबं हɇ।

अतः दो ऊÚवȶƣर रेखाए ँl
1
 और l

2
 परèपर लबं होती हɇ यǑद और केवल यǑद उनकȧ ढाल 

परèपर ऋणा×मक åय×ुĐम है।

अथा[त ्    m
2
=  या  m

1
 m

2
 = – 1 

 आइए, Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण पर ͪवचार करɅः
उदाहरण 1 उन रेखाओ ंके ढाल £ात कȧिजए जो
 (a) (3, – 2) और (–1, 4) ǒबदंओु ंस ेहोकर जाती है,
 (b) (3, – 2) और (7, –2) ǒबदंओु ंस ेहोकर जाती है,
 (c) (3, – 2) और (3, 4) ǒबदंओु ंस ेहोकर जाती है,
 (d)  धन x–अ¢ स े60° का कोण बनाती है। 
हल  (a)  (3, – 2) और (–1, 4) ǒबदंओु ंस ेजाने वालȣ रेखा कȧ ढाल

                                        है

आकृǓत 10. 5
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 (b)  (3, – 2) और (7, –2) ǒबदंओु ंस ेजाने वालȣ रेखा का ढाल

                                        है

 (c)  (3, – 2) और (3, 4) ǒबदंओु ंस ेजान ेवालȣ रेखा का ढाल    

          , जो ͩक पǐरभाͪषत नहȣं है।

 (d)  यहा ँरेखा का झकुाव   = 60° । इसͧलए, रेखा का ढाल 

         m = tan 60° = है।
10.2.3 दो रेखाओ ंके बीच का कोण (Angle between two lines) जब हम एक तल मɅ िèथत एक 
से अͬधक रेखाओ ंके बारे मɅ ͪवचार करते हɇ 
तब देखत ेहɇ ͩक या तो ये रेखाए ँĤǓतÍछेद 
करती हɇ या समातंर होती हɇ। यहा ँहम दो 
रेखाओ ंके बीच के कोण पर, उनके ढालɉ के 
पदɉ मɅ ͪवचार करɅगे। 
 मान लȣिजए दो ऊÚवȶƣर रेखाओ ं L

1
और 

L
2
 के ढाल Đमशः m

1
 और m

2
है। यǑद L

1
और 

L
2 
के झकुाव Đमशः 

1
 और 

2
 हɉ तो

 

हम जानते हɇ ͩक जब दो रेखाए ँपरèपर 
ĤǓतÍछेद करती हɇ तब वे दो शीषा[ͧ भमखु 
कोणɉ के यÊुम बनाती हɇ जो एसेे हɇ ͩक 
ͩकÛहȣ ंदो सलंÊन कोणɉ का योग 180° है। 
मान लȣिजए ͩक रेखाओ ंL

1
और L

2 
के बीच सलंÊन कोण  और  हɇ (आकृǓत 10.6)। तब 
 = 

2
 – 

1
 और 

1
, 

2
   90°

इसͧलए, tan  = tan (
2
 – 

1
)    (Èयɉͩक 1 + m

1
m

2 
 0)

और = 180° – 

इस Ĥकार tan  = tan (180° –  ) = – tan  = , Èयɉͩक 1 + m
1
m

2
  0

अब, दो िèथǓतया ँउ×पÛन होती हɇः

आकृǓत 10. 6
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िèथǓत  I  यǑद धना×मक है, तब tan  धना×मक होगा और tan  ऋणा×मक होगा 

िजसका अथ[ है  Ûयनूकोण होगा और  अͬधक कोण होगा।

िèथǓत II  यǑद  ऋणा×मक है, तब tan  ऋणा×मक होगा और tan  धना×मक होगा 

िजसका अथ[ है  अͬधक कोण होगा और  Ûयनू कोण होगा।
इस Ĥकार, m

1
 और m

2
, ढाल वालȣ रेखाओ ं L

1
 और L

2
 के बीच का Ûयनू कोण (माना ͩक ) 

इस Ĥकार है, 
          ... (1)

अͬधक कोण (माना ͩक )  =1800 –  के Ĥयोग से ĤाÜत ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 2  यǑद दो रेखाओ ंके बीच का कोण  है और एक रेखा कȧ ढाल  है तो दसूरȣ रेखा 
कȧ ढाल £ात कȧिजए।

हल  हम जानत ेहɇ ͩक m
1
 और  m

2
 ढाल वालȣ दो रेखाओ ंके बीच Ûयनूकोण  इस Ĥकार है ͩक 

                    ... (1)

यहाँ  m
1 
= , m

2
 = m और  =

अब (1) मɅ इन मानɉ को रखने पर 

    

िजससे ĤाÜत होता है 

इसͧलए, 
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अतः दसूरȣ रेखा कȧ ढाल 3 या है। आकृǓत 10.7 मɅ दो उƣर का कारण èपçट ͩकया गया है।

उदहारण 3 (–2, 6) और (4, 8) ǒबदंओु ंको ͧमलान ेवालȣ रेखा, (8, 12) और (x, 24) ǒबदंओु ं को ͧ मलाने 
वालȣ रेखा पर लबं है। x का मान £ात कȧिजए।

हल  (– 2, 6) और (4, 8) ǒबदंओु ंस ेजान ेवालȣ रेखा कȧ ढाल 

(8, 12) और (x, 24) ǒबदंओु ंस ेजान ेवालȣ रेखा कȧ ढाल  
                          
Èयɉͩक दोनɉ रेखाए ँलबं हɇ इसͧलए, m

1
 m

2
 = –1, िजसस ेĤाÜत होता है 

 या .

10.2.4 तीन ǒबदंओु ंकȧ सरेंखता
(Collinearity of three points) हम जानत ेहɇ 
ͩक दो समातंर रेखाओ ंके ढाल समान होते 
हɇ। यǑद समान ढाल वालȣ दो रेखाए ँएक हȣ 
ǒबदं ुस ेहोकर जाती हɇ, तो आवæयक Ǿप से 
व ेसपंाती (coincident) होती हɇ। अतः यǑद 
XY-तल मɅ A, B और C तीन ǒबदं ुहɇ, तब वे 
एक रेखा पर हɉगे अथा[त ्तीनɉ ǒबदं ुसरेंख 
हɉगे (आकृǓत 10.8) यǑद और केवल यǑद 
AB कȧ ढाल = BC कȧ ढाल।

आकृǓत 10. 7

आकृǓत 10. 8
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उदाहरण 4  तीन ǒबदं ुP (h, k), Q (x
1
, y

1
) और R (x

2
, y

2
) एक रेखा पर हɇ। Ǒदखाइए  

  (h – x
1
) (y

2
 – y

1
)  = (k – y

1
) (x

2
 – x

1
)

हल  Èयɉͩक ǒबदं ुP, Q और R सरेंख हɇ, हम पात ेहै

PQ कȧ ढाल = QR कȧ ढाल अथा[त ्

या  ,

या (h – x
1
) (y

2
 – y

1
)  = (k – y

1
) (x

2
 – x

1
)

उदाहरण 5  आकृǓत 10.9, मɅ एक रैͨखक गǓत 
का समय और दरूȣ का लेखाͬचğ Ǒदया है। समय 
और दरूȣ कȧ दो िèथǓतया,ँ जब T = 0, D = 2 

और जब T = 3, D = 8 अंͩ कत कȧ गɃ हɇ। ढाल 
कȧ सकंãपना का Ĥयोग करके गǓत का Ǔनयम 
£ात कȧिजए अथा[त ्दरूȣ, समय पर ͩ कस Ĥकार 
आͬĮत है?

हल  मान लȣिजए ͩक रेखा पर कोई ǒबदं ु
(T, D) है जहा ँT समय पर D दरूȣ ǓनǾͪपत है। 
इसͧलए, ǒबदं ु(0, 2), (3, 8) और (T, D) सरेंख है। इस Ĥकार

या                    D = 2(T + 1), जो ͩक अभीçट सबंधं है। 

Ĥæनावलȣ 10.1

 1. कातȸय तल मɅ एक चतभुु[ज खींͬ चए िजसके शीष[ (– 4, 5),  (0, 7), (5, – 5) और (– 4, –2) हɇ। 
इसका ¢ğेफल भी £ात कȧिजए। 

 2.  2a भजुा के समबाहु ǒğभजु का आधार y-अ¢ के अनǑुदश इस Ĥकार है ͩ क आधार का मÚय 
ǒबदं ुमलू ǒबदं ुपर है। ǒğभजु के शीष[ £ात कȧिजए। 

 3. P (x
1
, y

1
) और Q (x

2
, y

2
) के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए जब : (i) PQ, y-अ¢ के समातंर है, (ii) 

PQ, x-अ¢ के समातंर है।
 4. x-अ¢ पर एक ǒबदं ु£ात कȧिजए जो (7, 6) और (3, 4) ǒबदंओु ंस ेसमान दरूȣ पर है।

आकृǓत 10.9
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आकृǓत 10.10

 5. रेखा कȧ ढाल £ात कȧिजए जो मलू ǒबदं ुऔर P (0, – 4) तथा B (8, 0) ǒबदंओु ंको ͧ मलाने वाले 
रेखाखडं के मÚय ǒबदं ुस ेजाती हɇ।

 6. पाइथागोरस Ĥमये के Ĥयोग ǒबना Ǒदखलाइए ͩ क ǒबदं ु(4, 4), (3, 5) और (–1, –1) एक समकोण 
ǒğभजु के शीष[ हɇ। 

 7. उस रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जो y-अ¢ कȧ धन Ǒदशा स ेवामावƣ[ मापा गया 30° का 
कोण बनाती है। 

 8. x का वह मान £ात कȧिजए िजसके ͧलए ǒबदं ु(x, – 1), (2,1) और (4, 5) सरेंख हɇ।
 9. दरूȣ सğू का Ĥयोग ͩकए ǒबना Ǒदखलाइए ͩक ǒबदं ु (– 2, – 1), (4, 0), (3, 3) और (–3, 2) एक 

समातंर चतभुु[ज के शीष[ हɇ।
 10.   x-अ¢ और (3,–1) और (4,–2) ǒबदंओु ंको ͧमलाने वालȣ रेखा के बीच का कोण £ात कȧिजए।
 11.   एक रेखा कȧ ढाल दसूरȣ रेखा कȧ ढाल का दगुनुा है। यǑद दोनɉ के बीच के कोण कȧ èपश[Ïया 

(tangent)  है तो रेखाओ ंकȧ ढाल £ात कȧिजए।

 12.  एक रेखा (x
1
, y

1
) और (h, k) स ेजाती है। यǑद रेखा कȧ ढाल m है तो Ǒदखाइए 

 k – y
1 
= m (h – x

1
).

 13.  यǑद तीन ǒबदं ु(h, 0), (a, b) और (0, k) एक रेखा पर हɇ तो Ǒदखाइए ͩक .

 14.  जनसÉंया और वष[ के Ǔनàनͧलͨखत लखेाͬचğ पर ͪवचार कȧिजए (आकृǓत 10.10)। 
  रेखा AB कȧ ढाल £ात कȧिजए और इसके Ĥयोग स ेबताइए ͩक वष[ 2010 मɅ जनसÉंया 

ͩकतनी होगी?
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10.3  रेखा के समीकरण के ͪवͪवध Ǿप (Various Forms of the Equation of a Line)

हम जानत ेहɇ ͩक ͩकसी तल मɅ िèथत एक रेखा मɅ ǒबदंओु ंकȧ सÉंया अनतं होती है। रेखा और 
ǒबदंओु ंके बीच का एक सबंधं हमɅ Ǔनàनͧलͨखत समèया को हल करने मɅ सहायक होता हैः

हम कैस ेकह सकत ेहɇ ͩक Ǒदया गया ǒबदं ुͩकसी दȣ हुई रेखा पर िèथत है? इसका उƣर 
यह हो सकता है ͩक हमɅ ǒबदंओु ंके रेखा पर होने का Ǔनिæचत ĤǓतबधं £ात हो। कãपना कȧिजए 
ͩक XY- तल मɅ P (x, y)  एक èवÍेछ ǒबदं ुहै L के समीकरण हेत ुहम ǒबदं ुP के ͧलए एक एसेे 
कथन या ĤǓतबधं कȧ रचना करना चाहत ेहɇ जो केवल उस दशा मɅ स×य होता है जब ǒबदं ुP रेखा 
L पर िèथत हो, अÛयथा अस×य होता है। Ǔनèसदेंह यह कथन एक एेसा बीजगͨणतीय समीकरण 
है, िजसमɅ x तथा y दोनɉ हȣ सिàमͧलत होत ेहɇ।
अब, हम ͪवͧभÛन ĤǓतबधंɉ के अतंग[त रेखा कȧ समीकरण पर ͪवचार करɅगे।

10.3.1 ¢Ǔैतज एवऊंÚवा[धर रेखाए ँ(Horizontal and vertical lines) यǑद एक ¢Ǔैतज रेखा L, x-अ¢ 
से a दरूȣ पर है तो रेखा के Ĥ×येक ǒबदं ुकȧ कोǑट या तो  a या – a है [आकृǓत 10.11 (a)]। इसͧलए, 
रेखा L का समीकरण या तो   y =  a या y = – a है। ͬचéन का चयन रेखा कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र 
करता है ͩ क रेखा  y-अ¢ के ऊपर या नीच ेहै। इसी Ĥकार,  x-अ¢ से b दरूȣ पर िèथत एक ऊÚवा[धर 

रेखा का समीकरण या तो x = b या x =  – b है [आकृǓत 10.11(b)]।

उदाहरण 6 अ¢ɉ के समातंर और (– 2, 3)  से जान ेवालȣ रेखाओ ंके समीकरण £ात कȧिजए।

हल आकृǓत 10.12 मɅ रेखाओ ंकȧ िèथǓतया ँदशा[ई गई हɇ।  x-अ¢ के समातंर रेखा के Ĥ×येक ǒबदं ु
के y-Ǔनदȶशाकं 3 हɇ, इसͧलए x-अ¢ के समातंर और (– 2, 3) स ेजान ेवालȣ रेखा का समीकरण 

आकृǓत 10.11
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y = 3 है। इसी Ĥकार, y-अ¢ के समातंर और (– 2, 

3) से जाने वालȣ रेखा का समीकरण x = – 2 है 
(आकृǓत 10.12)।

10.3.2 ǒबदं-ुढाल Ǿप (Point-slope form)  कãपना 
कȧिजए ͩक P

0
 (x

0
, y

0
) एक ऊÚवȶतर रेखा L, िजसकȧ 

ढाल m है, पर िèथत एक Ǔनयत ǒबदं ुहै। मान लȣिजए 
ͩक L पर एक èवÍेछ ǒबदं ुP (x, y) है।(आकृǓत 10.3)
तब, पǐरभाषा स,े L कȧ ढाल इस Ĥकार है

...(1)

Èयɉͩक ǒबदं ुP
0
 (x

0 
, y

0
) L के सभी ǒबदंओु ं(x, 

y) के साथ (1) को सतुंçट करता है और तल का 
कोई अÛय ǒबदं ु(1) को सÛतçुट नहȣं करता है। 
इसͧलए समीकरण (1) हȣ वाèतव मɅ दȣ हुई रेखा 
L का समीकरण है। 

इस Ĥकार, Ǔनयत ǒबदं ु(x
0
, y

0
) से जान ेवालȣ 

ढाल m  कȧ रेखा पर ǒबदं ु (x, y) है यǑद और 
केवल यǑद इसके Ǔनदȶशाकं समीकरण 

y – y
0
 = m (x – x

0
)             

को सतुंçट करते हɇ।

उदाहरण 7  (– 2, 3) से जान ेवालȣ ढाल-4 कȧ रेखा का समीकरण £ात कȧिजए। 

हल  यहा ँm = – 4 और Ǒदया ǒबदं ु(x
0 
, y

0
) = (– 2, 3) है।

उपयु[Èत ǒबदं-ुढाल Ǿप सğू (1) स ेदȣ रेखा का समीकरण y – 3 = – 4 (x + 2) या
4x + y + 5 = 0, है जो अभीçट समीकरण है।

10.3.3 दो ǒबदं ुǾप (Two-point form) मान लȣिजए रेखा L दो Ǒदए ǒबदंओु ं P
1
 (x

1
, y

1
) और P

2
 (x

2
, y

2
) 

से जाती है और L पर åयापक ǒबदं ुP (x, y) है (आकृǓत 10.14)। 
तीन ǒबदं ुP

1
, P

2 
और P सरेंख हɇ, इसͧलए,                      

P
1
P कȧ ढाल = P

1
P

2 
कȧ ढाल

अथा[त ्

आकृǓत 10.12

आकृǓत 10.13
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या   

इस Ĥकार, (x
1
, y

1
) और (x

2
, y

2
) ǒबदंओुं 

से जाने वालȣ रेखा का समीकरण
                            

    

   ... (2)

उदाहरण 8 ǒबदंओु ं(1, –1) और (3, 5) 

से होकर जान ेवालȣ रेखा का समीकरण ͧलͨखए।

हल यहा ँx
1
 = 1, y

1
 = –1, x

2
 = 3  और y

2
 = 5, दो ǒबदं ुǾप सğू (2) के Ĥयोग से रेखा का 

समीकरण, हम पात ेहɇ 
    

या       , जो अभीçट समीकरण है। 

10.3.4  ढाल अतंःखडं Ǿप (Slope-intercept form) कभी-कभी हमɅ एक रेखा का मान उसकȧ ढाल 
तथा उसके ɮवारा ͩकसी एक अ¢ पर काटे गए अतंःखडं ɮवारा होता है।

िèथǓत I कãपना कȧिजए ͩक ढाल m कȧ रेखा L, y-अ¢ पर मलू ǒबदं ुस ेc  दरूȣ पर ĤǓतÍछेद 
करती है (आकृǓत 10.15)। दरूȣ c रेखा L का 
y-अतंःखडं कहलाती है। èपçट Ǿप स ेउस ǒबदं ु
के Ǔनदȶशाकं जहाँ यह रेखा y-अ¢ स ेͧमलती 
है, (0, c) हɇ। इस Ĥकार L कȧ ढाल m है और 
यह एक िèथर ǒबदं ु(0, c) से होकर जाती है। 
इसͧलए, ǒबदं-ुढाल Ǿप से, L का समीकरण
   y – c = m (x – 0 )    
या    y = mx + c   

इस Ĥकार, ढाल m तथा y - अतंःखडं c वालȣ 
रेखा पर ǒबदं ु(x, y) केवल और केवल तभी होगी यǑद          ... (3)

Úयान दȣिजए ͩक c का मान धना×मक या ऋणा×मक होगा यǑद y-अ¢ स ेअतंःखडं Đमशः धन 
या ऋण भाग स ेबना हो।

आकृǓत 10.14

आकृǓत 10.15
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िèथǓत II कãपना कȧिजए ढाल m वालȣ रेखा x-अ¢ से d अतंःखडं बनाती है। तब रेखा L का समीकरण 
है।  )       ... (4)

िèथǓत (1) मɅ कहȣ वͨण[त स ेͪवɮयाथȸ èवय ंइस समीकरण को ĤाÜत कर सकत ेहɇ।

उदाहरण 9  उन रेखाओ ंके समीकरण ͧलͨखए िजनके ͧलए tan  = , जहा ँ रेखा का झकुाव है 

और (i) y-अतंःखडं –  है, (ii) x-अतंःखडं 4 है।

हल  (i) यहाँ रेखा कȧ ढाल = m = tan   = और y - अतंःखडं c = – . इसͧलए, ढाल-अतंःखडं 

Ǿप उपयु[Èत सूğ (3) स ेरेखा का समीकरण  या  है, जो अभीçट 

समीकरण है।

(ii)  यहा,ँ m = tan   = और d = 4 

इसͧलए, ढाल-अतंःखडं Ǿप उपयु[Èत सğू (4) स ेरेखा का समीकरण

   या ,

है, जो अभीçट समीकरण है।

10.3.5 अतंःखडं-Ǿप (Intercept - form) 

कãपना कȧिजए ͩक एक रेखा L, x-अतंःखडं a और 

y-अतंःखडं b बनाती है। èपçटतया L, x-अ¢ से ǒबदं ु
(a, 0) और y-अ¢ से ǒबदं ु  (0, b) पर ͧमलती है 
(आकृǓत 10.16) ।
रेखा के दो ǒबदं ुǾप समीकरण से

 या ,

अथा[त ्

इस Ĥकार, x-अ¢ और y-अ¢ स ेĐमशः a और b 
अतंःखडं बनान ेवालȣ रेखा का समीकरण Ǔनàनͧलͨखत है ः            ... (5)

आकृǓत 10.16
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उदाहरण 10 एक रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जो x- और y-अ¢ से Đमशः –3 और  2  के 
अतंःखडं बनाती है। 

हल यहा ँa = –3 और b = 2. उपयु[Èत अतंःखडं Ǿप (5) से रेखा का समीकरण 

    

10.3.6  लंब रूप (Normal  form)  कल्पना कीजिए कि निमन्लिखित आँकड़ों सहित हमको एक 
ऊर्ध्वेतर रेखा ज्ञात है। 
 (i) मलू ǒबदं ुस ेरेखा पर लबं कȧ लबंाई।
 (ii) लबं एव ंधन x-अ¢ के बीच का कोण।

मान लȣिजए ͩक  L एक रेखा है िजसकȧ मलू ǒबदं ुO से लाǒंबक दरूȣ OA = p और धन 
x-अ¢ और OA के बीच का कोण XOA = . काƣȸय तल मɅ रेखा L कȧ सभंव िèथǓतया ँआकृǓत 
10.17 मɅ दशा[ई गयी हɇ। अब, हमारा उɮदेæय L का ढाल और इस पर एक ǒबदं ु£ात करना है। 
Ĥ×येक िèथǓत मɅ  x-अ¢ पर AM लबं डाला गया है।

आकृǓत 10.17
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Ĥ×येक िèथǓत मɅ, OM = p cos और MA =  p sin , इस Ĥकार ǒबदं ु A के Ǔनदȶशांक 
(p cos , p sin ) हɇ।

इसके अǓतǐरÈत रेखा L, OA पर लबं है।

रेखा L कȧ ढाल  = .

इस Ĥकार, रेखा L कȧ ढाल  है और ǒबदं ुA  उस पर िèथत हɇ। 

इसͧलए, ǒबदं-ुढाल Ǿप से रेखा का समीकरण 

  या 

या x cos + y sin  = p.

अतः, मलू ǒबदं ुसे लाǒंबक दरूȣ  p और धन x-अ¢ तथा लबं के बीच कोण वालȣ रेखा का 
समीकरण इस Ĥकार है     x cos + y sin  = p                   ... (6)

उदाहरण 11  रेखा का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ मूल 
ǒबदं ुसे लाǒंबक दरूȣ 4 इकाई और धन x-अ¢ तथा लबं के 
बीच कोण 15° है। 

हल  यहा ँहमɅ Ǒदया है p = 4 और   = 150  (आकृǓत 10.18).

अब,   cos 15° =  और 

  sin 15º =  (Èयɉ?)  

उपयु[Èत लबं Ǿप (6) से रेखा का समीकरण 

है। यहȣ अभीçट समीकरण है।

आकृǓत 10.18
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उदाहरण 12  फारेनहाइट ताप F और परम ताम  K एक रैͨखक समीकरण को सतंçुट करत ेहɇ। Ǒदया 
है ͩक K = 273 जब  F = 32 और  K = 373 जब F = 212 तो K को  F के पदɉ मɅ åयÈत कȧिजए और 
F  का मान £ात कȧिजए जबͩक K = 0

हल  कãपना कȧिजए ͩक F, x-अ¢ के अनǑुदश और K, y-अ¢ अनुǑदश है तो XY-तल मɅ हमɅ दो 
ǒबदं ु (32, 273) और (212, 373) िèथत हɇ। दो ǒबदं ुǾप सğू स ेǒबदं ु(F, K) के ɮवारा सतंçुट होन े
वाला समीकरण Ǔनàनͧलͨखत है ः

  या  

 या                     ... (1)

यहȣ अभीçट सबंधं है।  जब  K = 0, समीकरण (1) स,े 

  या  या 

वकैिãपक ͪवͬधः हम जानत ेहɇ ͩक रेखा के समीकरण का सरलतम Ǿप y = mx + c है  पनुः F को 
x-अ¢ के अनǑुदश और K को y-अ¢ के अनǑुदश मानत ेहुए हम समीकरण    

     K = mF + c                ... (1)

के Ǿप मɅ ले सकते हɇ। समीकरण (1) ǒबदंओु ं(32, 273) और (212, 373) स ेसतुंçट होती है, 
इसͧलए,

                  273 = 32m + c              ... (2)

और          373 = 212m + c             ... (3) 

(2) और (3) को हल करन ेपर,  m = और c = 

(1) मɅ m और c  के मान रखने पर,

                           ... (4)

जो ͩक अभीçट सबंधं है। जब K = 0, (4) से F = – 459.4 ĤाÜत होता है।
ǑटÜपणी  हम जानत ेहɇ ͩ क समीकरण y = mx + c, मɅ दो अचर, नामतः m और  c हɇ। इन दो अचरɉ 
को £ात करन ेके ͧलए हमɅ रेखा के समीकरण को सतंçुट करन ेके ͧलए दो ĤǓतबधं चाǑहए। 
उपयु[Èत सभी उदाहरणɉ मɅ हमɅ रेखा का समीकरण £ात करन ेके ͧ लए दो ĤǓतबधं Ǒदये गये हɇ। 
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Ĥæनावलȣ 10.2

Ĥæन 1 स े8 तक, रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǒदये गये ĤǓतबधंɉ को सतंçुट करता है ः 

 1. x- और y-अ¢ɉ के समीकरण ͧलͨखए।

 2.   ढाल  और ǒबदं ु(– 4, 3) स ेजान ेवालȣ ।

 3.   ǒबदं ु(0, 0) स ेजाने वालȣ और ढाल m वालȣ।

 4.   ǒबदं ु  स ेजान ेवालȣ और x-अ¢ स े75o के कोण पर झकुȧ हुई।

 5. मलू ǒबदं ुके बाɃं ओर  x-अ¢ को 3 इकाई कȧ दरूȣ पर ĤǓतÍछेद करन ेतथा ढाल-2 वालȣ। 
 6. मलू ǒबदं ुस ेऊपर  y-अ¢ को 2 इकाई कȧ दरूȣ पर ĤǓतÍछेद करने वालȣ और x-कȧ धन Ǒदशा 

के साथ 30° का कोण बनान ेवालȣ।
 7. ǒबदंओु ं(–1, 1) और  (2, – 4) स ेजात ेहुए।
 8. उस रेखा का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ मलू ǒबदं ुस ेलाǒंबक दरूȣ 5 इकाई और लबं, 

धन x-अ¢ स े30° का कोण बनाती है। 
 9.  PQR के शीष[ P (2, 1), Q (–2, 3) और R (4, 5) हɇ। शीष[ R से जाने वालȣ मािÚयका का समीकरण 

£ात कȧिजए। 
10. (–3, 5) स ेहोकर जाने वालȣ और ǒबदं ु(2, 5) और (–3, 6) से जाने वालȣ रेखा पर लबं रेखा का 

समीकरण £ात कȧिजए। 
 11. एक रेखा (1,0) तथा (2,3) ǒबदंओु ंको ͧ मलान ेवालȣ रेखा खडं पर लबं है तथा उसको 1ः n के 

अनपुात मɅ ͪवभािजत करती है। रेखा का समीकरण £ात कȧिजए।
12. एक रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǔनदȶशाकंɉ स ेसमान अतंःखडं काटती है और ǒबदं ु 

(2, 3) से जाती है। 
13. ǒबदं ु(2, 2) से जान ेवालȣ रेखा का समीकरण £ात कȧिजए िजसके ɮवारा अ¢ɉ स ेकटे अतंःखडंɉ 

का योग 9 है। 
14. ǒबदं ु(0, 2) से जाने वालȣ और धन x-अ¢ से के कोण बनाने वालȣ रेखा का समीकरण 

£ात कȧिजए। इसके समातंर और y-अ¢ को मलू ǒबदं ुसे 2 इकाई नीच ेकȧ दरूȣ पर ĤǓतÍछेद 
करती हुई रेखा का समीकरण भी £ात कȧिजए।

15.  मलू ǒबदं ुसे ͩकसी रेखा पर डाला गया लबं रेखा से ǒबदं ु(-2, 9) पर ͧमलता है, रेखा का 
समीकरण £ात कȧिजए।

16. ताबँ ेकȧ छड़ कȧ लबंाई L (सेमी मɅ) सेिãसयस ताप C का रैͨखक फलन है। एक Ĥयोग मɅ 
यǑद L = 124.942 जब C=20 और L= 125.134 जब C = 110 हो, तो L को  C  के पदɉ मɅ åयÈत 
कȧिजए। 
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17.  ͩकसी दधू भडंार का èवामी ĤǓत सÜताह 980 ͧलटर दधू, 14 ǽ. ĤǓत ͧलटर के भाव से 
और 1220 लȣटर दधू 16 ǽ. ĤǓत ͧलटर के भाव से बचे सकता है। ͪवĐय मãूय तथा मागं 
के मÚय के सबंधं को रैͨखक मानत ेहुए यह £ात कȧिजए ͩक ĤǓत सÜताह वह ͩकतना दधू 
17 ǽ. ĤǓत ͧलटर के भाव स ेबेच सकता है?

18.  अ¢ɉ के बीच रेखाखडं का मÚय ǒबदं ु P (a, b) है। Ǒदखाइए ͩक रेखा का समीकरण  

है।
19.  अ¢ɉ के बीच रेखाखडं को ǒबदं ुR (h, k), 1:2  के अनपुात मɅ ͪवभÈत करता है। रेखा का 

समीकरण £ात कȧिजए।
20.  रेखा  के समीकरण कȧ सकंãपना का Ĥयोग करत ेहुए ͧसɮध कȧिजए ͩक तीन ǒबदं ु(3,0), 

(-2, -2) और (8, 2) सरेंख हɇ। 

10.4   रेखा का åयापक समीकरण (General Equation of a Line)

पवू[वतȸ क¢ाओ ंमɅ हमने दो चर राͧशयɉ के एक घातीय åयापक समीकरण Ax + By + C = 0, का 
अÚययन ͩकया जहा ँA, B और C , एेस ेवाèतͪवक अचर हɇ ͩक A और B एक साथ शÛूय नहȣ ंहɇ। 
समीकरण Ax + By + C = 0 का लेखाͬचğ सदैव एक सरल रेखा होता है। इसͧलए, जब A और B 

एक साथ शÛूय नहȣं हɇ तो Ax + By + C = 0, के Ǿप का कोई समीकरण रेखा का åयापक रैͨखक 
समीकरण (General linear equation) या रेखा का åयापक समीकरण  (General equation) कहलाता है।  

10.4.1 Ax + By + C = 0 के ͪवͧभÛन Ǿप  (Different forms of Ax + By + C = 0) समीकरण को 
Ǔनàनͧलͨखत ĤͩĐयाओ ंɮवारा रेखा के समीकरण के ͪ वͧभÛन Ǿपɉ मɅ Ǿपातंǐरत ͩकया जा सकता है।
(a)  ढाल-अतंःखडं Ǿप (Slope-intercept form) यǑद B  0, तो Ax + By + C = 0 को

 या                 ... (1)

जहा ँ  और   के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है।

हम जानत ेहɇ ͩक समीकरण (1) उस रेखा कȧ ढाल-अतंःखडं Ǿप है िजसकȧ ढाल ,  और 

y-अतंःखडं  है। यǑद B = 0, तो x = , जो ͩक एक ऊÚवा[धर रेखा का समीकरण है िजसकȧ 

ढाल अपǐरभाͪषत और  x-अतंःखडं है।
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(b)  अतंःखडं-Ǿप (Intercept form) यǑद C  0, तो Ax + By + C = 0 को

                     
या   

         ... (1)

जहा ँ  a =  और  b = 

हम जानत ेहɇ ͩक समीकरण (1) उस रेखा के समीकरण का अतंःखडं Ǿप है िजसके Đमशः 

x-अतंःखडं और y-अतंःखडं हɇ।

      यǑद C = 0, तो Ax + By + C = 0 को Ax + By = 0, ͧलखा जा सकता है जो मलू ǒबदं ुस ेजाने 
वालȣ रेखा है और इसͧलए, अ¢ɉ पर शÛूय अतंःखडं हंेै।  

(c)  लंब Ǿप (Normal form)  मान लȣिजए ͩक समीकरण Ax + By + C = 0 या 
Ax + By = – C से ǓनǾͪपत रेखा का लबं Ǿप x cos  + y sin  = p है, जहा ँp मलू ǒबदं ुसे रेखा 
पर डाले गए लबं कȧ लबंाई है और , लबं एव ंx-अ¢ कȧ धना×मक Ǒदशा के बीच का कोण है 
इसͧलए, दोनɉ समीकरण समान हɇ अतः 

        ... (1)

िजससे   ĤाÜत होता है।

अब   

अथवा   या  

इसͧलए  .

इस Ĥकार, समीकरण  Ax + By + C = 0 का लबं Ǿप

                            x cos  + y sin  = p

जहा ँ  हɇ
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ͬचéनɉ का उͬचत चयन इस Ĥकार ͩकया जाता है ͩक  p  धना×मक रहे।

उदाहरण 13 एक रेखा का समीकरण 3x – 4y + 10 = 0 है। इसके (i) ढाल (ii) x-और 

y-अतंःखडं £ात कȧिजए।

हल (i) Ǒदया हुआ समीकरण 3x – 4y + 10 = 0 को

                                          ... (1)

ͧलखा जा सकता है। (1) कȧ तलुना y = mx + c, स ेकरने पर हम पात ेहɇ ͩक दȣ हुई रेखा कȧ ढाल 

m = है।

(ii) समीकरण 3x – 4y + 10 = 0 को इस Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है

                       
 या  

        ... (2)

(2) कȧ तलुना , से करन ेपर हम पात ेहɇ ͩक x-अतंःखडं 

    a =  और  y-अतंः खडं b =  है।

उदाहरण 14  समीकरण को लबं Ǿप मɅ Ǿपातंǐरत कȧिजए और p तथा के 
मान £ात कȧिजए।

हल  Ǒदया समीकरण
                                                      ... (1)

है। (1) को  , से भाग देन ेपर

              ... (2)

(2) कȧ तलुना x cos  + y sin  = p, से करने पर, हम p = 4 और  = 30° पात ेहɇ। 
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उदाहरण 15 और रेखाओ ंके बीच का कोण £ात कȧिजए।

हल  दȣ हुई रेखाएँ
                           या              ... (1)

  और                  या              ... (2)

रेखा (1) कȧ ढाल  m
1
 =  और रेखा (2) कȧ ढाल m

2
 =  है।

दोनɉ रेखाओ ंके बीच Ûयनूकोण (माना ͩक ) इस Ĥकार है 

                                             ... (3)

m
1 
और m

2
 के मान (3) मɅ रखन ेपर,

    

िजससे   = 30°. ĤाÜत होता है। अतः दोनɉ रेखाओ ंके बीच कोण या तो 30° या 
180° – 30° = 150° है।

उदाहरण 16 दशा[इए ͩक दो रेखाए ँ , जहा ँb
1, 

b
2
  0 

(i) समातंर हɇ यǑद   और (ii) लबं है यǑद .

हल  दȣ गई रेखाए ँएेसे ͧलखी जा सकती हɇ

                                        ... (1)

और                                  ... (2)

रेखाओ ं(1) और (2) कȧ ढाल Đमशः  m
1 
=  और  m

2
 =  हɇ।
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अब (i) रेखाएँ समातंर हɉगी, यǑद  m
1 
=  m

2
, िजससे ĤाÜत होता है या 

  (ii) रेखाए ँलबं हɉगी, यǑद m
1
.m

2
 = – 1, िजससे ĤाÜत होता है

    या a
1
a

2
 + b

1
b

2
 = 0

उदाहरण 17 रेखा  पर लबं और ǒबदं ु(1, -2) से जान ेवालȣ रेखा का समीकरण 
£ात कȧिजए।

हल  दȣ हुई रेखा को

      ͧलखा जा सकता है।     ... (1)

रेखा (1) कȧ ढाल  m
1
 = . है। इसͧलए, रेखा (1) के लबं रेखा कȧ ढाल

         है।

ढाल -2 वालȣ और ǒबदं ु(1, – 2) से जान ेवालȣ रेखा का समीकरण 

                        या ,

है, जो अभीçट समीकरण है।

10.5  एक ǒबदं ुकȧ रेखा स ेदरूȣ  (Distance of a Point From a Line)

एक ǒबदं ु कȧ ͩकसी रेखा स े दरूȣ 
ǒब ंदु से  रेख ा पर ड ा ले लंब 
कȧ लंबाई है। मान लȣिजए ͩक 
L : Ax + By + C = 0 एक रेखा है, 
िजसकȧ ǒबदं ुP (x

1
, y

1
) स ेदरूȣ d है। 

ǒबदं ु P से रेखा पर लबं PL खींͬ चए 
(आकृǓत 10.19) यǑद रेखा x-अ¢ 
और y-अ¢ को Đमशः Q और R, पर 
ͧमलती है तो इन ǒबदंओु ंके Ǔनदȶशाकं 

Q  और  R  हɇ। आकृǓत 10.19
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ǒğभजु PQR का ¢ğेफल Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेͩकया जा सकता हैः

¢ğेफल िजससे   ... (1)

साथ हȣ PQR का ¢ğेफल =  

  = 

या,   2 PQR का ¢ğेफल = और

PQR के ¢ğेफल और QR के मान (1) मɅ रखन ेपर,

     

या                          .

इस Ĥकार, ǒबदं ु(x
1
, y

1
) स ेरेखा Ax + By+ C = 0 कȧ लांǒबक दरूȣ (d) इस Ĥकार है ः

                                

10.5.1 दो समातंर रेखाओ ंके बीच कȧ दरूȣ   (Distance between two parallel lines) हम जानत ेहɇ ͩ क 
समातंर रेखाओ ंकȧ ढाल समान होते हɇ। इसͧलए, समातंर रेखाए ँइस Ǿप मɅ ͧलखी जा सकती हɇ
    y = mx + c

1
         ... (1)

और    y = mx + c
2
         ... (2)

रेखा (1) x-अ¢ पर ǒबदं ुA मɅ ĤǓतÍछेद करेगी जसैा आकृǓत 10.20 मɅ Ǒदखाया गया 

है। दो रेखाओ ंके बीच कȧ दरूȣ, ǒबदं ुA से रेखा (2) पर लबं कȧ लबंाई है। इसͧलए, रेखाओ ं(1) 
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और (2) के बीच कȧ दरूȣ

 है।

इस Ĥकार, दो समातंर रेखाओ ं  और  के बीच कȧ दरूȣ

     

यǑद रेखाए ँåयापक Ǿप मɅ दȣ गई हɇ अथा[त ् Ax + By + C
1
 = 0  और Ax + By + C

2
 = 0, तो उपयु[Èत 

सğू     का Ǿप ल ेलतेा है।

ͪवɮयाथȸ इसे èवय ंĤाÜत कर सकत ेहɇ।

उदाहरण 18  ǒबदं ु(3, – 5) कȧ रेखा 3x – 4y –26 = 0 से दरूȣ £ात कȧिजए।

हल  दȣ हुई रेखा  3x – 4y –26 = 0            ...(1)

(1) कȧ तलुना रेखा के åयापक समीकरण Ax + By + C = 0, से करने पर, हम पात ेहɇः

     A = 3, B = – 4 और C = – 26

Ǒदया हुआ ǒबदं ु(x
1
, y

1
) = (3, –5) है। Ǒदए ǒबदं ुकȧ रेखा स ेदरूȣ  

आकृǓत 10.20
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 इकाई है।

उदाहरण 19  समातंर रेखाओ ं3x – 4y +7 = 0 और 3x – 4y + 5 = 0 के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए।

हल  यहा ँA = 3, B = –4, C
1
 = 7 और C

2
 = 5. इसͧलए, अभीçट दरूȣ

Ĥæनावलȣ 10.3

 1.  Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ को ढाल-अतंःखडं Ǿप मɅ Ǿपातंǐरत कȧिजए और उनके ढाल तथा 
y-अतंःखडं £ात कȧिजएः

 (i) x + 7y = 0 (ii) 6x + 3y – 5 = 0 (iii) y  = 0

 2. Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ को अतंःखडं Ǿप मɅ Ǿपातंǐरत कȧिजए और अ¢ɉ पर इनके ɮवारा 
काटे गए अतंःखडं £ात कȧिजएः 

 (i) 3x + 2y – 12 = 0 (ii) 4x – 3y = 6 (iii) 3y + 2 = 0.

 3. Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ को लबं Ǿप मɅ Ǿपातंǐरत कȧिजए। उनकȧ मलू ǒबदं ुसे लाǒंबक दǐूरयाँ 
और लबं तथा धन x-अ¢ के बीच का कोण £ात कȧिजए ः

 (i) x – + 8 = 0 (ii) y – 2 = 0 (iii) x – y = 4.

 4. ǒबदं ु(-1, 1) कȧ रेखा 12(x + 6) = 5(y – 2) से दरूȣ £ात कȧिजए।

 5. x-अ¢ पर ǒबदंओु ंको £ात कȧिजए िजनकȧ रेखा स ेदरूȣया ँ4 इकाई हɇ।

 6. समातंर रेखाओ ंके बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजएः
 (i) 15x + 8y – 34 = 0 और 15x + 8y + 31 = 0  (ii) l(x + y) + p = 0 और l (x +  y) – r  = 0

 7. रेखा के समातंर और ǒबदं ु(–2, 3) स ेजान ेवालȣ रेखा का समीकरण £ात 
कȧिजए।

 8. रेखा x – 7y + 5 = 0 पर लबं और x-अतंःखडं 3 वालȣ रेखा का समीकरण £ात कȧिजए।

 9.   रेखाओ ं के बीच का कोण £ात कȧिजए।

 10. ǒबदंओु ं(h, 3) और (4, 1) से जाने वालȣ रेखा, रेखा को समकोण पर ĤǓतÍछेद 

करती है। h का मान £ात कȧिजए।
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 11.  ͧसɮध कȧिजए ͩक ǒबदं ु(x
1
, y

1
) से जान ेवालȣ और रेखा Ax + By + C = 0 के समातंर रेखा 

का समीकरण A (x –x
1
) + B (y – y

1
) = 0 है। 

 12.  ǒबदं ु(2, 3) स ेजाने वालȣ दो रेखाए ँपरèपर 60o के कोण पर ĤǓतÍछेद करती हɇ। यǑद एक 
रेखा कȧ ढाल 2 है तो दसूरȣ रेखा का समीकरण £ात कȧिजए। 

 13.  ǒबदंओु ं (3, 4) और (-1, 2) को ͧमलान ेवालȣ रेखाखडं के लबं समɮͪवभाजक रेखा का 
समीकरण £ात कȧिजए।

 14.  ǒबदं ु(-1, 3) स ेरेखा   पर डाले गये लबंपाद के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।
 15.  मलू ǒबदं ुस े रेखा y = mx + c पर डाला गया लबं रेखा स ेǒबदं ु (-1, 2) पर ͧमलता है। 
  m और c के मान £ात कȧिजए।
 16. यǑद p और q Đमशः मूल ǒबदंु से रेखाओं  और 

x sec  + y cosec  = k, पर लबं कȧ लबंाइया ँहɇ तो ͧसɮध कȧिजए ͩक p2 + 4q2 = k2. 

 17.  शीषɟ A  (2, 3), B (4, –1) और C (1, 2) वाल ेǒğभजु ABC के शीष[ A स ेउसकȧ समंखु भजुा 
पर लबं डाला गया है। लबं कȧ लबंाई तथा समीकरण £ात कȧिजए।

 18. यǑद p मलू ǒबदं ुसे उस रेखा पर डाले लबं कȧ लबंाई हो िजस पर अ¢ɉ पर कटे अतंः खडं a 

और b हɉ, तो Ǒदखाइए ͩक 

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 20 यǑद रेखाएँ  और संगामी 
(concurrent) हɇ, तो k का मान £ात कȧिजए।
हल तीन रेखाए ँसगंामी कहलाती हɇ यǑद व ेएक सव[Ǔनçठ ǒबदं ुस ेहोकर जाए अथा[त ्ͩकÛहȣं दो 
रेखाओ ंका ĤǓतÍछेद ǒबदं ुतीसरȣ रेखा पर िèथǓत हो। यहा ँदȣ रेखाए ँहɇः
    2x + y – 3 = 0          ... (1)

    5x + ky – 3 = 0          ... (2)

    3x – y – 2 = 0          ... (3)

(1) और (3) को वė गणुन ͪवͬध स ेहल करने पर,

                            

इसͧलए, दो रेखाओ ंका ĤǓतÍछेद ǒबदं ु(1, 1) है। चूँͩक उपयु[Èत तीनɉ रेखाए ँसगंामी हɇ, ǒबदं ु
(1, 1) समीकरण (2) को सतंçुट करेगा िजससे 

          या 
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उदाहरण 21   ǒबदं ुP (4, 1) स ेरेखा 4x – y = 0 कȧ दरूȣ उस रेखा के अनुǑदश £ात कȧिजए जो धन 
x-अ¢ स े135° का कोण बनाती है।

हल दȣ हुई रेखा 4x – y = 0      … (1) 

रेखा (1) कȧ ǒबदं ु P (4, 1) से दरूȣ, 
ͩकसी अÛय रेखा के अनǑुदश, £ात करने 
के ͧलए हमɅ दोनɉ रेखाओ ंके ĤǓतÍछेद 
ǒबदं ुको £ात करना पड़गेा। इसके ͧलए 
हम पहल ेदसूरȣ रेखा का समीकरण ĤाÜत 
करɅगे (आकृǓत 10.21)। दसूरȣ रेखा कȧ ढाल 
èपश[Ïया (tangent) 135° = – 1 

ढाल -1 वालȣ और ǒबदं ु P (4, 1) स ेजाने 
वालȣ रेखा का समीकरण

         ... (2)

(1) और (2) को हल करन ेपर, हम x = 1 और  y = 4 पात ेहɇ अतः दोनɉ रेखाओ ंका ĤǓतÍछेद 
ǒबदं ुQ (1, 4) है। अब रेखा (1) कȧ ǒबदं ु(4,1) से रेखा (2) के अनǑुदश दरूȣ = P (4, 1) और Q 

(1, 4) ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ
= 

उदाहरण 22  कãपना करत े हुए ͩक 
सरल रेखाए ँǒबदं ुके ͧ लए दप[ण कȧ तरह 
काय[ करती है, ǒबदं ु (1, 2) का रेखा 

मɅ ĤǓतǒब ंब £ात 
कȧिजए। 

हल  मान लȣिजए Q (h, k) ǒबदं ु
P (1, 2) का रेखा 

x – 3y + 4 = 0      ... (1)

मɅ ĤǓतǒबबं है।

इसͧलए, रेखा (1) रेखाखडं PQ  का लबं 
समɮͪवभाजक है 

(आकृǓत 10.22)।

आकृǓत 10.21

आकृǓत 10.22



 सरल रेखाएँ       245

अतः PQ कȧ ढाल  =    ,

िजससे        ... (2)         

और PQ का मÚय ǒबदं ुअथा[त ्ǒबदं ु समीकरण (1) को सतंçुट करेगा िजससे 

                 
1 2

3 4 0 3 3
2 2

h k
h k

         
 ... (3)

(2) और (3) को हल करन ेपर, हम पात ेहɇ  h = और k = . 

अतः ǒबदं ु(1, 2) का रेखा (1) मɅ ĤǓतǒबबं   है।

उदाहरण 23 दशा[इए ͩक रेखाओं
 और x = 0 से बन ेǒğभजु का ¢ğेफल  है।

हल  दȣ रेखाए ँहɇ

y = m
1 
x + c

1  
... (1)

y = m
2 
x + c

2   
... (2)

x = 0   ... (3)

हम जानत ेहɇ ͩक रेखा y = mx + c रेखा 
x = 0 (y-अ¢) को ǒबदं ु(0, c) पर ͧमलाती 
है। इसͧलए रेखाओ ं (1) से (3) तक से 
बन े ǒğभजु के दो शीष[ P (0, c

1
) और 

Q (0, c
2
) हɇ (आकृǓत 10. 23)। तीसरा शीष[ 

समीकरण (1) और (2) को हल करन ेपर 
ĤाÜत होगा। (1) और (2) को हल करने 
पर, हम पात ेहɇ आकृǓत 10.23
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इसͧलए, ǒğभजु का तीसरा शीष[ R  है।

अब, ǒğभजु का ¢ğेफल

 है

उदाहरण 24 एक रेखा इस Ĥकार है ͩक इसका रेखाओ ं5x – y + 4 = 0 और  3x + 4y – 4 = 0 के बीच 
का रेखाखडं ǒबदं ु(1, 5) पर समɮͪवभािजत होता है इसका समीकरण ĤाÜत कȧिजए।

हल  दȣ हुई रेखाए ँ 5x – y + 4 = 0      ... (1)

    3x + 4y – 4 = 0     ... (2)

मान लȣिजए ͩक अभीçट रेखा (1) और (2) रेखाओ ंको Đमशः  (
1
, 

1
) और(

2
, 

2
) ǒबदंओु ंपर 

ĤǓतÍछेद करती है (आकृǓत 10.24)।

इसͧलए    

या      

आकृǓत 10.24
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हमɅ Ǒदया है ͩक अभीçट रेखा का (
1
, 

1
) और (

2
, 

2
) के बीच के खडं का मÚय ǒबदं ु

(1, 5) है।

इसͧलए,    और ,

या    
1
 + 

2
 = 2 और 

या     
1
 + 

2
 = 2 और  20 

1
 – 3 

2
 = 20       ... (3)


1
 और 

2
, के मानɉ के ͧलए (3) के समीकरणɉ को हल करने पर, हम पात ेहɇ

     तथा    अतः, 

(1,5) और  (
1
, 

1
) स ेजान ेवालȣ अभीçट रेखा का समीकरण 

     या  

या    107x – 3y – 92 = 0, जो ͩक अभीçट रेखा का समीकरण है। 

उदाहरण 25 दशा[इए ͩक एक गǓतमान ǒबदं,ु िजसकȧ दो रेखाओ ं3x – 2y = 5 और 3x + 2y = 5 से 
दरूȣया ँसमान है, का पथ एक रेखा है। 

हल  दȣ रेखाए ँ                   3x – 2y = 5    ... (1)

और                         3x + 2y = 5   हɇ।    ... (2) 

मान लȣिजए कोई ǒबदं ु(h, k ) है िजसकȧ रेखाओ ं(1) और (2) स ेदरूȣया ँसमान है। इसͧलए 

  या ,

िजससे ͧमलता है, 3h – 2k – 5 = 3h + 2k – 5 या  – (3h – 2k – 5) = 3h + 2k – 5. 

इन दोनɉ सबंधंɉ को हल करन ेपर हम पात ेहɇ , k = 0 या  h = . इस Ĥकार, ǒबदं ु(h, k) समीकरणɉ 

y = 0 या  x = , जो ͩक सरल रेखाए ँǓनǾͪपत करत ेहɇ, को सतंçुट करता है। अतः रेखाओ ं(1) 

और (2) से समान दरूȣ पर रहन ेवाले ǒबदं ुका पथ एक सरल रेखा है। 
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अÚयाय 10 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. k के मान £ात कȧिजए जबͩक रेखा (k–3) x – (4 – k2) y + k2 –7k + 6 = 0

  (a) x-अ¢ के समातंर है।
  (b) y-अ¢ के समातंर है।
  (c) मलू ǒबदं ुस ेजाती है।
 2.   और  p के मान £ात कȧिजए यǑद समीकरण x cos  + y sin  = p रेखा
  x + y + 2 = 0 का लबं Ǿप हɇ। 
 3. उन रेखाओ ंके समीकरण £ात कȧिजए िजनके अ¢ɉ स ेकटे अतंःखडंɉ का योग और गुणनफल 

Đमशः 1 और -6 है।

 4. y-अ¢ पर कौन स ेǒबदं ुएेसे हɇ, िजनकȧ रेखा  से दरूȣ 4 इकाई है।

 5. मलू ǒबदं ुस ेǒबदंओु ं(cos, sin ) और (cos , sin ) को ͧमलान ेवालȣ रेखा कȧ लाǒंबक दरूȣ £ात 
कȧिजए।

 6. रेखाओ ंx – 7y + 5 = 0 और 3x + y = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेखीचंी गई और y-अ¢ के समातंर 
रेखा का समीकरण £ात कȧिजए। 

 7. रेखा पर लबं उस ǒबदं ुस ेखींची गई रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जहा ँयह 

रेखा y-अ¢ स ेͧमलती है। 
 8. रेखाओ ंy – x = 0, x + y = 0 और x – k = 0 स ेबन ेǒğभजु का ¢ğेफल £ात कȧिजए।
 9.   p का मान £ात कȧिजए िजससे तीन रेखाएँ 3x + y – 2 = 0, px + 2 y – 3 = 0 और
  2x – y – 3 = 0 एक ǒबदं ुपर ĤǓतÍछेद करɅ।
 10. यǑद तीन रेखाए ँिजनके समीकरण y = m

1
x + c

1
, y = m

2
x + c

2
 और y = m

3
x + c

3
 हɇ, सगंामी हɇ तो 

Ǒदखाइए ͩक m
1
(c

2 
– c

3
) + m

2 
(c

3
 – c

1
) + m

3
 (c

1
 – c

2
) = 0. 

 11.  ǒबदं ु(3, 2) स ेजान ेवालȣ उस रेखा का समीकरण £ात कȧिजए जो रेखा x – 2y = 3 से 45o 

का कोण बनाती है।
 12.  रेखाओ ं4x + 7y – 3 = 0 और  2x – 3y + 1 = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेजान ेवालȣ रेखा का समीकरण 

£ात कȧिजए जो अ¢ɉ स ेसमान अतंःखडं बनाती है।

 13.  दशा[इए ͩक मलू ǒबदं ुसे जान ेवालȣ और रेखा y = mx + c से  कोण बनान ेवालȣ उस रेखा 

का समीकरण  है।

 14.  (–1, 1) और (5, 7) को ͧमलाने वालȣ रेखाखडं को रेखा x + y = 4 ͩकस अनपुात मɅ ͪवभािजत 
करती है?
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 15.  ǒबदं ु(1, 2) स ेरेखा 4x + 7y + 5 = 0 कȧ 2x – y = 0 के अनǑुदश, दरूȣ £ात कȧिजए।
 16.  ǒबदं ु (–1, 2) से खीचंी जा सकन े वालȣ उस रेखा कȧ Ǒदशा £ात कȧिजए िजसका रेखा 

x + y =4 से ĤǓतÍछेद ǒबदं ुǑदए ǒबदं ुस े3 इकाई कȧ दरूȣ पर है।
 17.  समकोण ǒğभजु के कण[ के अतंय ǒबदं ु (1,3) और (-4, 1) हɇ। ǒğभजु के पाद (legs) 

(समकोणीय भुजाओ)ं का एक समीकरण £ात कȧिजए।
 18.  ͩकसी ǒबदं ुके ͧलए रेखा को दप[ण मानते हुए ǒबदं ु(3, 8) का रेखा x +3y = 7 मɅ ĤǓतǒबबं 

£ात कȧिजए।
 19.  यǑद रेखाएँ y = 3x +1 और 2y = x + 3, रेखा y = mx + 4, पर समान Ǿप स ेआनत हɉ तो m का 

मान £ात कȧिजए।
 20.  यǑद एक चर ǒबदं ुP (x, y) कȧ रेखाओ ंx + y – 5 = 0 और  3x – 2y +7 = 0 स ेलाǒंबक दǐूरयɉ 

का योग सदैव 10 रहे तो दशा[इए ͩक P अǓनवाय[ Ǿप से एक रेखा पर गमन करता है।
 21.   समातंर रेखाओ ं9x + 6y – 7 = 0 और 3x + 2y + 6 = 0 से समदरूèथ रेखा का समीकरण £ात 

कȧिजए। 

 22. ǒबदं ु(1, 2) स ेहोकर जाने वालȣ एक Ĥकाश ͩकरण x-अ¢ के ǒबदं ुA स ेपरावǓत [त होती है 

और परावǓत [त ͩकरण ǒबदं ु(5, 3) स ेहोकर जाती है। A के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए। 

 23. Ǒदखाइए ͩक और ǒबदंओु ंस ेरेखा पर 

खीचं ेगये लबंɉ कȧ लबंाइयɉ का गणुनफल b2 है।
 24. एक åयिÈत समीकरणɉ 2x – 3y  + 4 = 0 और 3x + 4y – 5 = 0 स ेǓनǾͪपत सरल रेखीय पथɉ के 

संͬ ध ǒबदं ु(junction/crossing) पर खड़ा है और समीकरण 6x – 7y + 8 = 0 से ǓनǾͪपत पथ 
पर Ûयनूतम समय मɅ पहँुचना चाहता है। उसके ɮवारा अनसुǐरत पथ का समीकरण £ात 
कȧिजए।

साराशं

 (x
1
, y

1
) और (x

2
, y

2
) ǒबदंओु ं से जान े वालȣ ऊÚवȶƣर रेखा कȧ ढाल m इस Ĥकार है 

 

 यǑद एक रेखा x-अ¢ कȧ धन Ǒदशा स ेकोण बनाती है तो रेखा कȧ ढाल  m = tan , 

  90° है।
 ¢Ǔैतज रेखा कȧ ढाल शÛूय है और ऊÚवा[धर रेखा कȧ ढाल अपǐरभाͪषत है।
  m

1
 और  m

2 
ढालɉ वालȣ रेखाओ ंL

1
 और L

2
 के बीच का Ûयनू कोण (मान ͧलया) हो तो 
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                          . 

 दो रेखाए ँसमांतर होती हɇ यǑद और केवल यǑद उनके ढाल समान हɇ।
 दो रेखाए ँलबं होती हɇ यǑद और केवल यǑद उनके ढालɉ का गणुनफल -1 है। 
 तीन ǒबदं ुA, B और C सरेंख होत ेहɇ यǑद और केवल यǑद AB कȧ ढाल = BC कȧ ढाल।
 x-अ¢ स ेa दरूȣ पर िèथत ¢Ǔैतज रेखा का समीकरण या तो y = a  या y = – a है।
 y-अ¢ से b दरूȣ पर िèथत ऊÚवा[धर रेखा का समीकरण या तो x = b या x = – b

    िèथर ǒबदं ु(x
o
, y

o
) स ेजान ेवालȣ और ढाल m वालȣ रेखा पर ǒबदं ु(x, y)  िèथत होगा 

यǑद और केवल यǑद इसके Ǔनदȶशाकं समीकरण y – y
o
 = m (x – x

o
) को सतंçुट करत ेहɇ।

 ǒबदंओु ं(x
1
, y

1
) और (x

2
, y

2
) से जान ेवालȣ रेखा का समीकरण इस Ĥकार है,

                            

 ढाल m और  y-अंतःखंड c वाली रेखा पर बदु (x, y) होगा यद और कवेल यद 
.

 यǑद ढाल  m वालȣ रेखा x-अंतःखंड d बनाती है तो रेखा का समीकरण 
    y = m (x – d) है।
 x- और y-अ¢ɉ से Đमशः  a और b अंतःखंड बनाने वालȣ रेखा का समीकरण 
    

 मलू ǒबदं ुस ेलांǒबक दरूȣ p और इस लबं तथा धन x-अ¢ के बीच कोण बनाने वालȣ 
रेखा का समीकरण 

 यǑद A और B एक साथ शÛूय न हɉ तो Ax + By + C = 0 के Ǿप का कोई समीकरण 
रेखा का åयापक रैͨखक समीकरण या रेखा का åयापक समीकरण कहलाता है।

 एक ǒबदं ु (x
1
,  y

1
) से रेखा Ax + By+ C = 0 कȧ लांǒबक दरूȣ (d) इस Ĥकार है  

 समांतर रेखाओं  Ax + By + C
1
 = 0 और Ax + By + C

2
 = 0, के बीच कȧ दरूȣ 

 है।



Let the relation of knowledge to real life be very visible to your pupils 

and let them understand how by knowledge the world could be 

transformed”. – BERTRAND RUSSELL 

11.1  भूͧ मका (Introduction)

ͪपछले अÚयाय मɅ हमन ेएक रेखा के समीकरणɉ के ͪवͧभÛन Ǿपɉ 
का अÚययन ͩकया है। इस अÚयाय मɅ, हम कुछ अÛय वĐɉ का 
अÚययन करɅगे जसेै वƣृ (circle), परवलय (parabola), दȣघ[वƣृ 
(ellipse) और अǓतपरवलय (hyperbola)। परवलय और अǓतपरवलय 
Apollonius ɮवारा Ǒदए गए नाम हɇ। वाèतव मɅ इन वĐɉ को शकुं 
पǐरÍछेद या सामाÛयतः शाकंव कहा जाता है Èयɉͩक इÛहɅ एक 
लबं वƣृीय ɮͪवशकुं और एक समतल के पǐरÍछेदन से ĤाÜत ͩकया 
जा सकता है। इन वĐɉ का Ēहɉ के घणू[न, दरूदशȸयğं (telescope) 
और एटंȣना के Ǔनमा[ण, आटोमोबाइãस कȧ हेडलाइट मɅ, परावत[क 
इ×याǑद मɅ बहुत अͬधक उपयोगी होता है। अब हम आगे आने वाले 
अनभुागɉ मɅ देखɅगɅ ͩक ͩकस Ĥकार एक लबं वƣृीय ɮͪवशकुं और 
एक तल के पǐरÍछेदन के पǐरणाम èवǾप ͪवͧभÛन Ĥकार के वĐ ĤाÜत होत ेहɇ।

11.2  शकुं के पǐरÍछेद

मान लȣिजए l एक िèथर ऊÚवा[धर रेखा है m एक दसूरȣ रेखा है जो इस 
रेखा को िèथर ǒबदं ुV पर ĤǓतÍछेद करती है और इसस ेएक कोण 
बनाती है  (आकृǓत 11.1)।

मान लȣिजए हम रेखा m को रेखा l के पǐरतः इस Ĥकार घमुात ेहɇ 
ͩक  m कȧ सभी िèथǓतयɉ मɅ, कोण अचर रहे तब उ×पÛन पçृठ एक लबं 
वƣृीय खोखले ɮͪवशकुं है िजÛहɅ अब से शकुं कहɅगे जो दोनɉ Ǒदशाओ ंमɅ 
अǓनिæचत दरूȣ तक बढ़ रहे हɇ (आकृǓत 11.2)। 

Apollonius 
(262 B.C. -190 B.C.)

अÚयाय

आकृǓत  11. 1

शकुं पǐरÍछेद (Conic Sections)
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आकृǓत 11. 2 आकृǓत 11. 3

िèथर ǒबदं ु V को शकुं का शीष[ (vertex) और िèथर रेखा l शकुं का अ¢ (axis)  कहलाता है। 
इन सभी िèथǓतयɉ मɅ घमूने वालȣ रेखा m शकुं कȧ जनक ( generator) कहलाती है। शकुं को शीष[ 
दो भागɉ मɅ ͪवभÈत करता है िजÛहɅ नापे (Nappes) कहत ेहɇ। 

यǑद हम एक तल और एक शकुं का पǐरÍछेदन लते ेहɇ तो इस Ĥकार ĤाÜत पǐरÍछेद वĐ, 
शकुं पǐरÍछेद कहलात ेहɇ। इस Ĥकार, शकुं पǐरÍछेद वे वĐ हɇ िजÛहɅ एक लबं वƣृीय शकुं और 
एक तल के पǐरÍछेदन स ेĤाÜत ͩकया जाता है।

शकुं के ऊÚवा[धर अ¢ और पǐरÍछेदȣ तल के बीच बने कोण और पǐरÍछेदȣ तल कȧ िèथǓतयɉ 
के अनसुार ͪवͧभÛन Ĥकार के शकुं पǐरÍछेद ĤाÜत होत ेहɇ। मान लȣिजए पǐरÍछेदȣ तल, शकुं के 
ऊÚवा[धर अ¢ के साथ  कोण बनाता है (आकृǓत 11.3)।

शकुं के साथ तल का पǐरÍछेदन या तो शकुं के शीष[ पर हो सकता है या नाप ेके दसूरे 
ͩकसी भाग पर ऊपर या नीच ेहो सकता हɇ।

11.2.1  वƣृ, दȣघ[वƣृ, परवलय और अǓतपरवलय (Circle, ellipse, parabola and hyperbola) जब 
तल, शकुं के नापे (शीष[ के अǓतǐरÈत) को काटता है, तो हमɅ Ǔनàनांͩ कत िèथǓतया ँĤाÜत होती हɇः

(a) जब  = 90o,  तो पǐरÍछेद एक वƣृ होता है (आकृǓत 11.4)। 

(b)  जब  <  <  90o, तो पǐरÍछेद एक दȣघ[वƣृ होता है (आकृǓत 11.5)।

(c) जब  = , तो पǐरÍछेद एक परवलय होता है (आकृǓत 11.6)। 

(उपरोÈत तीनɉ िèथǓतयɉ कȧ Ĥ×येक िèथǓत मɅ तल शकुं को नापे के पणू[तः आर-पार काटता है)।
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आकृǓत 11. 4

(d)  जब 0   < , तो तल शकुं के दोनɉ नÜेस को काटता है तो पǐरÍछेद वĐ एक अǓतपरवलय 
होता है (आकृǓत 11.7)।

11.2.2  अपħçट शकुं पǐरÍछेद (Degenerated conic sections) जब तल शकुं के शीष[ पर काटता है 
तो Ǔनàनͧलͨखत िèथǓतया ँĤाÜत होती हɇः
(a)  जब  <   90o, तो पǐरÍछेद एक ǒबदं ुहै (आकृǓत 11.8)।  

(b)  जब   = , तो तल, जनक को अतंͪव[çट करता है और पǐरÍछेद एक सरल रेखा होती है 
(आकृǓत 11.9)।  

आकृǓत 11. 6 आकृǓत 11. 7

आकृǓत 11. 5
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यह परवलय कȧ अपħçट िèथǓत है।

आकृǓत 11. 8
आकृǓत 11. 9

आकृǓत 11.10

(c)  जब  0   < , तो पǐरÍछेद एक ĤǓतÍछेद करन ेवालȣ रेखाओ ंका यÊुम है (आकृǓत 11.10)।   
यह अǓतपरवलय कȧ अपħçट िèथǓत है।

 आगे आन ेवाल ेअनÍुछेद मɅ हम इन शकुं पǐरÍछेदɉ को Ïयाͧमतीय गणुɉ के आधार पर 
पǐरभाͪषत करत ेहुए उनमɅ स ेĤ×येक के समीकरण मानक Ǿप मɅ ĤाÜत करɅगे।
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11.3 वƣृ (Circle)

पǐरभाषा 1  वƣृ, तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय होता है जो तल के एक िèथर ǒबदं ुसे समान 
दरूȣ पर होत ेहɇ।

िèथर ǒबदं ुको वƣृ का कɅ ġ (centre) कहत ेहɇ तथा वƣृ पर ͩकसी एक ǒबदं ुकȧ कɅ ġ स ेदरूȣ 
को वƣृ कȧ ǒğÏया (radius) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.11)।

आकृǓत 11.11

यǑद वƣृ का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर होता है तो वƣृ का समीकरण सरलतम होता है। ͩ फर भी, हम 
£ात कɅ ġ तथा ǒğÏया के वƣृ का समीकरण Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेåय×ुपÛन करɅगɅ (आकृǓत 11.12)।   

वƣृ का कɅ ġ C(h, k) तथा ǒğÏया r  £ात है। मान लȣिजए वƣृ पर कोई ǒबदं ुP(x, y)  है (आकृǓत 

11.12)। तब पǐरभाषा से, | CP | = r दरूȣ सğू ɮवारा, हम पात ेहɇ      

    

अथा[त ्    (x – h)2 + (y – k)2 = r2

यह कɅ ġ (h,k) तथा ǒğÏया r वाल ेवƣृ का अभीçट समीकरण है।

उदाहरण 1  कɅ ġ (0,0) तथा ǒğÏया r वाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  यहाँ  h = k = 0. अतः वƣृ का समीकरण x2 + y2 = r2 है। 

उदाहरण 2 कɅ ġ (–3, 2) तथा ǒğÏया 4 इकाई वाले वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  यहा ँ h = –3, k = 2 और r = 4. अतः वƣृ का अभीçट समीकरण 

     (x + 3)2 + (y –2)2 = 16 है।

उदाहरण 3 वƣृ x2 + y2 + 8x + 10y – 8 = 0 का कɅ ġ तथा ǒğÏया £ात कȧिजए।

हल  Ǒदया गया समीकरण
     (x2 + 8x)  + (y2 + 10y) = 8

आकृǓत 11.12



256    गͨणत

अब कोçठकɉ को पूण[ वग[ बनान ेपर,
    (x2 + 8x + 16)  +  (y2 + 10y + 25)  = 8 + 16 + 25

या     (x + 4)2 + (y + 5)2 = 49

या    {x – (– 4)}2 + {y – (–5)}2 = 72

अतः वƣृ का कɅ ġ (– 4, –5) व ǒğÏया 7  इकाई है।

उदाहरण 4 ǒबदंओु ं (2, – 2), और (3,4) स ेहोकर जान ेवाल ेउस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए 
िजसका कɅ ġ रेखा x + y = 2 पर िèथत है।

हल  मान लȣिजए ͩक वƣृ का समीकरण (x – h)2 + (y – k)2 = r2 है।
यह ǒबदंओु ं(2, -2) और (3, 4) स ेजाता है। इसͧलए हम पात ेहɇ ͩक
  (2 – h)2 + (–2 – k)2 = r2      ... (1)

और (3 – h)2 + (4 – k)2 = r2      ... (2)

तथा वƣृ का कɅ ġ रेखा x + y = 2, पर िèथत है, इसͧलए
  h + k = 2        ... (3)

समीकरण (1), (2) व (3), को हल करन ेपर, हम पात ेहɇ ͩक
    h = 0.7,   k = 1.3  और  r2 = 12.58

अतः वƣृ का अभीçट समीकरण
    (x – 0.7)2 + (y – 1.3)2 = 12.58

Ĥæनावलȣ 11.1

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 से 5 तक Ĥ×येक मɅ वƣृ का समीकरण £ात कȧिजएः

  1.  कɅ ġ   (0,2) और ǒğÏया  2 इकाई   2.  कɅ ġ (–2,3) और ǒğÏया 4 इकाई

  3.  कɅ ġ  (
4

1
,

2

1
) और ǒğÏया इकाई     4.  कɅ ġ  (1,1) और ǒğÏया 2

 
इकाई

  5.  कɅ ġ  (–a, –b) और ǒğÏया 
22 ba   है।

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 6 से 9 तक मɅ Ĥ×येक वƣृ का कɅ ġ और ǒğÏया £ात कȧिजएः

 6. (x + 5)2 + (y – 3)2 = 36 7. x2 + y2 – 4x – 8y – 45 = 0

 8. x2 + y2 – 8x + 10y – 12 = 0 9. 2x2 + 2y2 – x = 0

 10. ǒबदंओु ं (4,1) और (6,5) स े जान े वाले वƣृ का समीकरण कȧिजए िजसका कɅ ġ रेखा 
4x + y = 16 पर िèथत है।
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 11. ǒबदंओु ं(2,3) और (–1,1) स ेजान ेवाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ ġ रेखा 
x – 3y – 11 = 0 पर िèथत है।

 12. ǒğÏया 5 के उस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ Ûġ x-अ¢ पर हो और जो ǒबदं ु
(2,3)से जाता है।

 13. (0,0) से होकर जान ेवाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǔनदȶशा¢ंɉ पर a और b अतंःखÖड 
बनाता है।

 14.  उस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ ġ  (2,2) हो तथा ǒबदं ु(4,5) से जाता है।
15. Èया ǒबदं ु(–2.5,  3.5) वƣृ  x2 + y2 = 25 के अदंर, बाहर या वƣृ पर िèथत है ?

11.4  परवलय (Parabola)

पǐरभाषा 2  एक परवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका 
समÍुचय है जो एक Ǔनिæचत सरल रेखा और तल 
के एक Ǔनिæचत ǒबदं ु(जो रेखा पर िèथत नहȣं है) से 
समान दरूȣ पर है।

Ǔनिæचत सरल रेखा को परवलय कȧ Ǔनयता 
(directrix) और Ǔनिæचत ǒबदं ुF को परवलय कȧ नाͧभ 
(focus) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.13)। (अĒंजेी भाषा मɅ 
‘Para’ का अथ[ ‘से’ व ‘bola’ का अथ[ ‘फɅ कना’, अथा[त ्
हवा मɅ गɅद फɅ कन ेस ेबना हुआ पथ)

ǑटÜपणी  यǑद Ǔनिæचत ǒबदं,ु Ǔनिæचत सरल रेखा 
पर िèथत हो तो तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय 
जो Ǔनिæचत ǒबदं ुऔर Ǔनिæचत रेखा से समान दरूȣ 
पर हɇ, Ǔनिæचत ǒबदं ुस ेगज़ुरन ेवालȣ Ǔनिæचत रेखा 
पर लबंवत सरल रेखा होती है। हम इस सरल रेखा 
को परवलय कȧ अपħçट िèथǓत कहत ेहɇ।

परवलय कȧ नाͧभ स ेजाने वालȣ तथा Ǔनयता पर लबं रेखा को परवलय का अ¢ कहा जाता 
है। परवलय का अ¢ िजस ǒबदं ुपर परवलय को काटता है उस ेपरवलय का शीष[(vertex) कहते 
हɇ (आकृǓत 11.14)। 

11.4.1 परवलय का Ĥमाͨणक समीकरण (Standard equation of parabola) परवलय का समीकरण 
सरलतम होता है यǑद इसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर हो और इसकȧ समͧमत अ¢, x-अ¢ या y-अ¢ 
के अनǑुदश होता है। परवलय के एेसे चार सभंव ǑदिÈवÛयास नीच ेआकृǓत 11.15(a) से (d) तक 
मɅ दशा[ए गए हɇ। 

आकृǓत 11.13

आकृǓत 11.14
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आकृǓत 11.15 (a) से  (d)

अब हम आकृǓत 11.15 (a) मɅ दशा[ए गए परवलय का समीकरण िजसकȧ नाͧभ (a, 0) a > 0 

और Ǔनयता x = – a को Ǔनàनवत ĤाÜत करɅगे।
मान लȣिजए ͩक नाͧभ F और Ǔनयता l है। Ǔनयता 

पर लबं FM खींͬ चए और FM को ǒबदं ुO पर समɮͪवभािजत 
कȧिजए। MO को X तक बढ़ाइए। परवलय कȧ पǐरभाषा 
के अनसुार मÚय ǒबदं ुO परवलय पर  है और परवलय 
का शीष[ कहलाता है। O को मूल ǒबदं ुमानकर OX को 
x-अ¢ और इसके लबंवत OY को y-अ¢ लȣिजए।  मान 
लȣिजए ͩक नाͧभ कȧ Ǔनयता से दरूȣ 2a है। तब नाͧभ 
के Ǔनदȶशाकं (a, 0), a > 0 है तथा Ǔनयता का समीकरण 
x + a = 0 जसैा ͩक आकृǓत 11.16 मɅ है। आकृǓत 11.16
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मान लȣिजए परवलय पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक
PF = PB        ... (1)

जहा ँPB रेखा l पर लबं है। B के Ǔनदȶशाकं (– a, y) हɇ। दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ

PF =  और PB = 

Èयɉͩक  PF = PB, हम पात ेहɇ,

 

इसͧलए (x – a)2 + y2 = (x + a)2

या x2 – 2ax + a2 + y2 = x2 + 2ax + a2    या  y2 = 4ax,( a > 0).

इस Ĥकार परवलय पर कोई ǒबदं ुसमीकरण       

   y2 = 4ax को सतंçुट करता है।         ... (2)

ͪवलोमतः माना (2) पर  P(x, y) एक ǒबदं ुहै।

अब PF = = 

 =  = PB     ... (3)

इसͧलए  P(x,y), परवलय पर िèथत है।       

इस Ĥकार (2) और (3) से हमन ेͧसɮध ͩकया ͩक एक परवलय िजसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर 
नाͧभ (a,0) तथा Ǔनयता x = – a का समीकरण y2 = 4ax होता है।   

ͪववचेना समीकरण (2) मɅ, यǑद a > 0, x  का मान धना×मक या शूÛय हो सकता है परंत ुऋणा×मक 
नहȣं। इस िèथǓत मɅ परवलय को Ĥथम और चतथु[ चतथुाɍश मɅ अǓनिæचत Ǿप से दरू तक बढ़ाया 
जा सकता है और परवलय का अ¢, x-अ¢ का धना×मक भाग है। 

इसी Ĥकार हम परवलयɉ का समीकरण ĤाÜत कर सकते हɇ।
आकृǓत  11.15 (b) मɅ y2 = – 4ax, 

आकृǓत  11.15 (c) मɅ x2 = 4ay, 

आकृǓत  11.15 (d) मɅ x2 = – 4ay,

इन चार समीकरणɉ को परवलय के मानक समीकरण कहत ेहɇ।  

ǑटÜपणी   परवलय के मानक समीकरण मɅ, परवलय कȧ नाͧभ ͩकसी एक Ǔनदȶशाकं अ¢ पर 
िèथत होती है, शीष[ मूल ǒबदं ुपर होता है और Ǔनयता, दसूरे अ¢ के समांतर होती है। यहाँ 
एेसे परवलयɉ का अÚययन, िजनकȧ नाͧभ कोई भी ǒबदं ुहो सकती है और Ǔनयता कोई भी रेखा 
हो सकती है, इस पèुतक के ͪवषय स ेबाहर है। 
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आकृǓत 11.15, स ेĤाÜत परवलय के Ĥमाͨणक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण से Ǔनàनांͩ कत Ǔनçकष[ 
ĤाÜत होत ेहɇः
 1. परवलय, परवलय अ¢ के सापे¢ समͧमत होता है। यǑद परवलय के समीकरण मɅ y2 का पद 

है तो समͧमत, x-अ¢ के अनǑुदश है और यǑद समीकरण मɅ x2  का पद है तो समͧमत 
अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश है।

 2. यǑद समͧमत अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश हो और
  (a) x का गणुाकं धना×मक हो तो परवलय दाɃ ओर खलुता है।
  (b) x का गणुाकं ऋणा×मक हो तो परवलय बाɃ ओर खलुता है। 
 3. यǑद समͧमत अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश हो और
  (a) y का गणुाकं धना×मक हो तो परवलय ऊपर कȧ ओर खलुता है।
  (b) y का गणुाकं ऋणा×मक हो तो परवलय नीच ेकȧ ओर खलुता है।

11.4.2 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)

पǐरभाषा 3 परवलय कȧ नाͧभ से जाने वालȣ और परवलय कȧ अ¢ के लबंवत रेखाखडं िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुपरवलय पर हɉ, को परवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ (आकृǓत 11.17)

परवलय y2 = 4ax कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात करना (आकृǓत 11.18)

परवलय कȧ पǐरभाषा के अनसुार, AF = AC

परंत ु AC = FM = 2a

अतः AF = 2a

और Èयɉͩक परवलय, x-अ¢ के पǐरतः समͧमत है। अतः AF = FB और इसͧलए
AB = नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई = 4a

आकृǓत 11.17 आकृǓत 11.18
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उदाहरण 5 यǑद एक परवलय का समीकरण y2 = 8x है 
तो नाͧभ के Ǔनदȶशाकं, अ¢, Ǔनयता का समीकरण और 
नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए। 
हल  Ǒदए समीकरण मɅ  y2  का पद है इसͧलए परवलय 
x-अ¢ के पǐरतः समͧमत है।

Èयɉͩक समीकरण मɅ पद x का गणुाकं धना×मक है 
इसͧलए परवलय दाǑहनी ओर खुलता है। Ǒदए गए समीकरण 
y2 = 4ax, स ेतलुना करने पर, a = 2

अतः परवलय कȧ नाͧभ (2, 0) है और परवलय कȧ Ǔनयता 
का समीकरण x = – 2  है (आकृǓत 11.19)।
नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  4a = 4 × 2 = 8

उदाहरण 6 नाͧभ (2,0) और Ǔनयता x = – 2 वाल ेपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक नाͧभ (2,0) x-अ¢ पर है इसͧलए x-अ¢ èवय ंपरवलय का अ¢ है।
अतः परवलय का समीकरण y2 = 4ax या y2 = – 4ax के Ǿप मɅ होना चाǑहए Èयɉͩक Ǔनयता x 

= – 2 है और नाͧभ (2,0) है, इसͧलए परवलय का समीकरण y2 = 4ax के Ǿप मɅ है जहा ँa = 2. अतः 
परवलय का अभीçट समीकरण y2 = 4(2) x = 8x है।

उदाहरण 7 एक परवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसका शीष[ (0,0)और नाͧभ (0, 2) है।

हल  Èयɉͩक शीष[ (0,0) पर और नाͧभ (0,2) पर है, जो  y-अ¢ पर िèथत है, अतः परवलय का 
अ¢, y-अ¢ है। इसͧलए परवलय का समीकरण, x2 = 4ay के Ǿप मɅ है। अतः परवलय का समीकरण 
है x2 = 4(2)y, अथा[त ् x2 = 8y 

उदाहरण 8 उस परवलय का समीकरण £ात कȧिजए जो y-अ¢ के पǐरतः समͧमत हो और ǒबदं ु
(2,–3) स ेगज़ुरता है।
हल Èयɉͩक परवलय y-अ¢ के पǐरतः समͧमत है और इसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर है, अतः इसका 
समीकरण x2 = 4ay या x2 = – 4ay, के Ǿप मɅ है जहा ँͬचéन परवलय के ऊपर या नीच ेखलुने पर 
Ǔनभ[र करता है परंत ुपरवलय चतथु[ चतुथाɍश मɅ िèथत ǒबदं ु(2, -3) स ेगुज़रता है इसͧलए यह 
अवæय हȣ नीच ेकȧ ओर खलेुगा। अतः परवलय का समीकरण x2 = – 4ay के अनǾुप है, Èयɉͩक 
परवलय ( 2,–3), से गज़ुरता है, अतः हमɅ ĤाÜत होता है,

22   = – 4a (–3), अथा[त ्a   =  

अतः परवलय का समीकरण है

2    अथा[त ्  3x2 = – 4y 

आकृǓत 11.19
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Ĥæनावलȣ 11.2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 से 6 तक Ĥ×येक मɅ नाͧभ के Ǔनदȶशाकं, परवलय का अ¢, Ǔनयता का 
समीकरण और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः
 1. y2 = 12x 2. x2 = 6y 3. y2 = – 8x

 4. x2 = – 16y 5. y2 = 10x 6. x2 = – 9y

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 से 12 तक Ĥ×येक मɅ परवलय का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǒदए ĤǓतबधं 
को सतंçुट करता हैः 
 7. नाͧभ (6,0), Ǔनयता x = – 6 8. नाͧभ (0,–3), Ǔनयता y = 3

 9. शीष[ (0,0), नाͧभ (3,0) 10. शीष[  (0,0), नाͧभ (–2,0)

 11. शीष[ (0,0), (2,3)  से जाता है और अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश है।
12. शीष[  (0,0), (5,2) से जाता है और y-अ¢ के साप¢े समͧमत है।

11. 5 दȣघ[वƣृ (Ellipse)

पǐरभाषा 4  एक दȣघ[वƣृ तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय 
है िजनका तल मɅ दो िèथर ǒबदंओु ंसे दरूȣ का योग 
अचर होता है। दो िèथर ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँ
कहत ेहɇ (आकृǓत 11.20)।

ǑटÜपणी  दȣघ[वƣृ पर ͩकसी ǒबदं ुका दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदǐूरयɉ का योग अचर होता है, वह िèथर 
ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ स ेअͬधक होता है। 

नाͧभयɉ को ͧमलान ेवाले रेखाखडं के मÚय ǒबदं ुको दȣघ[वƣृ का कɅ ġ कहत ेहɇ। दȣघ[वƣृ 

आकृǓत 11.20

आकृǓत 11.21 आकृǓत 11.22



  शकुं पǐरÍछेद       263

कȧ नाͧभयɉ से जाने वाला रेखाखडं, दȣघ[वƣृ का दȣध[ अ¢ (Major axis) कहलाता है और कɅ ġ से 
जाने वाला और दȣध[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं, दȣघ[वƣृ का लघ ुअ¢ (Minor axis) कहलाता है। 
दȹघ[ अ¢ के अÛ×य ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ के शीष[ कहत ेहɇ (आकृǓत 11.21)।

हम दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई को, 2a स ेलघ ुअ¢ कȧ लबंाई को, 2b स ेऔर नाͧभयɉ के बीच 
कȧ दरूȣ को 2c स ेͧलखते हɇ। अतः अध[-दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई a तथा अध[-लघ ुअ¢ कȧ लबंाई b है 
(आकृǓत 11.22)।

11.5.1 अध[-दȣध[ अ¢, अध[-लघ ुअ¢ और दȣघ[वƣृ के कɅ ġ स ेनाͧभ कȧ दरूȣ के बीच मɅ सबंधं 
(आकृǓत 11.23)।
आकृǓत 11.23 मɅ दȣघ[वƣृ के दȣघ[ अ¢ पर एक 
अ×ंय ǒबदं ुP लȣिजए।
ǒबदं ुP कȧ नाͧभयɉ स ेदǐूरयɉ का योग 
     F 

1
P + F

2
P = F

1
O + OP + F

2
P

                 (Èयɉͩक  F
1
P = F

1
O + OP)

  = c + a + a – c = 2a

अब लघु अ¢ पर एक अ×ंय ǒबदं ुQ लȣिजए। 

ǒबदं ुQ कȧ नाͧभयɉ स ेदǐूरयɉ का योग

   F 
1
Q + F

2
Q   = 2222 cbcb   =  

Èयɉͩक P और Q दोनɉ दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ। 
अतः दȣघ[वƣृ कȧ पǐरभाषा से हम पात ेहɇ

       2
22 cb    =  2a,     अथा[त ्   a =

22 cb   

या     a2 = b2 + c2
 
,    अथा[त ्  c = 

22 ba 
.

11.5.2 एक दȣघ[वƣृ कȧ ͪवशषे िèथǓतया ँ(Special cases of an ellipse) उपरोÈत ĤाÜत समीकरण c2 

= a2 – b2 मɅ, यǑद हम a का मान िèथर रखɅ और c का मान 0 

से a, तक बढ़ायɅ तो पǐरणामी दȣघ[वƣृ के आकार Ǔनàनांͩ कत 
Ĥकार से बदलɅग।े
िèथǓत (i) यǑद c = 0, हो तो दोनɉ नाͧभया,ँ दȣघ[वƣृ के कɅ ġ मɅ 
ͧमल जाती हɇ और a2 = b2, या a = b, और इसͧलए दȣघ[वƣृ एक 
वƣृ बन जाता है (आकृǓत 11.24)। इस Ĥकार वƣृ, एक दȣघ[वƣृ कȧ 
ͪवशषे िèथǓत है िजस ेअनुÍछेद 11.3 मɅ वͨण[त ͩकया गया है।

आकृǓत 11.23

आकृǓत 11.24
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िèथǓत  (ii)  यǑद c = a, हो तो b = 0. और दȣघ[वƣृ दोनɉ 
नाͧभयɉ को ͧमलान ेवाले रेखाखडं F

1
F

2
 तक ͧसमट जाता है 

(आकृǓत 11.25)।

11.5.3 उ×कɅ ġता (Eccentricity)

पǐरभाषा 5  दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता, दȣघ[वƣृ के कɅ ġ से नाͧभ और कɅ ġ से शीष[ कȧ दǐूरयɉ का अनपुात 

है। उ×कɅ ġता को e के ɮवारा ǓनǑद[çट करत ेहɇ, अथा[त ्  है। 

Èयɉͩक नाͧभ कȧ कɅ ġ स ेदरूȣ  c है इसͧलए उ×कɅ ġता के पद मɅ नाͧभ कȧ कɅ ġ स ेदरूȣ ae है।

11.5.4 दȣघ[वƣृ का मानक समीकरण (Standard equation of an ellipse) एक दȣघ[वƣृ का समीकरण 
सरलतम होता है यǑद दȣघ[वƣृ का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर हो और नाͧभया ँx-अ¢ या y-अ¢ पर िèथत 
हɉ। एेसे दो सभंव ǑदकͪवÛयास आकृǓत 11.26 मɅ दशा[ए गए हɇ।   

आकृǓत 11.25

अब हम आकृǓत 11.26 (a) मɅ दशा[ए गए दȣघ[वƣृ, िजसकȧ नाͧभया ँx-अ¢ पर िèथत हɇ, का 
समीकरण åय×ुपÛन करɅगɅ।

मान लȣिजए F
1
 और F

2
 नाͧभया ँहɇ और रेखाखडं F

1
F

2 
का मÚय ǒबदं ुO है। मान लȣिजए O 

मलू ǒबदं ुहै और O से F
2
 कȧ ओर धना×मक x-अ¢ व O से F

1 
कȧ ओर ऋणा×मक x-अ¢ है। माना 

आकृǓत 11.26
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O स ेx-अ¢ पर लबं रेखा y-अ¢ है। F
1 
के Ǔनदȶशाकं 

(– c, 0) तथा F
2
 के Ǔनदȶशाकं (c, 0) मान लते ेहɇ (आकृǓत 

11.27)।
मान लȣिजए दȣघ[वƣृ पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस 

Ĥकार है ͩक P से दोनɉ नाͧभयɉ कȧ दǐूरयɉ का योग  
2a है अथा[त ्

PF
1
 + PF

2
 = 2a     ... (1)

दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ,  
2222 )()( ycxycx    =  2a 

 

अथा[त ्   =  2a – 
22)( ycx 

दोनɉ प¢ɉ का वग[ करन ेपर, हम ĤाÜत करते हɇ

   (x + c)2 + y2 = 4a2 – 4a 2222 )()( ycxycx 

िजसेे सरल करने पर ͧमलता है

   
x

a

c
aycx  22)(

पनुः वग[ करन ेव सरल करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है

    
  22

2

2

2

ca

y

a

x


   = 1

अथा[त ्  
 2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 (Èयɉͩक c2 = a2 – b2)

अतः दȣघ[वƣृ पर कोई ǒबदंु

 
   2

2

2

2

b

y

a

x
   = 1        ... (2)

को सतंçुट करता है।
ͪवलोमतः माना P (x, y) समीकरण (2) को सतंçुट करता है, 0 < c < a. तब

   y2  = b2  









2

2

1
a

x

आकृǓत 11.27
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इसͧलए   PF
1 

  = 

      = 






 


2

22
22)(

a

xa
bcx

             =  (Èयɉͩक b2 = a2 – c2)

    = 

इसी Ĥकार  PF
2 = 

अतः    PF
1
 + PF

2
  =  

 

    ... (3)

इसͧलए, कोई ǒबदं ुजो  
2

2

2

2

b

y

a

x
 = 1, को सतंçुट करता है, वह Ïयाͧमतीय अनबुधंɉ को भी सतंçुट 

करता है और इसͧलए P(x, y) दȣघ[वƣृ पर िèथत है।

इस Ĥकार (2) ओर (3) स ेहमन ेͧसɮध ͩकया ͩक एक दȣघ[वƣृ, िजसका कɅ ġ मलू ǒबदं ुऔर 

दȣघ[ अ¢ x-अ¢ के अनǑुदश है, का समीकरण 
2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 है।

ͪववचेना दȣघ[वƣृ के समीकरण से हम यह Ǔनçकष[ पाते हɇ ͩ क दȣघ[वƣृ पर Ĥ×येक ǒबदं ुP (x, y) के ͧ लए

2

2

2

2

1
b

y

a

x
     1,  अथा[त ् x2   a2, इसͧलए – a   x   a.

अतः दȣघ[वƣृ रेखाओ ंx = – a और x = a के बीच मɅ िèथत है और इन रेखाओ ंको èपश[ भी करता 
है। इसी Ĥकार, दȣघ[वƣृ, रेखाओ ंy = – b और y = b के बीच मɅ इन रेखाओ ंको èपश[ करता हुआ 
िèथत है।  

इसी Ĥकार, हम आकृǓत 11.26 (b) मɅ, दशा[ए गए दȣघ[वƣृ के समीकरण  को 
åय×ुपÛन कर सकत ेहɇ।
इन दो समीकरणɉ को दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण कहत ेहɇ।
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ǑटÜपणी   दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण मɅ, दȣघ[वƣृ का कɅ ġ, मलू ǒबदं ुपर और दȣघ[ अ¢ व 
लघ ुअ¢ Ǔनदȶशा¢ंɉ पर िèथत है। यहा ँएसेे दȣघ[वƣृɉ का अÚययन, िजनका कɅ ġ कोई अÛय ǒबदं ु
हो सकता है और कɅ ġ स ेगज़ुरन ेवालȣ रेखा, दȣघ[ अ¢ व लघ ुअ¢ हो सकत ेहɇ, इस पèुतक 
कȧ ͪवषय वèत ुस ेबाहर हɇ।

आकृǓत 11.26  से ĤाÜत दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण स ेहमɅ Ǔनàनांͩ कत Ǔनçकष[ 
ĤाÜत होत ेहɇ।
 1. दȣघ[वƣृ दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के साप¢े समͧमत है Èयɉͩक यǑद दȣघ[वƣृ पर एक ǒबदं ु(x, y) है 
तो ǒबदं ु(– x, y), (x, –y) और (– x, –y) भी दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ।
 2. दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँसदैव दȣघ[ अ¢ पर िèथत होती हɇ। दȣघ[ अ¢ को समͧमत रेखा पर 
अÛतः खडं Ǔनकालकर ĤाÜत ͩकया जा सकता है। जसेै ͩक यǑद x2 का हर बड़ा है तो दȣध[ अ¢ 
x-अ¢ के अनǑुदश है और यǑद y2 का हर बड़ा है तो दȣघ[ अ¢ y-अ¢ के अनुǑदश होता है।

11.5.5 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)

पǐरभाषा 6  दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभयɉ से जाने वालȣ और दȣघ[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं िजसके अ×ंय 
ǒबदं ुदȣघ[वƣृ पर हɉ, को दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ (आकृǓत 11.28)।

दȣघ[वƣृ   कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात करना   

माना AF
2
 कȧ लबंाई l  है तब A के Ǔनदȶशाकं (c, l),अथा[त ्(ae, l) है।

Èयɉͩक A, दȣघ[वƣृ , पर िèथत है। इसस ेहमɅ ĤाÜत होता हैः

      
 

   

      
 l2 = b2 (1 – e2)

परंतु  

  

इसͧलए      l2 = , अथा[त ्

Èयɉͩक दȣघ[वƣृ y-अ¢ के सापे¢ समͧमत होता है, 
(Ǔनःसदेंह यह दोनɉ अ¢ɉ के साप¢े समͧमत हɇ) इसͧलए आकृǓत 11.28
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AF
2
 = F

2
B. अतः नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  है।

उदाहरण 9 दȣघ[वƣृ   के नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ एव लघ ुअ¢ कȧ 

लबंाइया,ँ उ×कɅ ġता और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक  का हर,  के हर से बड़ा है, इसͧलए दȣघ[ अ¢ x-अ¢ के अनǑुदश हɇ। Ǒदए गए 

समीकरण कȧ  , स ेतलुना करन ेपर

     a = 5 और b = 3

साथ हȣ    

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  (– 4,0) और (4,0) है, शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (– 5, 0) और (5, 0) हɇ। दȣघ[ 

अ¢ कȧ लबंाई 2a = 10 इकाइया,ँ लघ ुअ¢ कȧ लबंाई 2b = 6 इकाइया ँऔर उ×कɅ ġता   और 

नाͧभलबं  है। 

उदाहरण 10 दȣघ[वƣृ 9x2 + 4y2 = 36 के नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ और लघ ुअ¢ कȧ 
लबंाइया,ँ और उ×कɅ ġता £ात कȧिजए। 

हल Ǒदए गए दȣघ[वƣृ कȧ समीकरण कȧ Ĥमाͨणक समीकरण के Ǿप मɅ ͧलखन ेपर

Èयɉͩक  का हर,  के हर से बड़ा, इसͧलए दȣघ[ अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश है । Ǒदए गए 

समीकरण कȧ मानक समीकरण , स ेतलुना करने पर हमɅ ĤाÜत होता है b = 2 और a = 3

और  c =    =  

एव ं   
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अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  (0, )  व  (0, – ), हɇ। शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (0,3) व (0, –3) हɇ ।  दȣघ[ 

अ¢ कȧ लबंाई 2a = 6 इकाइया ँलघ ुअ¢ कȧ लबंाई 4 इकाइया ँऔर दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता  है।

उदाहरण 11 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसकȧ नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  ( 5, 0) तथा 
शीषɟ के Ǔनदȶशाकं ( 13, 0) हɇ।

हल Èयɉͩक दȣघ[वƣृ का शीष[ x-अ¢ पर िèथत है अतः इसका समीकरण  के अनǾुप 

होगा, जहा ँअध[-दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई a है। हमɅ £ात है, ͩक,  a = 13, c =  5.

अतः  c2 = a2 – b2, के सूğ स ेहमɅ ĤाÜत होता है,  25 = 169 – b2  या  b = 12

अतः दȣघ[वƣृ का समीकरण  है।

उदाहरण 12 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसके दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई 20 है तथा 
नाͧभया ँ(0,  5) हɇ।
हल  Èयɉͩक नाͧभया ँ y-अ¢ पर िèथत हɇ, इसͧलए दȣघ[वƣृ का समीकरण  के 
अनǾुप है। 

Ǒदया है a = अध[ दȣघ[ अ¢ 

और सğू c2 = a2 – b2 स ेĤाÜत होता है,

  52 = 102 – b2  या  b2 = 75

अतः            
 

उदाहरण 13 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसकȧ दȣघ[ अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश है और 

(4, 3) तथा (– 1,4) दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ।

हल दȣघ[वƣृ के समीकरण का मानक Ǿप  2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 है। चँूͩक ǒबदं ु(4, 3) तथा (–1, 4) दȣघ[वƣृ 

पर िèथत हɇ। अतः हमɅ ĤाÜत होता है,

                     ... (1)
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और   
   22

161

ba
   = 1          … (2)

समीकरण (1) और (2) को हल करने पर  व  ĤाÜत होता है।
अतः अभीçट समीकरणः  

       
 या 7x2 + 15y2 = 247 है।

Ĥæनावलȣ 11.3

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ 1 स े9 तक Ĥ×येक दȣघ[वƣृ मɅ नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ और लघु 
अ¢ कȧ लबंाइया,ँ उ×कɅ ġता तथा नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः

 1.  2.  3.    

 4.  5.  6. 
400100

22 yx
 = 1

 7. 36x2 + 4y2 = 144 8. 16x2 + y2 = 16 9. 4x2 + 9y2 = 36

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ 10 स े20 तक Ĥ×येक मɅ, Ǒदए ĤǓतबधंɉ को सतंçुट करत ेहुए दȣघ[वƣृ का 
समीकरण £ात कȧिजएः
 10.  शीषɟ ( 5, 0), नाͧभया ँ ( 4, 0)  

 11.  शीषɟ (0,  13), नाͧभया(ँ0,  5)

 12.  शीषɟ ( 6, 0), नाͧभया ँ( 4, 0)

 13.  दȣघ[ अ¢ के अ×ंय ǒबदं ु( 3, 0), लघ ुअ¢ के अ×ंय ǒबदं ु(0,  2)

 14.  दȣघ[ अ¢ के अ×ंय ǒबदं ु (0,  ),  लघ ुअ¢ के अ×ंय ǒबदं ु( 1, 0)

 15.  दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई 26,  नाͧभया ँ ( 5, 0)

 16.  दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई  16, नाͧभया ँ(0,  6).

 17.  नाͧभया ँ( 3, 0), a = 4

 18.  b = 3,  c = 4, कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर, नाͧभया ँx अ¢ पर
 19. कɅ ġ (0,0) पर, दȣघ[-अ¢, y-अ¢ पर और ǒबदंओु ं(3, 2) और (1,6) से जाता है।
 20.  दȣघ[ अ¢, x-अ¢ पर और ǒबदंओु ं(4,3) और (6,2) स ेजाता है।
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11.6  अǓतपरवलय (Hyperbola)

पǐरभाषा 7  एक अǓतपरवलय, तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदरूȣ का अतंर अचर होता है।

पǐरभाषा मɅ ‘अतंर’ शÞद का Ĥयोग ͩकया गया है िजसका अथ[ है दरू िèथत ǒबदं ुसे दरूȣ 
ऋण  Ǔनकट िèथत ǒबदं ुस ेदरूȣ। दो िèथर ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँकहत ेहɇ। नाͧभयɉ को 
ͧमलान ेवाले रेखाखडं के मÚय ǒबदं ुको अǓतपरवलय का कɅ ġ कहत ेहɇ। नाͧभयɉ से गज़ुरन ेवालȣ  
रेखा को अनĤुèथ अ¢ (transverse axis) तथा कɅ ġ से गज़ुरन ेवालȣ रेखा और अनुĤèथ अ¢ पर 
लबंवत ्रेखा को सयंÊुमी अ¢ (conjugate axis) कहत ेहɇ। अǓतपरवलय, अनुĤèथ अ¢ को िजन 
ǒबदंओु ंपर काटता है, उÛहɅ अǓतपरवलय के शीष[ (vertices) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.29)। 

दोनɉ नाͧभयɉ के बीच कȧ दरूȣ को हम 2c स ेĤदͧश[त करत ेहɇ, दोनɉ शीषɟ के बीच कȧ दरूȣ 

(अनĤुèथ अ¢ कȧ लबंाई) को 2a से Ĥदͧश[त करत ेहɇ और हम राͧश b  को इस Ĥकार पǐरभाͪषत 

करत ेहɇ ͩक b  = 2b को सयंÊुमी अ¢ कȧ लबंाई भी कहत ेहै (आकृǓत11.30)। 
समीकरण (1) कȧ अचर राͧश P

1
F

2
 – P

1
F

1 
 £ात 

करना 
आकृǓत 11.30 मɅ  A तथा B पर ǒबदं ुP को रखने 
पर हमɅ ĤाÜत होता है, 
BF

1
 – BF

2 
=  AF

2
 – AF

1
 (अǓतपरवलय कȧ पǐरभाषा 

के अनसुार)

BA +AF
1
– BF

2 
= AB + BF

2
– AF

1

अथा[त ् AF
1 
=  BF

2

इसͧलए,
  
BF

1
 – BF

2 
=  BA + AF

1
– BF

2
 = BA = 2a

आकृǓत 11.30

आकृǓत 11.29
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11.6.1  उ×कɅ ġता (Eccentricity)

पǐरभाषा 8  दȣघ[वƣृ कȧ तरह हȣ अनपुात e =  को अǓतपरवलय कȧ उ×कɅ ġता कहत ेहɇ। चँूͩक 
c  a, इसͧलए उ×कɅ ġता कभी भी एक स ेकम नहȣ ंहोती है। उ×कɅ ġता के सबंधं मɅ, नाͧभया ँकɅ ġ 
से ae कȧ दरूȣ पर होती है।

11.6.2  अǓतपरवलय का मानक समीकरण (Standard equation of  Hyperbola)  यǑद अǓतपरवलय 
का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर और नाͧभया ँx-अ¢ और y-अ¢ पर िèथत हɉ तो अǓतपरवलय का समीकरण 
सरलतम होता है एेसे दो सभंव ǑदिÈवÛयास आकृǓत 11.31 मɅ दशा[ए गए हɇ।

अब हम आकृǓत 11.31(a) मɅ दशा[ए गए अǓतपǐरवलय, िजसकȧ नाͧभया ँx-अ¢ पर िèथत हɇ 
का समीकरण åय×ुपÛन करɅगे।

मान लȣिजए F
1
 और F

2
 नाͧभया ँहɇ और रेखाखडं F

1
F

2 
का मÚय ǒबदं ुO है। मान लȣिजए O 

मलू ǒबदं ुहै और O स े F
2
 कȧ ओर धना×मक x-अ¢ व O से F

1
 कȧ ओर ऋणा×मक x-अ¢ है। 

माना   O स ेx-अ¢ पर लबं y-अ¢ है। F
1
 के Ǔनदȶशाकं (– c,0) और F

2
 के Ǔनदȶशाकं (c,0) मान लेते 

हɇ (आकृǓत 11.32)। 

आकृǓत 11.31

मान लȣिजए अǓतपरवलय पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक P कȧ दरूèथ ǒबदं ुसे व 
Ǔनकटèथ ǒबदं ुस ेदरूȣयɉ का अतंर 2a है इसͧलए, PF

1
 – PF

2
 = 2a 

दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ 
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या    

दोनɉ प¢ɉ का वग[ करन ेपर, हम ĤाÜत करते हɇ,

(x + c)2 + y2 = 4a2 + 4a   + (x – c)2 + y2जिसे सरल करने पर मिलता है,

    
a

cx
 – a = 

पनुः वग[ करन ेव सरल करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है,

    
   

या         (Èयɉͩक c2 – a2 = b2)

अतः अĤǓतपरवलय पर िèथत कोई ǒबदं ु

 

 
       

 1.     

को सतंçुट करता है। 

ͪवलोमतः माना P(x, y), समीकरण (3) को सतंçुट करता है, 0 < a < c. तब,

  y2
 
 =   b2  

आकृǓत 11.32
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इस Ĥकार PF
1
 = + 

  = +  =  a + x
a

c

इसी Ĥकार PF
2
 = a – x

अǓतपरवलय मɅ c > a और चूँͩक P रेखा x = a, के दाǑहनी ओर है, x > a, और इसͧलए x > a. या 

a –  x  ऋणा×मक हो जाता है। अतः PF
2
 =  x  – a.

इसͧलए   PF
1
 –  PF

2
  = a  +  x  –   +  a = 2a

Úयान दȣिजए, यǑद  P रेखा x = – a, के बाɃ ओर होता तब  PF
1
 ,  PF

2
 = a – . 

उस िèथǓत मɅ PF
2 
– PF

1
 = 2a. इसͧलए कोई ǒबदं ुजो , को सतंçुट करता है तो 

अǓतपरवलय पर िèथत होता है।

इस Ĥकार हमने ͧसɮध ͩकया ͩक एक अǓतपरवलय, िजसका कɅ ġ  (0,0) व अनĤुèथ अ¢, x-अ¢ 

के अनǑुदश है, का समीकरण है .

ǑटÜपणी  एक अǓतपरवलय िजसमɅ  a = b हो, समकोणीय अǓतपरवलय (rectangular hyperbola) 
कहलाता है।

ͪववचेना  अǓतपरवलय के समीकरण से हम यह Ǔनçकष[ पात ेहɇ ͩक अǓतपरवलय पर Ĥ×येक ǒबदं ु

(x, y) के ͧलए,   1.

अथा[त ् 
a

x
  1, अथा[त ्x  – a  या x  a.   इसͧलए, वĐ का भाग रेखाओ ंx = + a और x = – a,के बीच 

मɅ िèथत नहȣ ंहै (अथवा सयंÊुमी अ¢ पर वाèतͪवक अतंःखडं नहȣं होत ेहɇ)।
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इसी Ĥकार, आकृǓत 11.31 (b) मɅ, हम अǓतपरवलय का समीकरण = 1 åय×ुपÛन कर

सकते हɇ।    
इन दो समीकरणɉ को अǓतपरवलय का मानक समीकरण कहत ेहɇ।

ǑटÜपणी  अǓतपरवलय के मानक समीकरण मɅ, अǓतपरवलय का कɅ ġ, मलू ǒबदं ुपर और 
अनĤुèथ अ¢ व सयंÊुमी अ¢ Ǔनदȶशा¢ंो पर िèथत हɇ। तथाͪप यहा ँएसेे भी अǓतपरवलय होते 
हɇ िजनमɅ कोई दो लबंवत ्रेखाए ँअनĤुèथ अ¢ व सयंÊुमी अ¢ होते हɇ परंत ुएेसी िèथǓतयɉ 
का अÚययन उÍच क¢ाओ ंमɅ हɇ।

आकृǓत 11.29, स ेĤाÜत अǓतपरवलयɉ के मानक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण स ेहमɅ Ǔनàनͧलͨखत 
Ǔनçकष[ ĤाÜत होत ेहɇः
 1. अǓतपरवलय, दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के साप¢े समͧमत हɇ Èयɉͩक यǑद अǓतपरवलय पर एक 

ǒबदं ु(x, y) है तो ǒबदं ु(– x, y), (x, – y) और (– x, – y) भी अǓतपरवलय पर िèथत हɇ।
 2. अǓतपरवलय कȧ नाͧभया ँसदैव अनĤुèथ अ¢ पर िèथत होती हɇ। यह सदैव एक धना×मक 

पद है िजसका हर अनĤुèथ अ¢ देता है। उदाहरणतः  का अनĤुèथ अ¢, 
  

  x-अ¢ के अनǑुदश है और इसकȧ लबंाई 6 है जबͩक    का अनĤुèथ अ¢, 
y-अ¢ के अनǑुदश है और इसकȧ लबंाई 10 है।

11.6.3 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)  

पǐरभाषा 9  अǓतपरवलय कȧ नाͧभयɉ से जान ेवालȣ और अनĤुèथ अ¢ पर लबंवत ्रेखाखडं िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुअǓतपरवलय पर हɉ, को अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।
दȣघ[वƣृɉ कȧ भाǓँत, यह दशा[ना सरल है ͩक अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई है।

उदाहरण 14 Ǔनàनͧलͨखत अǓतपरवलयɉ के शीषɟ और नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकंɉ, उ×कɅ ġता और नाͧभलबं 
जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

  (i)  (ii) y2 – 16x2 = 16

हल  (i) Ǒदए गए समीकरण  का मानक समीकरण

स ेतलुना करन ेपर, हम पात ेहɇ ͩक
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a = 3, b = 4 और c =  

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं ( 5, 0) हɇ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं ( 3, 0) हɇ।

उ×कɅ ġता  e = 

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 

(ii) Ǒदये गए समीकरण के दोनɉ प¢ɉ को 16 स ेभाग करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है, 

मानक समीकरण  , से तलुना करन ेपर हम पात ेहɇ ͩक

a = 4,  b = 1और  

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं (0,   ) हɇ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (0,  4) हɇ।

उ×कɅ ġता    

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई .

उदाहरण 15   नाͧभया ँ(0,  3) और शीषɟ (0, 
 

) वाल ेअǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  Èयाेंͩ क नाͧभया ँy-अ¢ पर हɇ, इसͧलए अǓतपरवलय का समीकरण  के Ǿप मɅ है।

Èयाेंͩ क शीष[  (0,     ), इसͧलए   a =  

और नाͧभया ँ (0,  3); c = 3  और b2 = c2 – a2 =  .

इसͧलए, अǓतपरवलय का समीकरण है

      = 1, अथा[त ्100 y2
 
 –  44 x2 = 275.
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उदाहरण 16 उस अǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ नाͧभया ँ (0, 12) और नाͧभलबं 

जीवा कȧ लबंाई 36 है।

हल  Èयाेंͩ क नाͧभया ँ(0,  12), है इसͧलए c = 12. 

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई = , b2 = 18a

इसͧलए 
  
c2 = a2 + b2;  से

    144 = a2 + 18a

अथा[त ्  a2 + 18a – 144 = 0,

    a = – 24, 6.

Èयɉͩक a ऋणा×मक नहȣं हो सकता है, इसͧलए हम  a = 6 लेत ेहɇ और b2 = 108.

अतः अभीçट अǓतपरवलय का समीकरण 

है, अथा[त ्3y2 – x2 = 108 

Ĥæनावलȣ 11.4

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 स े6 तक Ĥ×येक मɅ, अǓतपरवलयɉ के शीषɟ, नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं, उ×कɅ ġता 
और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः

 1.   2.   3. 9y2 – 4x2 = 36

 4. 16x2 – 9y2 = 576 5. 5y2 – 9x2 = 36 6. 49y2 – 16x2 = 784.

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 स े15 तक Ĥ×येक मɅ, Ǒदए गए ĤǓतबधंɉ को सतुंçट करत ेहुए अǓतपरवलय 
का समीकरण £ात कȧिजएः

 7.  शीष[ ( 2, 0),  नाͧभया ँ( 3, 0) 8. शीष[  (0,   5),   नाͧभया ँ (0,  8)

 9.  शीष[  (0,   3),  नाͧभया ँ (0,  5) 

 10.   नाͧभया ँ( 5, 0), अनĤुèथ अ¢ कȧ लबंाई 8 है।

  11.   नाͧभया ँ (0, 13), सयंÊुमी अ¢ कȧ लबंाई 24 है।
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 12.  नाͧभया ँ ( 3 , 0), नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 8 है।

 13.   नाͧभया ँ( 4, 0), नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 12 है।

 14.   शीष[  ( 7,0),  e =  
3

4 .

 15.   नाͧभया ँ (0,  ), हɇ तथा (2,3) स ेहोकर जाता है।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 17  एक परवलयाकार परावत[क कȧ नाͧ भ, इसके शीष[ कɅ ġ स े5 सेमी कȧ दरूȣ पर है जसैा ͩक आकृǓत 
11.33 मɅ दशा[या गया है। यǑद परावत[क 45 सेमी गहरा है, तो आकृǓत 11.33 मɅ दरूȣ AB £ात कȧिजए
(आकृǓत 11.33)।

हल   Èयɉͩक नाͧभ कȧ कɅ ġ शीष[ स ेदरूȣ 5 सेमी है, हम a 

= 5 सेमी पात ेहɇ। यǑद शीष[ मूल ǒबदं ुऔर दप[ण कȧ अ¢, 
x-अ¢ के धन भाग के अनǑुदश हो तो परवलयाकार पǐरÍछेद 
का समीकरण
 y2 = 4 (5) x = 20 x है।
यǑद x = 45 तो हम पात ेहɇ
 y2 = 900

इसͧलए y = 30

अतः AB = 2y = 2 × 30 = 60 सेमी

उदाहरण 18 एक दंड के ͧसरे, 12 मीटर दरू रख ेआधारɉ पर 
Ǒटके हɇ। चूँͩक दंड का भार कɅ ġ पर कɅ Ǒġत होने स ेदंड मɅ 
कɅ ġ पर 3 सेमी का झुकाव आ जाता है और झकुा हुआ दंड एक परवलयाकार है। कɅ ġ स ेͩकतनी 
दरूȣ पर झकुाव 1 सेमी है?

हल  मान लȣिजए शीष[ Ǔनàनतम ǒबदं ुपर और अ¢ उÚवा[धर है। माना Ǔनदȶशा¢ं, आकृǓत 11.34 
के अनसुार दशा[ए गए हɇ।

परवलय का समीकरण x2 = 4ay जसैा है। चूँͩक यह , स ेगज़ुरता है इसͧलए हमɅ 

  (6)2 = 4a , अथा[त ् a =  = 300 मी ĤाÜत है।

आकृǓत 11.33
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अब दंड मɅ झकुाव AB, मी है। B के Ǔनदȶशाकं (x, ) हɇ।

इसͧलए   x2 = 4 × 300 ×  = 24

  x =  =  मी

उदाहरण 19 15 सेमी लबंी एक छड़ AB दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के बीच मɅ इस Ĥकार रखी गई है ͩक 
उसका एक ͧसरा A, x-अ¢ पर और दसूरा ͧसरा B, y-अ¢ पर रहता है छड़ पर एक ǒबदं ुP(x, 

y) इस Ĥकार ͧलया गया है ͩक AP = 6 समेी हɇ Ǒदखाइए ͩक P का ǒबदंपुथ एक दȣघ[वƣृ है।

हल  मान लȣिजए  छड़ AB, OX के साथ  कोण बनाती है जसैा ͩक आकृǓत 11.35 मɅ Ǒदखाया 
गया है। AB पर ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक AP = 6 सेमी है।
Èयɉͩक AB = 15 समेी,  इसͧलए
  PB = 9 सेमी
P स ेPQ और PR Đमशः y-अ¢ और x-अ¢ पर लबं डाͧलए।

    PBR से, cos  = 

   PRA से, sin  = 

Èयɉͩक  cos2  + sin2  = 1

अतः   

आकृǓत  11.34

आकृǓत  11.35
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या    

अतः P का ǒबदंपुथ एक दȣघ[वƣृ है। 

अÚयाय 11 पर आधाǐरत ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. यǑद एक परवलयाकार परावत[क का åयास 20 सेमी और गहराई 5 समेी है। नाͧभ £ात कȧिजए।
 2. एक महेराब परवलय के आकार का है और इसका अ¢ ऊÚवा[धर है। मेहराव 10 मीटर ऊँचा 

है और आधार मɅ 5 मीटर चौड़ा है यह, परवलय के दो मीटर कȧ दरूȣ पर शीष[ से ͩकतना 
चौड़ा होगा?

 3. एक सव[सम भारȣ झलूते पलु कȧ केǒबल (cable)परवलय के Ǿप मɅ लटकȧ हुई है। सड़क पथ जो 
¢Ǔैतज है 100 मीटर लबंा है तथा केǒबल स ेजड़ु ेऊÚवा[धर तारɉ पर Ǒटका हुआ है, िजसमɅ 
सबसे लबंा तार 30 मीटर और सबसे छोटा तार 6 मीटर है। मÚय स े18 मीटर दरू सड़क 
पथ से जड़ु ेसमथ[क (supporting) तार कȧ लबंाई £ात कȧिजए। 

 4. एक महेराव अध[-दȣघ[वƣृाकार Ǿप का है। यह 8 मीटर चौड़ा और कɅ ġ से 2 मीटर ऊँचा है। एक 
ͧसरे स े1.5 मीटर दरू ǒबदं ुपर मेहराव कȧ ऊँचाई £ात कȧिजए।

 5. एक 12 सेमी लबंी छड़ इस Ĥकार चलती है ͩ क इसके ͧ सरे Ǔनदȶशा¢ंो को èपश[ करत ेहɇ। छड़ 
के ǒबदं ुP का ǒबदंपुथ £ात कȧिजए जो x-अ¢ के सपंक[  वाले ͧसरे स े3 समेी दरू है।

 6. ǒğभजु का ¢ğेफल £ात कȧिजए जो परवलय x2 = 12y के शीष[ को इसकȧ नाͧभलबं जीवा के 
ͧसरɉ को ͧमलाने वालȣ रेखाओ ंस ेबना है।  

 7. एक åयिÈत दौड़पथ पर दौड़त ेहुए ेअंͩ कत करता है ͩक उससे दो झडंा चौͩकयɉ कȧ दǐूरयɉ 
का योग सदैव 10 मीटर रहता है। और झडंा चौͩकयɉ के बीच कȧ दरूȣ 8 मीटर है। åयिÈत 
ɮवारा बनाए पथ का समीकरण £ात कȧिजए।

 8. परवलय y2 = 4 ax, के अतंग[त एक समबाहु ǒğभजु है िजसका एक शीष[ परवलय का शीष[ है। 
ǒğभजु कȧ भजुा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

साराशं

इस अÚयाय मɅ Ǔनàनͧलͨखत सकंãपनाओ ंएव ंåयापकताओ ंका अÚययन ͩकया है।
 एक वƣृ, तल के उन ǒबदंओु ंका समुÍचय है जो तल के एक िèथर ǒबदं ुस ेसमान दरूȣ 

पर होत ेहɇ।
 कɅ ġ (h, k) तथा ǒğÏया r के वƣृ का समीकरण (x – h)2 + (y – k)2 = r2 है।
 एक परवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है जो एक Ǔनिæचत सरल रेखा 

और तल के एक Ǔनिæचत ǒबदं ुस ेसमान दरूȣ पर हɇ।
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 नाͧभ (a, 0), a > 0 और Ǔनयता x = – a वाल ेपरवलय का समीकरण y2 = 4ax है।
 परवलय कȧ नाͧभ स ेजाने वालȣ और परवलय के अ¢ के लबंवत रेखाखडं िजसके अ×ंय 

ǒबदं ुपरवलय पर हɉ, को परवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।
 परवलय y2 = 4ax के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 4a है।
 एक दȣघ[वƣृ तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर ǒबदंओु ंसे 

दरूȣ का योग अचर होता है।

 x-अ¢ पर नाͧभ वाले दȣघ[वƣृ का समीकरण   है।

 दȣघ[वƣृ कȧ ͩकसी भी नाͧभ से जान ेवालȣ और दȣघ[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं, िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुदȣघ[वƣृ पर हɉ, को दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।

 दȣघ[वƣृ   के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  है।

 दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता, दȣघवृ[ƣ के कɅ ġ स े नाͧभ और कɅ ġ से शीष[ कȧ दǐूरयɉ का 
अनपुात है।

 एक अǓतपरवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदरूȣ का अतंर अचर होता है।

 x-अ¢ पर नाͧभ वाले अǓतपरवलय का समीकरण है।

 अǓतपǐरवलय कȧ ͩकसी भी नाͧभ से जान ेवालȣ और अनĤुèथ पर लबंवत रेखाखडं 
िजसके अ×ंय ǒबदं ुअǓतपरवलय पर हɉ, को अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।

 अǓतपरवलय  के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई है।

 अǓतपरवलय कȧ उ×कɅ ġता, अǓतपरवलय के कɅ ġ स ेनाͧभ और कɅ ġ स ेशीष[ कȧ दǐूरयɉ 
का अनपुात है।
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

ÏयाͧमǓत गͨणत कȧ सबसे Ĥाचीन शाखाअɅ मɅ से एक है। यनूान के ÏयाͧमǓतͪवदɉ ने अनके वĐɉ 
के गणुधमɟ का अÛवषेण ͩकया िजनकȧ सɮैधाǓंतक और åयावहाǐरक महƣा है। Euclid ने लगभग 
300 ई.प.ू ÏयाͧमǓत पर अपना भाçय ͧलखा। वह सव[Ĥथम åयिÈत थ ेिजÛहोनɅ भौǓतक ͬचतंन 
ɮवारा सुझाए गए Ǔनिæचत अͧभĒहȣǓतयɉ के आधार पर Ïयाͧमतीय ͬचğɉ  को सगंǑठत ͩकया। 
Ïयाͧ मǓत, िजसका Ĥारंभ भारǓतयɉ और यनूाǓनयɉ न ेͩकया, उसके अÚययन मɅ उÛहɉने बीजगͨणत कȧ 
ͪवͬधयɉ के अनुĤयोग को आवæयक नहȣ ंबताया। ÏयाͧमǓत ͪवषय कȧ एकȧकरण पहँुच जो 
Euclid, न ेǑदया तथा जो सãुवसूğɉ से ĤाÜत थी इ×याǑद न ेदȣ, लगभग 1300 वषɟ तक 
चलती रहȣ ं200 ई. पू. मɅ Apollonius न ेएक पèुतक, ‘The Conic’ ͧ लखी जो अनके मह×वपूण[ 
अÛवषेणɉ के साथ शकुं पǐरÍछेदɉ के बारे मɅ थी और 18 शतािÞदयɉ तक बजेोड़ रहȣ।

Rene Descartes (1596-1650 A.D.) के नाम पर आधǓुनक वæेलेͪषक ÏयाͧमǓत को कातȸय 
(Cartesian) कहा जाता है िजसकȧ साथ[कता La Geometry नाम स े1637 ई. मɅ Ĥकाͧशत हुई। 
परंत ुवæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के मलूभतू ͧसɮधातं और ͪवͬधयɉ को पहले हȣ Peirre de Farmat 

(1601-1665 ई.) ने अÛवेͪ षत कर ͧलया था। दभुा[Êयवश, Fermates का ͪवषय पर भाçय, Ad 

Locus Planos et So LIDOS Isagoge - ‘Introduction to Plane and Solid Loci’  केवल उनकȧ 
म×ृय ुके बाद 1679 ई. मɅ Ĥकाͧशत हुआ था। इसͧलए Descartes कȧ वैæलेͪषक ÏयाͧमǓत 
को अɮͪवतीय अÛवषेक का Įेय ͧमला।

 Isaac Barrow  ने कातȸय ͪवͬधयɉ के Ĥयोग को Ǔतरèकृत ͩकया। Ûयटून ने वĐɉ के 
समीकरण £ात करने के ͧलए अ£ात गणुाकंो कȧ ͪवͬध का Ĥयोग ͩकया। उÛहɉन ेअनेक 
Ĥकार के Ǔनदȶशाकंɉ, Ģुवीय (Polar) और ɮͪवĢुवीय (bipolar) का Ĥयोग ͩकया।  

Leibnitz न े‘भजु’ (abcissa), ‘कोǑट’ (ordinate) और Ǔनदȶशाकं पदɉ (Coordinate), का 
Ĥयोग  ͩकया। L.Hospital (लगभग 1700 ई.) ने वæैलेͪ षक ÏयाͧमǓत पर एक मह×वपूण[ 
पाɫय पèुतक ͧलखी।

Clairaut (1729 ई.) न ेसव[Ĥथम दरूȣ सूğ को Ǒदया। यɮयͪप यह शɮुध Ǿप मेे ंथा 
उÛहɉने रैͨखक समीकरण का अतंःखडं Ǿप भी Ǒदया। Cramer (1750 ई.) ने औपचाǐरक Ǿप 
से दो Ǔनदȶशा¢ɉ को Ĥयोग करके वƣृ का समीकरण (y – a)2 + (b – x)2 = r Ǒदया। उÛहɉन ेउस 
समय मɅ वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत का सवȾƣम Ĥèतुतीकरण Ǒदया। Monge (1781ई.) ने आधǓुनक 
ǒबदं ुĤवणता के Ǿप मɅ रेखा का समीकरण Ǔनàन Ĥकार से Ǒदया। 

y – y = a (x – x)

तथा दो रेखाओ ंके लबंवत होन ेका ĤǓतबधं  aa + 1 = 0 Ǒदया।
S.F. Lacroix  (1765-1843 ई.) Ĥͧसɮध पाɫय पुèतक लेखक थ,े लेͩकन उनका वæैलेͪषक 
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ÏयाͧमǓत मɅ योगदान कहȣं कहȣं ͧमलता है। उÛहɉने रेखा के समीकरण का दो ǒबदं ुǾप 

और (, ) से y = ax + b पर लबं कȧ लबंाई  बताया। उÛहोनɅ दो रेखाओ ंके 

मÚयèथ कोण का सğू tan    भी Ǒदया। यह वाèतव मɅ आæचय[जनक है ͩक 

वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के अÛवषेण के बाद इन मलूभतू आवæयक सूğɉ को £ात करने के ͧलए 

150 वषɟ स ेअͬधक इंतज़ार करना पड़ा। 1818 ई. मɅ C. Lame, एक ͧसͪवल इजंीǓनयर, न े

दो ǒबदंपुथɉ E = 0 और E= 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे जान ेवाले वĐ mE + mE = 0 को बताया। 

ͪव£ान एव ंगͨणत दोनɉ मɅ अनके मह×वपूण[ अÛवषेण शकुं पǐरÍछेदɉ स ेसबंंͬ धत हɇ। 

यनूाǓनयɉ ͪ वशषेकर Archimedes (287–212 ई.प.ू) और Apollonius (200 ई.प.ू) ने शकुं पǐरÍछेदɉ 

का अÚययन ͩकया। आजकल ये वĐ मह×वपूण[ उपĐम हɇ, िजससे बाéय अतंǐर¢ और 

परमाण ुकणɉ के åयवहार से सबंंͬ धत अÛवषेणɉ के ɮवारा अनके रहèयɉ का उɮघाटन हुआ है।

——
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Mathematics is both the queen and the hand-maiden of 
all sciences – E.T. BELL

12.1 भूͧमका (Introduction)

हम जानते हɇ, ͩक ͩकसी तल मɅ िèथत एक ǒबदं ुकȧ िèथǓत 
Ǔनधा[रण के ͧ लए हमɅ उस तल मɅ दो परèपर लबं एव ंĤǓतÍछेǑदत 
रेखाओ ंसे लांǒबक दǐूरयɉ कȧ आवæयकता होती है। इन रेखाओ ं
को Ǔनदȶशां¢ और उन दो लाǒंबक दǐूरयɉ को अ¢ोें के साप¢े 
उस ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (coordinate)  कहते हɇ। वाèतͪवक जीवन 
मɅ हमारा केवल एक तल मɅ िèथत ǒबदंओुं से हȣ सबंधं नहȣं रह 
जाता है। उदाहरणतः अतंǐर¢ मɅ फɅ के गए एक गɅद कȧ ͪवͧभÛन 
समय मɅ िèथǓत अथवा एक èथान से दसूरे èथान तक जाने के 
दौरान वायुयान कȧ एक ͪवͧशçट समय मɅ िèथǓत आǑद, को भी जान
ने कȧ आवæयकता प\ड़ती है।

इसी Ĥकार एक कमरे कȧ छत से लटकते हुए एक ͪवɮयुत 
बãब कȧ Ǔनचलȣ नोक अथवा छत के पंखे कȧ नोक कȧ िèथǓत 
का Ǔनधा[रण करने के ͧ लए हमɅ उन ǒबदंओुं कȧ दो परèपर लबं दȣवारɉ से दǐूरयाँ माğ हȣ पया[Üत 
नहȣं है बिãक उस ǒबदं ुकȧ, कमरे के फश[ से ऊँचाई, कȧ भी आवæयकता प\ड़ती है। अतः हमɅ 
केवल दो नहȣं बिãक तीन परèपर लाǒंबक तलɉ से लंबवत ्दǐूरयɉ को ǓनǾͪपत करने के ͧलए 
तीन सÉंयाओं कȧ आवæयकता होती है, जो ǒबदं ुकȧ दो परèपर लबं दȣवारɉ से दǐूरयाँ, तथा उस 
कमरे के फश[ से ऊँचाई को åयÈत करती हɇ। कमरे कȧ परèपर लंब दȣवारɉ तथा उस ¢ैǓतज 
का फश[ तीन परèपर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तल हɇ। इन परèपर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तलɉ 
से लबं दǐूरयɉ को åयÈत करने वालȣ तीन सÉंयाए ँउस ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं तलɉ के सापे¢ 
Ǔनदȶशाकं कहलाते हɇ। इस Ĥकार अंतǐर¢ (space) मɅ िèथत एक ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं होते हɇ। 
इस अÚयाय मɅ हम ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ ÏयाͧमǓत कȧ मूलभतू सकंãपनाओ ंका अÚययन करɅगे।

Leonhard Euler
 (1707-1783 A.D.)

ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत का पǐरचय
(Introduction to Three Dimensional Geometry)

अÚयाय
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12.2  ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ Ǔनदȶशां¢ और Ǔनदȶशांक-तल (Coordinate Axes and Coordinate 
Planes in Three Dimensional Space)
ǒबदं ुO पर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तीन परèपर लंब 
तलɉ कȧ कãपना कȧिजए (आकृǓत 12.1)। ये तीनɉ 
तल रेखाओ ंX'OX, Y'OY और Z'OZ पर ĤǓतÍछेǑदत 
करते हɇ िजÛहɅ Đमशः  x-अ¢, y-अ¢ और z-अ¢ 
कहत ेहɇ। हम èपçटतः देखते हɇ ͩक ये तीनɉ रेखाएँ 
परèपर लबं हɇ। इÛहɅ हम समकोͨणक Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय 
कहत े हɇ। XOY, YOZ और ZOX, तलɉ को Đमशः 
XY-तल, YZ-तल, तथा ZX-तल, कहते हɇ। ये तीनɉ 
तल Ǔनदȶशांक तल कहलाते हɇ।

हम कागज के तल को XOY तल लेत े हɇ। 
और Z'OZ रेखा को तल XOY पर लंबवत लेते हɇ। 
यǑद कागज के तल को ¢ैǓतजतः रखɅ तो Z'OZ 
रेखा ऊÚवा[रतः होती है। XY-तल से OZ कȧ Ǒदशा 
मɅ ऊपर कȧ ओर नापी गई दǐूरयाँ धना×मक और OZ' कȧ Ǒदशा मɅ नीच ेकȧ ओर नापी गई 
दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। ठȤक उसी Ĥकार ZX-तल के दाǑहने OY Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ 
धना×मक और ZX तल के बाएँ OY' कȧ Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। YZ-
तल के सàमुख OX Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ धना×मक तथा इसके पीछे OX' कȧ Ǒदशा मɅ 
नापी गई दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। ǒबदं ुO को Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय का मूल ǒबदं ुकहत ेहɇ। तीन 
Ǔनदȶशाकं तल अतंǐर¢ को आठ भागɉ मɅ बांटते हɇ, इन अçटाशɉ के नाम XOYZ, X'OYZ, 
X'OY'Z, XOY'Z, XOYZ', X'OY'Z', X'OY'Z' और XOY'Z' हɇ। और िजÛहɅ Đमशः I, II, III, ...., 
VIII ɮवारा Ĥदͧश[त करते हɇ।

12.3  अंतǐर¢ मɅ एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (Coordinates of a Point in Space)

अंतǐर¢ मɅ Ǔनिæचत Ǔनदȶशां¢ɉ, Ǔनदȶशांक तलɉ और मूल ǒबदं ुसǑहत Ǔनदȶशा¢ं Ǔनकाय के चयन 
के पæचात ् ्Ǒदए ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं (x , y, z) को £ात करने कȧ ͪवͬध तथा ͪवलोमतः तीन 
संÉयाओं के ǒğǑदक (Triplet) Ǒदए जाने पर अतंǐर¢ मɅ 
संगत ǒबदं ु(x, y, z) के Ǔनधा[रण करने कȧ ͪवͬध कȧ अब 
हम ͪवèतार से åयाÉया करते हɇ। 

अंतǐर¢ मɅ Ǒदए गए ǒबदं ुP से XY-तल पर PM लंब 
खींचते हɇ िजसका पाद M है (आकृǓत 12.2)। तब M से 
x–अ¢ पर ML लंब खींͬ चए, जो उससे L पर ͧमलता 
है। मान लȣिजए OL=x, LM = y और PM = z तब (x,
y, z) ǒबदं ु P के Ǔनदȶशांक कहलाते हɇ। इसमɅ x,y, z 

को Đमशः ǒबदं ु P के x-Ǔनदȶशांक, y-Ǔनदȶशांक, तथा 
z-Ǔनदȶशांक कहते हɇ। आकृǓत 12.2 मɅ हम देखते हɇ ͩक ǒबदं ु

आकृǓत  12.1

आकृǓत 12.2
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P(x,y, z) अçटाशं XOYZ मɅ िèथत है, अतः x,y  और z सभी धना×मक हɇ।

यǑद P ͩकसी अÛय अçटाशं मɅ हो तो x, yऔर z के ͬचéन तदनुसार पǐरवǓत[त हो जाते हɇ। इस 

Ĥकार अतंǐर¢ मɅ िèथत ͩ कसी ǒबदं ुP कȧ संगतता 

वाèतͪवक सÉंयाओं के Đͧमत ǒğǑदक (x,y, z) से 

ͩकया जाता है।

ͪवलोमतः, ͩकसी ǒğǑदक (x, y, z) के 

Ǒदए जाने पर हम xके संगत x-अ¢ पर ǒबदं ु

L Ǔनधा[ǐरत करते हɇ। पुनःXY-तल मɅ ǒबदं ु M 

Ǔनधा[ǐरत करते हɇ, जहा ँइसके Ǔनदȶशांक (x, y) हɇ। 

Úयान दȣिजए ͩक LM या तो x-अ¢ पर लंब है 

अथवा y-अ¢ के समातंर है। ǒबदं ुM पर पहँुचने के पæचात ् ्हम XY-तल पर MP लंब खीचंते 

हɇ, इसपर ǒबदं ुP को z के संगत Ǔनधा[रण करत ेहɇ। इस Ĥकार Ǔनधा[ǐरत ǒबदं ुP के Ǔनदȶशांक 

(x,y, z) हɇ। अतः अतंǐर¢ मɅ िèथत ǒबदंओुं कȧ वाèतͪवक संÉयाओं के Đͧमत ǒğǑदक 

(x,y, z) स ेसदैव एकेक-संगतता रखत ेहɇ। 

ͪवकãपतः, अतंǐर¢ मɅ िèथत ǒबदं ुP से हम Ǔनदȶशाकं तलɉ के समांतर तीन तल खीचंते 
हɇ, जो x-अ¢, y-अ¢ और z-अ¢ को Đमशः A, B तथा C ǒबदंओुं पर ĤǓतÍछेǑदत करते हɇ 
(आकृǓत 12.3)। यǑद OA=x, OB=y तथा OC=z हो तो ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं x,y  और z होते 
हɇ और इसे हम P(x,y, z,) के Ǿप मɅ ͧलखते हɇ। ͪवलोमतः x,y और z के Ǒदए जाने पर हम 
Ǔनदȶशा¢ंɉ पर ǒबदं ुA, B तथा C Ǔनधा[ǐरत करते हɇ। ǒबदं ुA, B तथा C से हम Đमशः YZ-तल, 
ZX-तल तथा XY-तल के समांतर तीन तल खीचंते हɇ। इन तीनɉ तलɉ को ADPF, BDPE तथा 
CEPF का ĤǓतÍछेदन ǒबदं ुèपçटतः P है, जो Đͧमत-ǒğǑदक (x,y z) के संगत है।

हम देखते हɇ ͩक यǑद अंतǐर¢ मɅ कोई ǒबदं ुP (x, y, z) है, तो YZ, ZX तथा XY तलɉ स ेलबंवत ्

दǐूरयाँ Đमशः x, y तथा z हɇ।

ǑटÜपणी  ǒबदं ु Oௗके Ǔनदȶशांक (0, 0, 0) हɇ। x-अ¢ पर िèथत ͩकसी ǒबदं ु के Ǔनदȶशांक 

(x, 0, 0) और YZ तल मɅ िèथत ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (0, y, z) होते हɇ।

ǑटÜपणी  एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकंɉ के ͬ चéन उस अçटाशं को Ǔनधा[ǐरत करते हɇ िजसमɅ ǒबदं ुिèथत 

होता है। Ǔनàनͧलͨखत सारणी आठɉ अçटाशंɉ मɅ Ǔनदȶशाकंɉ के ͬचéन दशा[ती है।

आकृǓत 12.3
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सारणी 12.1

उदाहरण 1 आकृǓत 12.3 मɅ, यǑद P के Ǔनदȶशाकं (2, 4, 5) हɇ तो F के Ǔनदȶशांक £ात कȧिजए।
हल  ǒबदं ुF के ͧलए OY के अनुǑदश नापी गयी दरूȣ शूÛय है। अतः F के Ǔनदȶशांक (2, 0, 5) हɇ।
उदाहरण 2 वे अçटाशं £ात कȧिजए िजसमɅ ǒबदं ु(-3, 1, 2) और (-3, 1, -2) िèथत हɇ।
हल सारणी 12.1 से, ǒबदं ु(-3, 1, 2) दसूरे अçटाशं मɅ तथा ǒबदं ु(-3, 1, -2) छठे अçटांश मɅ 
िèथत हɇ।

Ĥæनावलȣ 12.1 

 1. एक ǒबदं ुx–अ¢ पर िèथत है। इसके y-Ǔनदȶशाकं तथा z-Ǔनदȶशाकं Èया हɇ?

 2. एक ǒबदं ुXZ–तल मɅ है। इसके y-Ǔनदȶशाकं के बारे मɅ आप Èया कह सकते हɇ?

 3. उन अçटाशंɉ के नाम बताइए, िजनमɅ Ǔनàनͧलͨखत ǒबदं ुिèथत हɇ।

  (1, 2, 3), (4, –2, 3), (4, –2, –5), (4, 2, –5), (– 4, 2, –5), (– 4, 2, 5), (–3, –1, 6) (–2, – 4, –7)

 4. ǐरÈत èथान कȧ पूǓत [ कȧिजएः

 (i) x-अ¢ और y-अ¢ दोनɉ एक साथ ͧमल कर एक तल बनाते हɇ, उस तल को   

_______ कहते हɇ।

 (ii) XY-तल मɅ एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक _______ Ǿप के होते हɇ।

 (iii) Ǔनदȶशांक तल अतंǐर¢ को _______ अçटाशं मɅ ͪवभािजत करते हɇ।

12.4 दो ǒबदंओुं के बीच कȧ दरूȣ (Distance between Two Points)

ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशांक Ǔनकाय मɅ हमने दो ǒबदंओुं के बीच कȧ दरूȣ का अÚययन कर चुके हɇ। 

आइए अब हम अपने अÚययन का ͪवèतार ǒğͪवमीय Ǔनकाय के ͧलए करते हɇ।

मान लȣिजए, समकोͨणक अ¢ OX, OY तथा OZ के सापे¢ दो ǒबदं ुP(x
1
, y

1
, z

1
) तथा 

Q (x
2
, y

2
, z

2
) हɇ। 

   I II III IV V VI VII VIII

 x + – – + + – – +

 y + + – – + + – –

 z + + + + – – – –

अçट
ांश

Ǔनदȶश
ांक
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P तथा Q ǒबदंओुं से Ǔनदȶशांक तलɉ के 

समांतर तल खींͬ चए,िजससे हमɅ एेसा घनाभ 
ͧमलता है िजसका ͪवकण[ PQ है (देͨखए 
आकृǓत 12.4)

Èयɉͩक PAQ एक समकोण है अतः
PAQ मɅ,

PQ2 = PA2 + AQ2  ... (1)

 पुनः Èयɉͩक ANQ = एक समकोण, 
इसͧलए ANQ मɅ,
 AQ2 = AN2 + NQ2  ... (2)

 (1) और (2) स ेहमɅ ĤाÜत होता है, ͩक
PQ2 = PA2 + AN2 + NQ2

अब,   PA = y
2
 – y

1
, AN = x

2
 – x

1
 और NQ = z

2 
– z

1

इस Ĥकार, PQ2 = (x
2
 – x

1
)2 + (y

2
 – y

1
)2 + (z

2
 – z

1
)2

अतः PQ = 

यह दो ǒबदंओुं P(x
1
, y

1
, z

1
) और Q(x

2
, y

2
, z

2
) के बीच कȧ दरूȣ PQ के ͧलए सूğ है।

ͪवशेषतः यǑद x
1
 = y

1
 = z

1
 = 0, अथा[त ्ǒबदं ुP, मूल ǒबदं ुO हो तो 

 OQ = , 

िजससे हमɅ मूल ǒबदं ुOௗऔर ͩकसी ǒबदं ुQௗ(x
2
, y

2
, z

2
) के बीच कȧ दरूȣ ĤाÜत होती है।

उदाहरण 3 ǒबदंओुं P (1, -3, 4) और Q (-4, 1, 2) के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए।

हल  PQ ǒबदंओुं P (1,–3, 4) और Q (– 4, 1, 2) के बीच कȧ दरूȣ है।

 PQ  = 

  =   

  =    इकाई

आकृǓत 12.4

0

0
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उदाहरण 4 दशा[इए ͩक P (–2, 3, 5), Q (1, 2, 3) और R (7, 0, –1) सरेंख हɇ।

हल  हम जानते हɇ ͩक संरेख ǒबदं,ु एक हȣ रेखा पर िèथत होते हɇ।

यहा ँ PQ = 

 QR = 

और  PR = 

इस Ĥकार PQ + QR = PR

अतः ǒबदं ुP, Q और R संरेख हɇ। 

उदाहरण 5 Èया ǒबदं ुA (3, 6, 9), B (10, 20, 30) और C (25, – 41, 5) एक समकोण ǒğभुज के 
शीष[ हɇ?

हल दरूȣ-सूğ से हमɅ ĤाÜत होता है ͩक
 AB2 = (10 – 3)2 + (20 – 6)2 + (30 – 9)2

 = 49 + 196 + 441 = 686

 BC2 = (25 – 10)2 + (– 41 – 20)2 + (5 – 30)2

 = 225 + 3721 + 625 = 4571

 CA2 = (3 – 25)2 + (6 + 41)2 + (9 – 5)2

 = 484 + 2209 + 16 = 2709

हम पाते हɇ ͩक CA2 + AB2  BC2

अतः ABC एक समकोण ǒğभुज नहȣं है।

उदाहरण 6 दो ǒबदंओुं A तथा B के Ǔनदȶशाकं Đमशः (3, 4, 5) और (-1, 3, -7) हɇ। गǓतशील 
ǒबदं ुP के पथ का समीकरण £ात कȧिजए, जबͩक PA2 + PB2 = 2k2. 

हल माना गǓतशील ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं (x, y, z) हɇ।
अब PA2  = (x – 3)2 + (y – 4)2 + ( z – 5)2

 PB2  = (x + 1)2 + (y – 3)2 + (z + 7)2

Ǒदए गए ĤǓतबÛध के अनुसार, PA2 + PB2 = 2k2, हमɅ ĤाÜत होता हैः
 (x – 3)2 + (y – 4)2 + (z – 5)2 + (x + 1)2 + (y

 
– 3)2 + (z + 7)2 = 2k2

या 2x2 + 2y2 + 2z2 – 4x – 14y + 4z = 2k2 – 109.
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Ĥæनावलȣ 12.2

 1. Ǔनàनͧलͨखत ǒबदं-ुयुÊमɉ के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजएः 
 (i) (2, 3, 5) और (4, 3, 1) (ii) (–3, 7, 2) और (2, 4, –1)

 (iii) (–1, 3, – 4) और (1, –3, 4) (iv) (2, –1, 3) और (–2, 1, 3)

 2. दशा[इए ͩक ǒबदं ु(-2, 3, 5) (1, 2, 3) और (7, 0, -1) सरेंख हɇ।
 3. Ǔनàनͧलͨखत को स×याͪपत कȧिजएः 
 (i) (0, 7, –10), (1, 6, – 6) और (4, 9, – 6) एक समɮͪवबाहु ǒğभुज के शीष[ हɇ।

 (ii) (0, 7, 10), (–1, 6, 6) और (– 4, 9, 6) एक समकोण ǒğभुज के शीष[ हɇ।

 (iii) (–1, 2, 1), (1, –2, 5), (4, –7, 8) और (2, –3, 

4) एक समातंर चतुभु[ज के शीष[ हɇ।

 4. एेसे ǒबदंुओं के समुÍचय का समीकरण 
£ात कȧिजए जो ǒबदंु (1, 2, 3) और 
(3, 2, -1) से समदरूèथ हɇ।

 5. ǒबदंुओं Pௗसे बने समुÍचय का समीकरण £ात 
कȧिजए िजनकȧ ǒबदंओुं  A (4, 0, 0) और B 
(-4, 0, 0) से दǐूरयɉ का योगफल 10 है।

12.5  ͪवभाजन सूğ (Section Formula)

èमरण कȧिजए ɮͪवͪवमीय ÏयाͧमǓत मɅ हमने सीखा 
है ͩ क ͩ कस Ĥकार समकोͨणक कातȸय Ǔनकाय मɅ एक 
रेखा खडं को Ǒदए अनुपात मɅ अतंः ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात करते हɇ। अब 
हम इस संकãपना का ͪवèतार ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के ͧलए करत ेहɇ।

मान लȣिजए अतंǐर¢ मɅ दो ǒबदं ुP(x
1
, y

1
, z

1
) व Q (x

2
, y

2
, z

2
) हɇ। माना R (x, y, z) रेखा 

खंड PQ को m : n अनुपात मɅ अंतः ͪवभािजत करता है। XY-तल पर PL, QM और RN लंब 
खींͬचए। èपçटतः PL 11 QM 11 RN हɇ तथा इन तीन लबंɉ के पाद XY–तल मɅ िèथत हɇ ǒबदं ु
L, M और N  उस रेखा पर िèथत हɇ जो उस तल और XY-तल के ĤǓतÍछेदन से बनती है। 
ǒबदं ुR  से रेखा LM के समांतर रेखा ST खींͬचए। ST रेखा खीचंे गए लंब के तल मɅ िèथत 
है तथा रेखा LP (ͪवèताǐरत) को S और MQ को T पर ĤǓतÍछेǑदत करती है। जसैा आकृǓत 
12.5 मɅ Ĥदͧश[त है।

आकृǓत 12.5
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èपçटतः चतु[भुज LNRS और NMTR समांतर चतु[भुज हɇ। ǒğभजुɉ PSR और QTR èपçटतः 

समǾप हɇ। इसͧलए

  = 
1

2

PR SP SL PL NR–PL

QR QT QM TM QM–NR

z z

z z


   

 

इस Ĥकार   z = 

ठȤक इसी Ĥकार XZ-तल और YZ-तल पर लंब खीचंने पर हमɅ ĤाÜत होता है,

nm

nxmx
x

nm

nymy
y








 1212 and  और 

अतः ǒबदं ुR जो ǒबदं ुP (x
1
, y

1
, z

1
) और Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 

m : n के अनपुात मɅ अतंः ͪवभािजत करता है, के Ǔनदȶशाकं हɇ,


















nm

nzmz

nm

nymy

nm

nxmx 121212 ,,

यǑद ǒबदं ुR, रेखा खंड PQ को m : n अनुपात मɅ बाéय ͪवभािजत करता हो तो इसके 

Ǔनदȶशाकं उपयु[Èत सूğ मɅ n को -n से ͪवèथाͪपत करके ĤाÜत ͩकए जाते हɇ। इस Ĥकार R के 

Ǔनदȶशाकं हɉगɅ,

















nm

nzmz

nm

nymy

nm

nxmx 121212 ,,

िèथǓत 1 मÚय-ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं यǑद R, रेखाखंड PQ का मÚय-ǒबदं ुहै तो m : n = 1:1 रखने पर 

x = = और z =

ये P (x
1
, y

1
, z

1
) और Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वालȣ रेखा खडं के मÚय-ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं हɇ।

िèथǓत 2 रेखा खंड PQ को k : 1 के अनुपात मɅ अतंः ͪ वभािजत करने वाले ǒबदं ुR के Ǔनदȶशांक 

 रखन ेपर ĤाÜत ͩकए जा सकते हɇः


















k

zkz

k

yky

k

xxk

1
,

1
,

1
121212

यह पǐरणाम Ĥायः दो ǒबदंओुं को ͧमलाने वालȣ रेखा पर åयापक ǒबदं ुसबंधंी Ĥæनɉ के हल 
करन ेमɅ ĤयुÈत होता है।
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उदाहरण 7 ǒबदंओुं (1, -2, 3) और (3, 4, -5) को ͧमलाने से बने रेखा खडं को अनुपात 2ः3 
मɅ (i) अतंः (ii) बाéय ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

हल (i) मान लȣिजए P (x, y, z), A (1, –2, 3) और B(3, 4, –5) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 
अंतः 2ः3 मɅ ͪवभÈत करता है। 
इसͧलए, , , और 

अतः अभीçट ǒबदं ु  है।

 (ii) मान लȣिजए P (x, y, z), A (1, –2, 3) और B(3, 4, –5) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 
बाéय अनुपात 2 : 3 मɅ बाéय ͪवभÈत करता है। 

इसͧलए, ,3
)3(2

)1)(3()3(2





x  14
)3(2

)2)(3()4(2





y

और   
19

)3(2

)3)(3()5(2





z
     

अतः अभीçट ǒबदं ु(–3, –14, 19). है।

उदाहरण 8 ͪवभाजन सूğ का Ĥयोग करके ͧसɮध कȧिजए ͩक ǒबदं ु(-4, 6, 10),  (2, 4, 6) और 
(14, 0, –2) संरेख हɇ।

हल मान लȣिजए A (– 4, 6, 10), B (2, 4, 6) और C(14, 0, – 2) Ǒदए गए ǒबदं ुहɇ। मान लȣिजए 
ǒबदं ुP, AB को k : 1 मɅ ͪवभािजत करता है। तो P के Ǔनदȶशांक हɇः

आइये अब हम जाचँ करɅ ͩक k के ͩकसी मान के ͧलए ǒबदं ुP, ǒबदं ुC के संपाती हɇ।

   रखने पर ĤाÜत होता है 

जब   हो तो 
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और   

इसͧलए C (14, 0, –2) वह ǒबदं ुहै जो AB को 3 : 2 अनुपात मɅ बाéय ͪवभÈत करता है और 
वहȣ P है। अतः A, B व C संरेख है।

उदाहरण 9 ǒğभुज िजसके शीष[ (x
1
, y

1
, z

1
), (x

2
, y

2
, z

2
) तथा (x

3
, y

3
, z

3
) हɇ। इसके कɅ ġक 

(Centroid) के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए ABC एक ǒğभुज है िजसके शीष[ A, B, C के Ǔनदȶशाकं Đमशः (x
1
, y

1
, z

1
), 

(x
2
, y

2
, z

2
) तथा (x

3
, y

3
, z

3
), हɇ।

मान लȣिजए BC का मÚय-ǒबदं ुD है। इसͧलए D के Ǔनदेशांक हɇः

माना ǒğभुज का कɅ ġक G है जो मिÚयका AD को अतं 2 : 1 मɅ ͪवभाजन करता है। इसͧलए 
G  के Ǔनदȶशाकं हɇः

या  

उदाहरण 10 ǒबदंओुं (4, 8, 10) और (6, 10, -8) को ͧमलाने वाले रेखा खंड, YZ-तल ɮवारा 
िजस अनुपात मɅ ͪवभÈत होता है, उसे £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए YZ-तल ǒबदं ुP(x, y, z) पर, A (4, 8, 10) और B (6, 10, –8)  को ͧमलाने वाला 
रेखा खंड को k :1 मɅ ͪवभÈत करता है। तो ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं हɇ;

Èयɉͩक P, YZ-तल पर िèथत है इसͧलए इसका x-Ǔनदȶशाकं शूÛय है। 
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अतः  

या  
इसͧलए  YZ-तल  AB को 2 : 3 के अनुपात मɅ बाéय ͪवभािजत करता है।

Ĥæनावलȣ 12.3

 1. ǒबदंओुं (-2, 3, 5) और (1, -4, 6) को ͧमलाने से बने रेखा खडं को अनुपात  (i) 2ः3 मɅ 
अंतः (ii) 2ः 3 मɅ बाéयतः ͪवभािजत करन ेवाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

 2. Ǒदया गया है ͩक ǒबदं ुP(3, 2, -4), Q(5, 4, -6) और R(9, 8, -10) सरेंख हɇ। वह अनुपात 
£ात कȧिजए िजसमɅ Q, PR को ͪवभािजत करता है।

 3. ǒबदंओुं (-2, 4, 7) और (3, -5, 8) को ͧमलाने वालȣ रेखा खंड, YZ-तल ɮवारा िजस 
अनुपात मɅ ͪवभÈत होता है, उसे £ात कȧिजए।

 4. ͪवभाजन सूğ का Ĥयोग करके Ǒदखाइए ͩक ǒबदं ुA(2, -3, 4), B(-1, 2, 1) तथा 

 सरेंख हɇ।

5. P(4, 2, -6) और Q(10, -16, 6) के ͧमलाने वालȣ रेखा खंड PQ को सम ǒğ-भािजत करने 
वाले ǒबदंओुं के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 11 दशा[इए ͩक ǒबदं ुA (1, 2, 3), B (–1, –2, –1), C (2, 3, 2) और D (4, 7, 6) एक 
समांतर चतुभु[ज के शीष[ हɇ परंतु यह एक आयत नहȣं है।
हल यह दशा[ने के ͧलए ͩक ABCD एक समातंर चतुभु[ज है, हमɅ सàमुख भुजाओं को समान 
Ǒदखाने कȧ आवæयकता है।
 AB =  = = 6

 BC =  =  = 

 CD =  = 

 DA =  = 

Èयɉͩक AB = CD और BC = AD, इसͧलए ABCD एक समातंर चतुभु[ज है।
अब यह ͧसɮध करने के ͧलए ͩक ABCD आयत नहȣं है, हमɅ Ǒदखाना है ͩक इसके ͪवकण[  
AC और BD समान नहȣं हɇ, हम पाते हɇ ः
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 AC =  

 BD = .

Èयɉͩक AC  BD । अतः ABCD एक आयत नहȣं है।
ǑटÜपणी  ͪवकण[ AC तथा BD परèपर समɮͪवभािजत करते हɇ, के गुण का Ĥयोग करके 
भी ABCD को समातंर चतुभु[ज ͧसɮध ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 12 ǒबदं ुP से बने समुÍचय का समीकरण £ात कȧिजए जो इस Ĥकार चलता है ͩक 
उसकȧ ǒबदंओु ंA(3, 4, -5) व B(-2, 1, 4) से दरूȣ समान है।
हल कोई ǒबदं ुP (x, y, z) इस Ĥकार है ͩक PA = PB

 अतः  

या  

या  10 + 6y – 18z – 29 = 0.

उदाहरण 13 एक ǒğभुज ABC का कɅ ġक (1, 1, 1) है। यǑद A और B के Ǔनदȶशांक Đमशः 
(3, –5, 7) व (–1, 7, –6) हɇ। ǒबदं ुC के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।
हल माना C के Ǔनदȶशांक (x, y, z) है और कɅ ġक Gௗके Ǔनदȶशांक (1, 1, 1) Ǒदए हɇ।

इसͧलए , या x = 1 

   ,  या y = 1 

 
  , या  z = 2.    

अतः C के Ǔनदȶशाकं (1, 1, 2) हɇ।
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अÚयाय 12 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. समातंर चतभुु[ज के तीन शीष[ A(3, -1, 2) B(1, 2, -4) व C(-1, 1, 2) है। चौथ ेशीष[ 
D के Ǔनदȶशांक £ात कȧिजए।

 2. एक ǒğभुज ABC के शीषɟ के Ǔनदȶशांक Đमशः A(0, 0, 6) B(0, 4, 0) तथा 
C(6, 0, 0) हɇ। ǒğभुज कȧ मािÚयकाओ ंकȧ लबंाई £ात कȧिजए।

 3. यǑद ǒğभुज PQR का कɅ ġक मूल ǒबदं ुहै और शीष[ P(2a, 2, 6), Q(-4, 3b -10) और R(8, 
14, 2c) हɇ तो a, b और c का मान £ात कȧिजए।

 4. y-अ¢ पर उस ǒबदं ु के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए िजसकȧ ǒबदं ु P(3, -2, 5) से दरूȣ 
5  है।

 5. P(2, -3, 4) और Q(8, 0, 10) को ͧमलाने वालȣ रेखाखडं पर िèथत एक ǒबदं ुR का 
x-Ǔनदȶशांक 4 है। ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

(संकेत मान लȣिजए R, PQ को k : 1 मɅ ͪवभािजत करता है। ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं 

  हɇ।)

 6. यǑद ǒबदं ुA और B Đमशः (3, 4, 5) तथा (-1, 3, -7) हɇ। चर ǒबदं ुP ɮवारा Ǔनͧम[त 
समुÍचय से संबͬधत समीकरण £ात कȧिजए, जहाँ PA2 + PB2 = k2 जहाँ k अचर है।

सारांश

 ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के समकोͨणक कातȸय Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय मɅ Ǔनदȶशां¢ तीन परèपर 
लंबवत ्रेखाएँ होती हɇ।

 Ǔनदȶशा¢ंɉ के युÊम, तीन तल Ǔनधा[ǐरत करते हɇ िजÛहɅ Ǔनदȶशां¢ तल XY-तल, YZ-
तल व ZX-तल कहते हɇ।

 तीन Ǔनदȶशा¢ं तल अतंǐर¢ को आठ भागɉ मɅ बाँटते हɇ िजÛहɅ अçटांश कहत ेहɇ। 
 ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत मɅ ͩकसी ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकंɉ को सदैव एक ǒğǑदक (x, y, z) के 

Ǿप मɅ ͧलखा जाता है। यहा ँx, YZ-तल से, y, ZX तल से व z, XY तल से दरूȣ है।
 (i) x-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक (x, 0, 0) हɇ।
 (ii) y-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक (0, y, 0) हɇ।
 (iii) z-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (0, 0, z) हɇ।
 दो ǒबदंओु ं P(x

1
, y

1
, z

1
) तथा Q (x

2
, y

2
, z

2
) के बीच का दरूȣ सूğ हैः
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 दो ǒबदंओुं P (x
1
 y

1
 z

1
) तथा Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को m : n अनुपात 

मɅ अतंः और बाéयः ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं Đमशः 
 

  हɇ।

 दो ǒबदंओुं P(x
1
, y

1
, z

1
) और Q(x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड PQ के मÚय-ǒबदं ु

के Ǔनदȶशाकं हɇः 
    

 एक ǒğभजु िजसके शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (x
1
, y

1
, z

1
),  (x

2
, y

2
, z

2
) और (x

3
, y

3
, z

3
) हɇ, के 

कɅ ġक के Ǔनदȶशाकं हैः 

 .

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

1637 ई॰ मɅ वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के जनक Rene' Descartes (1596—1650 A.D.) ने तलȣय 
ÏयाͧमǓत के ¢ेğ मɅ उãलेखनीय काय[ ͩकया, इनके सहआͪवçकारक Piarre Fermat 

(1601—1665 A.D.) और La Hire (1640—1718 A.D.) ने भी इस ¢ेğ मɅ काय[ ͩकया। 
यɮयͪप इन लोगɉ के कायɟ मɅ ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के सबंधं मɅ सुझाव है, परंतु ͪवशद 
ͪववेचन नहȣं है। Descartes को ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ ǒबदं ुके Ǔनदȶशांको के ͪवषय मɅ 
जानकारȣ थी परंतु उÛहɉने इसे ͪवकͧसत नहȣं ͩकया।

1715 ई॰ मɅ J. Bernoulli (1667—1748 A.D.) ने Leibnitz को ͧलखे पğ मɅ तीन 
Ǔनदȶशांक तलɉ का पǐरचय उãलेͨखत है िजस ेहम आज Ĥयोग कर रहे हɇ।

सव[Ĥथम सन 1700 ई॰ मɅ ĥɅ च एेकेडमी को Ĥèतुत ͩकए गए Antoinne Parent 

(1666—1716 A.D.) के लेख मɅ वैæलेͪषक ठोस ÏयाͧमǓत के ͪवषय मɅ ͪवèततृ ͪववचेन है।
L. Euler, (1707—1783 A.D.) ने सन ्1748 मɅ Ĥकाͧशत अपनी पुèतक ‘ÏयाͧमǓत 

का पǐरचय’ के दसूरे खडं के पǐरͧशçट के 5वɅ अÚयाय मɅ ǒğͪवमीय Ǔनदȶशांक ÏयाͧमǓत 
का सुåयविèथत एवं Đमबɮध वण[न Ĥèतुत ͩकया।

उÛनीसवीं शताÞदȣ के मÚय के बाद हȣ ÏयाͧमǓत का तीन से अͬधक आयामɉ 
मɅ ͪवèतार ͩकया गया, िजसका सवȾƣम Ĥयोग Einstein के सापे¢वाद के ͧसɮधांत मɅ 
èथान-समय अनुĐमण (Space-Time Continuum) मɅ ġçटåय है।

——
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With the Calculus as a key, Mathematics can be successfully applied to the explanation of 

the course of Nature – WHITEHEAD 

13.1   भ ्ाूͧमका (Introduction)

यह अÚयाय कलन कȧ एक भूͧ मका है। कलन गͨणत कȧ वह शाखा 
है िजसमɅ मÉुयतः Ĥातं मɅ ǒबदंओु ंके पǐरवत[न स ेफलन के मान मɅ 
होन ेवाले पǐरवत[न का अÚययन ͩकया जाता है। पहल ेहम अवकलज 
का (वाèतͪवक Ǿप से पǐरभाͪषत ͩकए ǒबना) सहजानभुतू बोध 
(Intuitive idea) करात ेहɇ। तदेपरातं हम सीमा कȧ सहज पǐरभाषा दɅगे 
और सीमा के बीजगͨणत का कुछ अÚययन करɅगे। इसके बाद हम 
अवकलज कȧ पǐरभाषा करन ेके ͧलए वापस आएगेँ और अवकलज 
के बीजगͨणत का कुछ अÚययन करɅग।े हम कुछ ͪवशषे मानक 
फलनɉ के अवकलज भी ĤाÜत करɅगे।

13.2  अवकलजɉ का सहजानभुतू बोध 

(Intuitive Idea of Derivatives)

भौǓतक Ĥयोगɉ न ेअनमुोǑदत ͩ कया है ͩ क ͪपडं एक खड़ी/ऊँची चɪटान स ेͬ गरकर t सेकंडɉ मɅ  4.9t2 

मीटर दरूȣ तय करता है अथा[त ्ͪ पडं ɮवारा मीटर मɅ तय कȧ गई दरूȣ (s)  सकंेडɉ मɅ माप ेगए समय 
(t) के एक फलन के Ǿप मɅ s = 4.9t2 से दȣ गई है।
 सलंÊन सारणी 13.1 मɅ एक खड़ी/ऊँची चɪटान से ͬ गराए गए एक ͪ पडं के सेकंडɉ मɅ ͪ वͧभÛन 
समय (t) पर मीटर मɅ तय कȧ दरूȣ (s) दȣ गई है।
 इन आकँड़ɉ स ेसमय t = 2 सकंेड पर ͪपडं का वगे £ात करना हȣ उɮदेæय है। इस समèया 
तक पहँुचन ेके ͧलए t = 2 सेकंड पर समाÜत होन ेबाले ͪवͪवध समयातंरालɉ पर माÚय वेग £ात 
करना एक ढंग है और आशा करत ेहɇ ͩक इसस ेt = 2 सकंेड पर वेग के बारे मɅ कुछ Ĥकाश पड़गेा।

अÚयाय 

सीमा और अवकलज 
(Limits and Derivatives)

Sir Issac Newton 
(1642-1727 A.D.)
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t = t
1
 और t = t

2  
के बीच माÚय वगे t = t

1
 और t = t

2
  सेकंडɉ के 

बीच तय कȧ गई दरूȣ को (t
2
– t

1
) स ेभाग देन ेपर ĤाÜत होता 

है। अतः Ĥथम 2 सकंेडɉ मɅ माÚय वगे 

 

 = 

 = 

इसी Ĥकार,  t = 1 और  t = 2 के बीच माÚय वगे
 

 = 

इसी Ĥकार ͪ वͪवध के ͧ लए t = t
1
 और t = 2 के बीच हम 

माÚय वगे का पǐरकलन करत ेहɇ। Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.2, 
t = t

1
 सेकंडɉ और t = 2 सेकंडɉ के बीच मीटर ĤǓत सकंेड मɅ 

माÚय वगे (v) देती है।
सारणी 13.2

 t
1
 0 1 1.5 1.8 1.9 1.95 1.99

 v 9.8 14.7 17.15 18.62 19.11 19.355 19.551

इस सारणी से हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक माÚय वगे धीरे-धीरे बढ़ रहा है। जसै-ेजसै ेt = 2 

पर समाÜत होन ेवाले समयातंरालɉको लघƣुर बनात ेजात ेहɇ हम देखत ेहɇ ͩक t = 2 पर हम वगे 
का एक बहुत अÍछा बोध कर पात ेहɇ। आशा करत ेहɇ ͩक 1.99 सेकंड और 2 सेकंड के बीच कुछ 
अĤ×याͧशत घटना न घटे तो हम Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ ͩक t = 2 सकंेड पर माÚय वेग 19.55 मी/
से स ेथोड़ा अͬधक है। 

इस Ǔनçकष[ को Ǔनàनͧलͨखत अͧभकलनɉ के समÍुचय से ͩ कंͬचत बल ͧ मलता है। t = 2 सेकंड 
से Ĥारंभ करत ेहुए ͪवͪवध समयातंरालɉ पर माÚय वगे का पǐरकलन कȧिजए। पूव[ कȧ भाँǓत t = 

2 सकंेड और t = t
2
 सकंेड के बीच माÚय वगे (v)

 = 

t s 

0 0 

1 4.9 

1.5 11.025 
1.8 15.876 
1.9 17.689 
1.95 18.63225 
2 19.6 

2.05 20.59225 
2.1 21.609 
2.2 23.716 
2.5 30.625

3 44.1 

4 78.4 

सारणी 13.1



300 गͨणत

 = 

 = 

Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.3, t = 2 सेकंडɉ और t
2
 सकंेड के बीच मीटर ĤǓत सेकंड मɅ माÚय 

वगे v देती हैः
सारणी 13.3 

 t
2
 4 3 2.5 2.2 2.1 2.05 2.01

 v 29.4 24.5 22.05 20.58 20.09 19.845 19.649

यहा ँपनुः हम Úयान देत ेहɇ ͩक यǑद हम t = 2, से Ĥारंभ करत ेहुए लघƣुर समयाÛतरालɉ को 
लेत ेजात ेहɇ तो हमɅ t = 2 पर वेग का अͬधक अÍछा बोध होता है।  

अͧभकलनɉ के Ĥथम समुÍचय मɅ हमन े t = 2 पर समाÜत होने वाले बढ़त ेसमयाÛतरालɉ मɅ 
माÚय वगे £ात ͩकया है और तब आशा कȧ है ͩक t = 2 से ͩकंͬचत पवू[ कुछ अĤ×याͧशत घटना 
न घटे। अͧभकलनɉ के ɮͪवतीय समÍुचय मɅ t = 2 पर अतं होने वाल ेघटत ेसमयातंरालोे ंमɅ माÚय 
वगे £ात ͩकया है और तब आशा कȧ है ͩक t = 2 के ͩकंͬचत बाद कुछ अĤ×याͧशत घटना न घटे। 
ͪवशɮुध Ǿप स ेभौǓतकȧय आधार पर माÚय वगे के ये दोनɉ अनुĐम एक समान सीमा पर पहँुचने 
चाǑहए हम Ǔनिæचत Ǿप से Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ ͩ क t = 2 पर ͪ पडं का वगे 19.551 मी/स ेऔर 19.649 

मी/से के बीच है। तकनीकȧ Ǿप से हम 
कह सकत ेहɇ ͩक t = 2 पर ता×काͧलक 
वगे 19.551 मी/से. और 19.649 मी/से. 
के बीच है। जसैा ͩक भलȣ Ĥकार £ात 
है ͩक वगे दरूȣ के पǐरवत[न कȧ दर है। 
अतः हमन ेजो ǓनçपाǑदत  ͩकया, वह 
Ǔनàनͧलͨखत है। "ͪवͪवध ¢ण पर दरूȣ मɅ 
पǐरवत[न कȧ दर का अनमुान लगाया है। 
हम कहत ेहɇ ͩक दरूȣ फलन s = 4.9t2 का 
t = 2 पर अवकलज 19.551 और 19.649 

के बीच मɅ है।" 
इस सीमा कȧ ĤͩĐया कȧ एक आकृǓत 13.1
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ͪवकãप ͪवͬध आकृǓत 13.1 मɅ दशा[ई गई है। यह बीत ेसमय (t) और चɪटान के ͧशखर स ेͪपडं 
कȧ दरूȣ (s) का आलेख है। जसेै-जसेै समयातंरालɉ के अनुĐम h

1
, h

2
, ..., कȧ सीमा शÛूय कȧ ओर 

अĒसर होती है वसेै हȣ माÚय वगेɉ के अĒसर होन ेकȧ वहȣ सीमा होती है जो 

के अनपुातɉ के अनुĐम कȧ होती है, जहा ँ  C
1
B

1
 = s

1
 – s

0
 वह दरूȣ है जो ͪपडं समयातंरालɉ

h
1
 = AC

1 
मɅ तय करता है, इ×याǑद। आकृǓत 13.1 स ेयह Ǔनçकष[ Ǔनकलना सुǓनिæचत है ͩक यह 

बाद कȧ अनĐुम वĐ के ǒबदं ुA पर èपश[रेखा के ढाल कȧ ओर अĒसर होती है। दसूरे शÞदɉ मɅ, 
t = 2 समय पर ͪपडं का ता×काͧलक वगे वĐ s = 4.9t2 के t = 2 पर èपशȸ के ढाल के समान है। 

13.3  सीमाए ँ(Limits)

उपयु[Èत ͪववचेन इस तØय कȧ ओर èपçटतया ǓनǑद[çट करता है ͩक हमɅ सीमा कȧ ĤͩĐया और 
अͬधक èपçट Ǿप से समझने कȧ आवæयकता है। हम सीमा कȧ सकंãपना स ेपǐरͬचत होन ेके 
ͧलए कुछ Ǻçटांतɉ (illustrations) का अÚययन करत ेहɇ।

फलन  f(x) = x2 पर ͪवचार कȧिजए। अवलोकन कȧिजए ͩक जसै-ेजसै े x को शÛूय के 

अͬधक Ǔनकट मान देत ेहɇ, f(x) का मान भी 0 कȧ ओर अĒसर होता जाता है। (देखɅ आकृǓत 2.10 

अÚयाय 2) हम कहत ेहै   

(इसे  f (x) कȧ सीमा शÛूय है, जब x शÛूय कȧ ओर अĒसर होता है, पढ़ा जाता है) f (x) कȧ सीमा, जब 
x शÛूय कȧ ओर अĒसर होता है, को एेसे समझा जाए जसेै x = 0 पर f (x) का मान होना चाǑहए। 

åयापक Ǿप स ेजब  x  a, f (x)  l, तब l को फलन f (x) कȧ सीमा कहा जाता है और इसे 

इस Ĥकार ͧलखा जाता है  .

फलन g(x) = |x|, x 0 पर ͪवचार कȧिजए। Úयान दȣिजए ͩक g(0) पǐरभाͪषत नहȣं है। x  के 

0 के अ×यͬधक Ǔनकट मानɉ के ͧलए g(x) के मान का पǐरकलन करन ेके ͧलए हम देखते हɇ ͩक 

g(x) का मान 0 कȧ ओर अĒसर करता है। इसͧलए  g(x) = 0. x 0 के ͧलए  y = |x| के आलखे 

से यह सहजता स ेèपçट होता है।  (देखɅ आकृǓत 2.13 अÚयाय 2) 

Ǔनàनͧलͨखत फलन पर ͪवचार कȧिजएः  .

x के 2 के अ×यͬधक Ǔनकट मानɉ (लेͩकन 2 नहȣं) के ͧलए  h(x) के मान का पǐरकलन 
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कȧिजए। आप èवय ंको èवीकार कराइए ͩ क सभी मान 
4 के Ǔनकट हɇ। यहा ँ(आकृǓत 13.2) मɅ Ǒदए फलन 
y = h(x) के आलेख पर ͪवचार करन ेस ेइसको ͩकंͬचत 
बल ͧमलता है। 

इन सभी Ǻçटातंɉ स ेएक Ǒदए मान x = a पर फलन 
के जो मान Ēहण कर न ेचाǑहए वे वाèतव मɅ इस पर 
आधाǐरत नहȣं हɇ ͩक x कैसे a कȧ ओर अĒसर होता 
है। Úयान दȣिजए ͩक x के सÉंया a कȧ ओर अĒसर 
होन ेके ͧलए या तो बाɃ ओर या दाɃ ओर है, अथा[त ्
x के Ǔनकट सभी मान या तो a स ेकम हो सकत ेहɇ 
या a स ेअͬधक हो सकत ेहɇ। इसस ेèवाभाͪवक Ǿप 
से दो सीमाए ँ- बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ 
सीमा Ĥेǐरत होती है। फलन f  के दाए ँप¢ कȧ सीमा 
f(x) का वह मान है जो f(x) के मान स ेआदेͧशत होता है जब x, a के दाɃ ओर अĒसर होता है। 
इसी Ĥकार बाए ँप¢ कȧ सीमा। इसके Ǻçटांत के ͧलए, फलन पर 
ͪवचार कȧिजए

आकृǓत 13.3 मɅ इस फलन का आलेख दशा[या गया है यह 
èपçट है ͩक 0 पर  f  का मान x  0 के ͧलए  f (x) के मान स ेपर 
Ǔनभ[र करता है जो ͩक 1 के समान है अथा[त ्शÛूय पर f (x) के 

बाए ँप¢ कȧ सीमा है। इसी Ĥकार 0 पर f  का मान 

x > 0 के ͧलए f (x) के मान पर Ǔनभ[र करता है, 2 है अथा[त ्0 

के दाए ँप¢ कȧ सीमा  है। इस िèथǓत मɅ बाएँ और 
दाए ँप¢ कȧ सीमाए ँͧ भÛन-ͧभÛन हɇ और अतः हम कह सकत ेहɇ ͩक जब x शÛूय कȧ ओर अĒसर 
होता है तब f (x) कȧ सीमा अिèत×वहȣन है। (भले हȣ फलन 0 पर पǐरभाͪषत है।)

साराशं

  हम कहत ेहɇ ͩक  f(x), x = a पर f (x)  का अपेͯ¢त (expected) मान हɇ, िजसने x के बाɃ ओर Ǔनकट मानɉ 

के ͧलए  f (x) को मान Ǒदए हɇ। इस मान को a पर f (x) कȧ बाए ँप¢ कȧ सीमा कहत ेहɇ। 

 हम कहत ेहɇ ͩक ,  x = a  पर  f (x) का अपेͯ¢त मान है िजसमɅ x के a के दाɃ ओर के Ǔनकट मानɉ 

आकृǓत  13.2

आकृǓत 13.3
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के ͧलए f(x) के मान Ǒदए हɇ। इस मान को a पर f (x) कȧ दाए ँप¢ कȧ सीमा कहत ेहɇ। 

 यǑद दाए ँऔर बाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती हɉ तो हम इस उभयǓनçठ मान को x = a पर  

f(x) कȧ सीमा कहत ेहɇ और इस े  f(x) स ेǓनǾͪपत करत ेहɇ।  

 यǑद दाए ँऔर बाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती नहȣ ंहɉ तो यह कहा जाता है ͩक x = a पर f(x) कȧ 
सीमा अिèत×वहȣन है।         

Ǻçटातं 1 (Illustration 1) फलन  f(x) = x + 10 पर ͪवचार कȧिजए। हम x = 5 पर फलन कȧ सीमा 
£ात करना चाहɅगे। आइए, हम 5 के अ×यतं Ǔनकट x के मानɉ के ͧलए f के मान का पǐरकलन 
करɅ। 5 के अ×यतं Ǔनकट बाɃ ओर कुछ ǒबदं ु4.9, 4.95, 4.994, 4.995... इ×याǑद हɇ। इन ǒबदंओुं 
पर f(x) के मान नीच ेसारणीबɮध हɇ। इसी Ĥकार, 5 के अ×यतं Ǔनकट और दाɃ ओर वाèतͪवक 
सÉंयाए ँ5.001, 5.01, 5.1 भी हɇ। इन ǒबदंओु ंपर भी फलन के मान सारणी 13.4 मɅ Ǒदए हɇ।

सारणी 13.4 

सारणी 13.4 से हम Ǔनगͧमत करत ेहɇ ͩक f(x) का मान 14.995 स ेबड़ा और 15.001 स ेछोटा है, 
यह कãपना करत ेहुए ͩक x = 4.995 और  5.001 के बीच कुछ अĤ×याͧशत घटना घǑटत न हो। 

यह कãपना करना तक[ सगंत है ͩक 5 के बाɃ  ओर कȧ सÉंयाओ ंके ͧलए x = 5 पर  f (x) का मान 

15 है अथा[त ्               

इसी Ĥकार, जब x, 5 के दाɃ ओर अĒसर होता है, f का मान 15 होना चाǑहए अथा[त ्

अतः यह सभंाåय है ͩक f  के बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ सीमा, दोनɉ 15 के 

बराबर हɇ। इस Ĥकार 

सीमा 15 के बराबर होन ेके बारे मɅ यह Ǔनçकष[ फलन के आलेख जो आकृǓत 2.9(ii) अÚयाय 2 
मɅ Ǒदया है, को देखकर ͩकंͬचत बल देता है। इस आकृǓत मɅ हम Úयान देत ेहɇ ͩक जसेै-जसै ेx, 
5 के या तो दाɃ ओर या बाɃ  ओर अĒसर हो, फलन f (x) = x + 10 का आलेख ǒबदं ु(5, 15) 

 x 4.9 4.95 4.99 4.995 5.001 5.01 5.1 

 f(x) 14.9 14.95 14.99 14.995 15.001 15.01 15.1
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कȧ ओर अĒसर होता जाता हɇ। हम देखते हɇ ͩक x = 5 पर भी फलन का मान 15 के बराबर
होता है।  

Ǻçटातं 2 फलन f(x) = x3 पर ͪवचार कȧिजए। आइए हम x = 1 पर इस फलन कȧ सीमा £ात करने 
का Ĥयास करɅ। पवू[वतȸ िèथǓत कȧ तरह बढ़त ेहुए हम x के 1 के Ǔनकट मानɉ के ͧलए f(x) के 
मानɉ को सारणीबɮध करत ेहɇ। इस ेसारणी 13.5 मɅ Ǒदया गया हैः 

सारणी  13.5

इस सारणी से हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक x = 1 पर  f का मान 0.997002999 से अͬधक और 

1.003003001 स ेकम है, यह कãपना करते हुए ͩ क x = 0.999 और 1.001. के बीच कुछ अĤ×याͧशत 

घटना घǑटत न हो। यह मानना तक[ सगंत है ͩक x = 1 का मान 1 के बाɃ ओर कȧ सÉंयाओ ंपर 

Ǔनभ[र करता है अथा[त ्

.

 इसी Ĥकार, जब x, 1 के दाɃ ओर अĒसर होता है, तो  f का मान 1 होना चाǑहए अथा[त ्

.

 अतः, यह सभंाåय है ͩक बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ सीमा दोनɉ 1 के बराबर 

हɉ। इस Ĥकार 

.

 सीमा 1 के बराबर होन ेका यह Ǔनçकष[ फलन के आलेख जो आकृǓत 2.11, अÚयाय 2 मɅ Ǒदया है, को 

देखकर ͩकंͬचत बल देता है। इस आकृǓत मɅ हम Úयान देत ेहɇ ͩक जसेै-जसेै x, 1 के या तो दाɃ ओर या बाɃ 

ओर अĒसर हो, फलन f(x) = x3 का आलखे ǒबदं ु(1, 1) कȧ ओर अĒसर होता जाता है।  

 हम पनुः अवलोकन करत ेहɇ ͩक x = 1 पर फलन का मान भी 1 के बराबर है। 

Ǻçटातं 3 फलन f(x) = 3x पर ͪवचार कȧिजए। आइए, x = 2 पर इस फलन कȧ सीमा £ात करन ेका 

Ĥयास करɅ। Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.6 èवतः èपçट करती है। 

 x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1 

 f(x) 0.729 0.970299 0.997002999 1.003003001 1.030301 1.331
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सारणी 13.6

 x 1.9 1.95 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

 f(x) 5.7 5.85 5.97 5.997 6.003 6.03 6.3

पूव[वत हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक  x या तो बाए ँया दाए ँ2 कȧ ओर अĒसर होता है,  f(x) 

का मान 6 कȧ ओर अĒसर होता हुआ Ĥतीत होता है। हम इसे, इस Ĥकार अͧभलेͨखत कर सकते
हɇ ͩक
            

आकृǓत 13.4 मɅ Ĥदͧश[त इसका आलखे इस तØय 
को बल देता है।

यहा ँपनुः हम Úयान देत ेहɇ ͩक x = 2 पर फलन का 
मान x = 2 पर सीमा के सपंाती है।

Ǻçटातं 4 अचर फलन f(x) = 3 पर ͪ वचार कȧिजए। आइए हम 
x = 2 पर इसकȧ सीमा £ात करन ेका Ĥयास करɅ। यह 
फलन अचर फलन होने के कारण सव[ğ एक हȣ मान 
(इस िèथǓत मɅ 3) ĤाÜत करता है अथा[त ् 2 के अ×यतं 

Ǔनकट ǒबदंओु ंके ͧलए इसका मान 3 है। अतः  

f(x) = 3 का आलेख हर हालत मɅ (0, 3) स ेजान ेवालȣ x-अ¢ के समातंर रेखा है और 
आकृǓत 2.9, अÚयाय 2 मɅ दशा[या गया है। इससे यह भी èपçट है ͩक अभीçट सीमा 3 है तØयतः 

यह सरलता से अवलोͩकत होता है ͩक ͩकसी वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए  

Ǻçटातं 5 फलन  f(x) = x2 + x पर ͪवचार कȧिजए। हम £ात करना चाहत े हɇ। हम 
x = 1 के Ǔनकट f(x) के मान सारणी 13.7 मɅ सारणीबɮध करत ेहɇः   

सारणी 13.7

 x 0.9 0.99 0.999 1.01 1.1 1.2

 f(x) 1.71 1.9701 1.997001 2.0301 2.31 2.64

आकृǓत  13.4
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इससे यह तक[ सगंत Ǔनगͧमत होता है ͩक

.

आकृǓत 13.5 मɅ दशा[ए f(x) = x2 + x  के 

आलेख स ेयह èपçट है ͩक जसै-ेजसेै x, 1  कȧ 
ओर अĒसर होता है, आलेख (1, 2) कȧ ओर 

अĒसर होता जाता है।

 अतः हम पुनः Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक 

   f (x) = f (1)  

 अब, Ǔनàनͧलͨखत तीन तØयɉ को आप èवय ंको èवीकार कराएँ

  

तब  .

तथा   .

Ǻçटातं 6 फलन f(x) = sin x पर ͪवचार कȧिजए। हमारȣ  मɅ ǽͬच है जहा ँकोण रेͫडयन 

मɅ मापा गया है। यहा,ँ हमन े  के Ǔनकट f(x) के मानɉ (Ǔनकटतम) को सारणीबɮध ͩकया है। 

सारणी 13.8

 x     

 f(x) 0.9950 0.9999 0.9999 0.9950

इससे हम Ǔनगमन कर सकत ेहɇ ͩक  

 इसके अǓतǐरÈत, यह  f(x) = sin x के आलेख से पçुट होता है जो आकृǓत 3.8 अÚयाय 3 मɅ 

Ǒदया है। इस िèथǓत मɅ भी हम देखत ेहɇ ͩक  sin x = 1.

आकृǓत 13.5
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Ǻçटातं 7 फलन  f(x) = x + cos x पर ͪवचार कȧिजए। हम f (x) £ात करना चाहत ेहɇ।  

 यहाँ हमने 0 के Ǔनकट f(x) के मान (Ǔनकटतम) सारणीबɮध ͩकए हɇः (सारणी 13.9).

सारणी 13.9

सारणी 13.9, से हम Ǔनगमन कर सकत ेहɇ ͩक

   

 इस िèथǓत मɅ भी हम Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक f (x) = f (0) = 1.

 अब, Èया आप èवय ंको èवीकार करा सकत ेहɇ ͩक 

   वाèतव मɅ स×य है?

Ǻçटातं 8  के ͧलए, फलन  पर ͪवचार कȧिजए। हम f (x) £ात करना 

चाहत ेहɇ। 
 यहाँ, हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक फलन का Ĥातं सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ। 
अतः जब हम f(x) के मान सारणीबɮध करत ेहɇ, x शÛूय के बाɃ ओर अĒसर होता है, का कोई 
अथ[ नहȣं है। नीच ेहम 0 के Ǔनकट x के धना×मक मानɉ के ͧलए फलन के मानɉ को सारणीबɮध 
करत ेहɇ (इस सारणी मɅ n ͩकसी धन पूणाɍक को ǓनǾͪपत करता है। 
 नीच ेदȣ गई सारणी 13.10 से, हम देखत ेहɇ ͩक जब x, 0 कȧ ओर अĒसर होता है, f(x) 
बड़ा और बड़ा होता जाता है। यहा ँइसका अथ[ है ͩक, f(x) का मान ͩकसी दȣ सÉंया स ेभी बड़ा 
ͩकया जा सकता है।

सारणी 13.10

 x 1 0.1 0.01 10–n 

 f(x) 1 100 10000 102n 

गͨणतीय Ǿप से, हम कह सकत ेहɇ   

हम ǑटÜपणी भी करत ेहɇ ͩक इस पाɫयĐम मɅ हम इस Ĥकार कȧ सीमाओ ंकȧ चचा[ नहȣं करɅगे।

 x – 0.1 – 0.01 – 0.001 0.001 0.01 0.1

 f(x) 0.9850 0.98995 0.9989995 1.0009995 1.00995 1.0950
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Ǻçटातं 9 हम , £ात करना चाहत ेहɇ, जहाँ

  

  

पहले कȧ तरह हम 0 के Ǔनकट x के ͧलए  f(x) कȧ सारणी बनात ेहɇ। Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक x के 
ऋणा×मक मानɉ के ͧ लए हमɅ x – 2 का मान Ǔनकालन ेकȧ आवæयकता है और x के धना×मक मानɉ 
के ͧलए x + 2 का मान Ǔनकालन ेकȧ आवæयकता होती है।

सारणी 13.11 

सारणी 13.11 कȧ Ĥथम तीन Ĥͪविçटयɉ स,े हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक फलन का मान –2 

तक घट रहा है और
    

सारणी कȧ अǓंतम तीन Ĥͪविçटयɉ स,े हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक फलन का मान 2 तक बढ़ 
रहा है और अतः

Èयɉͩक 0 पर बाए ँऔर दाए ँप¢ɉ कȧ सीमाए ँसपंाती नहȣ ंहɇ, 
हम कहत ेहɇ ͩक 0 पर फलन कȧ सीमा अिèत×वहȣन है।

इस फलन का आलेख आकृǓत 13.6 मɅ Ǒदया है यहा,ँ हम 
ǑटÜपणी करत ेहɇ ͩक x = 0 पर फलन का मान पणू[तः पǐरभाͪषत है 
और, वाèतव मɅ, 0 के बराबर है, परंत ुx = 0 पर फलन कȧ सीमा 
पǐरभाͪषत भी नहȣं है। 

Ǻçटातं 10 एक अǓंतम Ǻçटांत के Ǿप मɅ, हम , £ात करते 

हɇ जबͩक   

    

 x – 0.1 – 0.01 – 0.001 0.001 0.01 0.1

 f(x) – 2.1 – 2.01 – 2.001 2.001 2.01 2.1

आकृǓत 13.6
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सारणी 13.12

 x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1

 f(x) 2.9 2.99 2.999 3.001 3.01 3.1

पहले कȧ तरह, 1 के Ǔनकट x के ͧ लए हम  f(x) के मानɉ को सारणीबɮध करत ेहɇ। 1 स ेकम 
x के ͧलए  f(x) मɅ मानɉ स,े यह Ĥतीत होता है ͩक x = 1 पर फलन का मान 3 होना चाǑहए अथा[त ्  

    

इसी Ĥकार, 1 से बड़ ेx के ͧलए  f(x) के मानɉ से 

आदेͧशत f(x) का मान 3 होना चाǑहए, अथा[त ्

    .

परंत ुतब बाए ँऔर दाए ँप¢ɉ कȧ सीमाए ँसपंाती हɇ 

और अतः      

          .

आकृǓत 13.7 मɅ फलन का आलेख सीमा के बारे मɅ 
हमारे Ǔनगमन को बल देता है। यहा,ँ हम Úयान देत ेहɇ ͩक åयापक Ǿप स,े एक Ǒदए ǒबदं ुपर 
फलन का मान और इसकȧ सीमा ͧभÛन-ͧभÛन हो सकते हɇ (भले हȣ दोनɉ पǐरभाͪषत हɉ।)

13.3.1  सीमाओ ं का बीजगͨणत (Algebra of limits) उपयु[Èत Ǻçटातंɉ से, हम अवलोकन कर 
चकेु हɇ ͩक सीमा ĤͩĐया योग, åयवकलन, गणुा और भाग का पालन करती है जब तक ͩक 
ͪवचाराधीन फलन और सीमाए ँसुपǐरभाͪषत हɇ। यह सयंोग नहȣ ंहै। वाèतव मɅ, हम इनको ǒबना 
उपपͪƣ के Ĥमेय के Ǿप मɅ औपचाǐरक Ǿप देत ेहɇ।

Ĥमेय 1 मान लȣिजए ͩ क f  और g दो फलन एसेे हɇ ͩ क  f (x) और  g(x) दोनɉ  का  अिèत×व 
है। तब

  (i) दो फलनɉ के योग कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका योग होता है, अथा[त ्

[f(x) + g (x)] =   f(x) +   g(x).

आकृǓत 13.7
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 (ii)  दो फलनɉ के अतंर कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका अतंर होता है, अथा[त ्

[f(x) – g(x)] =   f(x) –   g(x).

(iii)  दो फलनɉ के गणुन कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका गणुन होता है, अथा[त ्

 [f(x) . g(x)] =   f(x).   g(x).

(iv)  दो फलनɉ के भागफल कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका भागफल होता है, (जबͩक हर 

शÛूयेतर होता है), अथा[त ्

ǑटÜपणी  ͪवशषे Ǿप से िèथǓत (iii) कȧ एक ͪवͧशçट िèथǓत मɅ जब g(x) एक एेसा अचर फलन है 

ͩक ͩकसी वाèतͪवक सÉंया  के ͧलए g(x) =   हम पात ेहɇ 

     .

अगले दो अनÍुछेदɉ मɅ, हम Ǻçटांत दɅगे ͩक इस Ĥमेय को ͪवͧशçट Ĥकार के फलनɉ कȧ 
सीमाओ ंके मान ĤाÜत करन ेमɅ कैसे Ĥयोग ͩकया जाता है।

13.3.2  बहुपदɉ और पǐरमये फलनɉ कȧ सीमाए ँ(Limits of polynomials and rational functions) n 
घात का एक फलन f(x) बहुपदȣय फलन कहलाता है, यǑद f(x) = a

0
 + a

1
x + a

2
x2 +. . . + a

n
xn, जहाँ  

a
i
s एेसी वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ ͩक ͩकसी Ĥाकृत सÉंया n के ͧलए a

n
  0  

हम जानत ेहɇ ͩक x = a.  अतः

n पर आगमन का सरल अßयास हमको बताता है ͩक

अब, मान लȣिजए  एक बहुपदȣय फलन है। 

 Ĥ×येक को एक फलन जसैा ͪवचारत ेहुए, हम पात ेहɇ ͩक

= 
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  = 

  = 

  = 

  = 

(सǓुनिæचत करɅ ͩक आपन ेउपयु[Èत मɅ Ĥ×येक चरण का औͬच×य समझ ͧलया है।)

एक फलन  f  एक पǐरमये फलन कहलाता है यǑद f(x) = , जहा ँg(x) और h(x) एसेे 

बहुपद हɇ ͩक h(x)  0. तो

यɮयͪप, यǑद h(a) = 0, दो िèथǓतया ँहɇ – (i) जब g(a)  0 और (ii) जब  g(a) = 0. पवू[ कȧ 
िèथǓत मɅ हम कहत ेहɇ ͩक सीमा का अिèत×व नहȣं है। बाद कȧ िèथǓत मɅ हम  

g(x) = (x – a)k g
1 
(x), जहा ँk, g(x) मɅ (x – a) कȧ महƣम घात है। इसी Ĥकार 

h(x) = (x – a) lh
1
 (x) Èयɉͩक h (a) = 0. अब, यǑद k  l, हम पात ेहɇ

  =   

 = 

यǑद k < l, तो सीमा पǐरभाͪषत नहȣं है।

उदाहरण 1 सीमाए ँ£ात कȧिजएः  

 (i)   (ii)  

 (iii) . 

हल  अभीçट सभी सीमाए ँकुछ बहुपदȣय फलनɉ कȧ सीमाए ँहɇ। अतः सीमाए ँĤदƣ ǒबदंओु ंपर 
फलनɉ के मान हɇ। हम पात ेहɇ
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 (i)  [x3 – x2 + 1] = 13 – 12 + 1 = 1

 (ii) 

 (iii)  = 1 + (–1) + (–1)2 + ... + (–1)10

   = 1 – 1 + 1 + ... + 1 = 1.

उदाहरण 2 सीमाए ँ£ात कȧिजएः

 (i)  (ii)  

 (iii)  (iv) 

 (v) .

हल सभी ͪवचाराधीन फलन पǐरमये फलन हɇ। अतः, हम पहले Ĥदƣ ǒबदंओु ंपर इन फलनɉ के 

मान ĤाÜत करते हɇ। यǑद यह , के Ǿप का है, हम गणुनखडंɉ, जो सीमा के  का Ǿप होन ेका 

कारण है, को Ǔनरèत करत ेहुए फलनɉ को पुनः ͧलखते हɇ।

 (i) हम पात ेहɇ 

 (ii) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर हम इसे   का Ǿप मɅ पात ेहɇ। अतः

  =  =       Èयɉͩक x  2

 = .



     सीमा और अवकलज           313

 (iii) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर, हम इसे  के Ǿप मɅ पात ेहɇ, अतः

  =  

 = 

जोͩक पǐरभाͪषत नहȣं है।

 (iv) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर, हम इसे   के Ǿप मɅ पात ेहै। अतः

  = 

 = .

  (v) पहले हम फलन को पǐरमये फलन जसैा पनुः ͧलखत ेहɇ।

   =  

  = 

  = 

  = 
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1 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर हम  का Ǿप पात ेहɇ। अतः

   = 

  = 

  =  =  = 2.

हम ǑटÜपणी करत ेहɇ ͩक उपयु[Èत मान ĤाÜत करन ेमɅ हमन ेपद (x – 1) को Ǔनरèत ͩकया Èयɉͩक 
.

एक मह×वपणू[ सीमा का मान ĤाÜत करना, जो ͩक आगे पǐरणामɉ मɅ ĤयÈुत होगी, नीच े
एक Ĥमेय के Ǿप मɅ Ĥèतुत है।

Ĥमेय 2 ͩकसी धन पूणाɍक n के ͧलए,

     .

ǑटÜपणी  उपयु[Èत Ĥमये मɅ सीमा हेत ुåयजंक स×य है जबͩक n कोई पǐरमये सÉंया है और 

a धना×मक है।

उपपͪƣ (xn – an) को (x – a), से भाग देन ेपर, हम देखत ेहɇ ͩक

 xn – an = (x–a) (xn–1 + xn–2 a + xn–3 a2 + ... + x an–2 + an–1)

इस Ĥकार  (xn–1 + xn–2 a + xn–3 a2 + ... + x an–2 + an–1)

 = an – l + a an–2 +. . . + an–2 (a) +an–l 

 = an–1 + an – 1 +...+an–1 + an–1 (n पद)

 = 
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उदाहरण 3 मान £ात कȧिजए

 (i)      (ii) 

हल  (i) हमारे पास है 

 = 

 = 

 = 15 (1)14  10(1)9   (उपयु[Èत Ĥमेय स)े

 = 15  10  

 (ii)   y = 1 + x, िजससे  जसै े  तब

  = 

 = 

 =  (उपयु[Èत ǑटÜपणी से)  = 

13.4.  ǒğकोणͧमतीय फलनɉ कȧ सीमाए ँ(Limits of Trigonometric Functions) 

åयापक Ǿप स,े फलनɉ के बारे मɅ Ǔनàनͧलͨखत तØय 
(Ĥमयेɉ के Ǿप मɅ कहे गए) कुछ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 
कȧ सीमाओ ंका पǐरकलन करन ेमɅ सलुभ हो जात ेहɇ।

Ĥमेय 3 मान लȣिजए समान Ĥातं वाल ेदो वाèतͪवक 

मानीय फलन  f  और एेसे हɇ ͩक पǐरभाषा के Ĥातं 

मɅ सभी x के ͧलए f (x)  g( x) ͩकसी a के ͧलए यǑद 

 f(x) और  g(x) दोनɉ का अिèत×व है तो  
आकृǓत 13.8
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 f(x)   g(x) इस ेआकृǓत 13.8 मɅ ͬचğ स ेèपçट ͩकया गया है।

Ĥमये 4 सɇडͪवच Ĥमये (Sandwich Theorem) 

मान लȣिजए  f, g और h वाèतͪवक मानीय 
फलन एेसे हɇ ͩक पǐरभाषा के सव[Ǔनçठ Ĥातंɉ 
के सभी x के ͧलए f (x)  g( x)  h(x). ͩकसी 

वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए यǑद   f(x) = l 

=  h(x), त ो    g(x)  = l.  इ से 

आकृǓत 13.9 मɅ ͬचğ स ेèपçट ͩकया गया है।  
ǒğकोणͧमतीय फलनɉ से सबंंͬ धत Ǔनàनͧलͨखत मह×वपूण[ असͧमका कȧ एक सुदंर Ïयाͧमतीय 

उपपͪƣ नीच ेĤèततु हैः

 के ͧलए   (*)

उपपͪƣ  हम जानते हɇ ͩ क sin (– x) =  – sin x और cos( – x) = cos x. अतः  के ͧ लए असͧमका 

को ͧसɮध करने के ͧलए यह पया[Üत है। 

आकृǓत 13.10, मɅ एसेे इकाई वƣृ का कɅ ġ O है। कोण AOC, x रेͫडयन 

का है और 0 < x <  । रेखाखडं BA और CD, OA के लबंवत हɇ। इसके 

अǓतǐरÈत AC को ͧमलाया गया है। तब 

OAC का ¢ेğफल <  वƣृखडं ¢ğेफल < OAB का ¢ğेफल

अथा[त ् .

अथा[त ् CD < x . OA < AB. OCD मɅ 

sin x = (चँूͩक OC = OA) और अतः CD = OA sin x. इसके अǓतǐरÈत

tan x = और अतः  AB = OA tan x. इस Ĥकार

  OA sin x < OA x < OA. tan x.

आकृǓत 13.9

आकृǓत 13.10
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Èयɉͩक लबंाई OA धना×मक है, हम पात ेहɇ

sin x < x < tan x.

Èयɉͩक 0 < x < , sin x धना×मक है और इस Ĥकार sin x, से सभी को भाग देने पर, हम पात ेहɇ

1<   सभी का åय×ुĐम करने पर, हम पात ेहɇ

 उपपͪƣ पणू[ हुई।

Ĥमेय 5 Ǔनàनͧलͨखत दो मह×वपूण[ सीमाए ँहɇः

 (i)  (ii) 

उपपͪƣ (i) (*) मɅ असͧमका (Inequality) के अनुसार फलन , फलन cos x और अचर फलन 
िजसका मान 1 हो जाता है, के बीच मɅ िèथत है। 
 इसके अǓतǐरÈत Èयɉͩक  cos x = 1, हम देखत ेहɇ ͩ क Ĥमेय के (i) कȧ उपपͪƣ सɇडͪवच 
Ĥमेय स ेपणू[ है।

 (ii) को ͧसɮध करने के ͧलए, हम ǒğकोणͧमǓत सव[सͧमका 1 – cos x = 2 sin2 का Ĥयोग करते 

हɇ, तब  = 

 = 

अवलोकन कȧिजए ͩक हमन ेअèपçट Ǿप से इस तØय का Ĥयोग ͩकया है ͩक  ,  

के तãुय है। इसको y =  रखकर Ĥमाͨणत ͩकया जा सकता है।
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उदाहरण 4 मान £ात कȧिजएः      (i)    (ii) 

हल  (i)  = 

 = 

 = 

 = 2.1.1 = 2 (जब x  0, 4x  0 तथा 2x  0)

हमारे पास है  (ii)   =  =  = 1.1 = 1

एक सामाÛय Ǔनयम, िजसको सीमाओ ंका मान Ǔनकालत ेसमय Úयान मɅ रखने कȧ आवæयकता 
है, Ǔनàनͧलͨखत हैः

माना ͩक सीमा   का अिèत×व है और हम इसका मान £ात करना चाहत ेहɇ। 

पहले हम f (a)  और g(a) के मानɉ को जाचँɅ। यǑद दोनɉ शूÛय हɇ, तो हम देखत ेहɇ ͩक यǑद हम 
उस गणुनखडं को ĤाÜत कर सकत ेहɇ जो पद समाÜत होन ेका कारण है, अथा[त ्देखɅ यǑद हम 
f(x) = f

1
 (x) f

2
(x) ͧलख सकɅ  िजससे f

1
 (a) = 0 और f

2
 (a)  0 । इसी Ĥकार g(x) = g

1
 (x) g

2
(x),ͧलखते 

हɇ जहाँ   g
1
(a) = 0 और g

2
(a)  0. f(x) और g(x) मɅ स ेउभयǓनçठ गुणनखडं (यǑद सभंव है) तो 

Ǔनरèत कर देत ेहɇ और

   , जहा ँq(x)  0    ͧलखत ेहɇ ,

तब   
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Ĥæनावलȣ 13.1

Ĥæन 1 स े22 तक Ǔनàनͧलͨखत सीमाओ ंके मान ĤाÜत कȧिजएः

 1.  2.  3. 

 4.  5.  6.  

 7.   8.  9. 

 10.   11.

 12.   13.  14.  

 15.  16.  17. 

 18.   19.

 20.  , 

 21.  22.    

 23.    और , £ात कȧिजए, जहा ँ

 24.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 25.   , का मान ĤाÜत कȧिजए, जहा ँ
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 26.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 

 27.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 28.   मान लȣिजए  

   और यǑद f (x) = f (1) तो  a और b के सभंव मान Èया हɇ? 

29.  मान लȣिजए  a
1
, a

2
, . . ., a

n 
 अचर वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ और एक फलन 

  से पǐरभाͪषत है।  f (x) Èया है? 

 ͩकसी  a  a
1
, a

2
, ..., a

n
, के ͧलए  f (x) का पǐरकलन कȧिजए।

30.   यǑद  .

तो a के ͩकन मानɉ के ͧलए f (x) का अिèत×व है?

31.   यǑद फलन  f(x), , को सतंçुट करता है, तो का मान ĤाÜत 
कȧिजए।

32.  ͩकन पूणाɍकɉ m और n के ͧलए और दोनɉ का अिèत×व है, यǑद   
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13.5  अवकलज (Derivatives)

हम अनुÍछेद 13.2, मɅ देख चुके हɇ ͩक ͪवͪवध समयातंरालɉ पर ͪपडं कȧ िèथǓत को जानकर उस 
दर को £ात करना सभंव है िजसस ेͪपडं कȧ िèथǓत पǐरवǓत[त हो रहȣ है। समय के ͪवͪवध ¢णɉ 
पर एक Ǔनिæचत Ĥाचल (parameter) का जानना और उस दर को £ात करन ेका Ĥयास करना 
िजससे इसमɅ पǐरवत[न हो रहा है, अ×यतं åयापक ǽͬच का ͪवषय है। वाèतͪवक जीवन कȧ अनेक 
िèथǓतया ँहोती हɇ िजनमɅ एेसी ĤͩĐया काया[िÛवत करने कȧ आवæयकता होती है। उदाहरणतः 
एक टंकȧ के रख-रखाव करन ेवाले åयिÈत के ͧलए समय के अनके ¢णɉ पर पानी कȧ गहराई 
जानकर यह जानना आवæयक होता है ͩक टंकȧ कब छलकन ेलगगेी, ͪवͪवध समयɉ पर राकेट कȧ 
ऊँचाई जानकर राकेट व£ैाǓनकɉ को उस यथाथ[ वगे के पǐरकलन कȧ आवæयकता होती है िजससे 
उपĒह का राकेट स ेĤ¢पेण आवæयक हो। ͪवƣीय सèंथानɉ को ͩकसी ͪवशषे èटाक के वत[मान 
मãूय जानकर इसके मãूयɉ मɅ पǐरवत[न कȧ भͪवçयवाणी करनी आवæयक होती है। इनमɅ और 
एेसी अनेक अÛय िèथǓतयɉ मɅ यह जानना अभीçट होता है ͩक एक Ĥाचल मɅ दसूरे ͩकसी Ĥाचल 
के सापे¢ पǐरवत[न ͩकस Ĥकार होता है? पǐरभाषा के Ĥातं के Ĥदƣ ǒबदं ुपर फलन का अवकलज 
इस ͪवषय का मÉुय उɮदेæय है। 

पǐरभाषा 1  मान लȣिजए f एक वाèतͪवक मानीय फलन है और इसकȧ पǐरभाषा के Ĥातं मɅ एक 
ǒबदं ुa है। a पर f  का अवकलज 
     

से पǐरभाͪषत है बशतȶ ͩक इस सीमा का अिèत×व हो। a पर f(x) का अवकलज  f’ (a) स ेǓनǾͪपत 
होता है।

अवलोकन कȧिजए ͩक  f(a), a  पर x के सापे¢ पǐरवत[न का पǐरमाण बताता है।  

उदाहरण 5 x = 2 पर फलन  f(x) = 3x का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल  हम पात ेहɇ   = = 

  = .

अतः x = 2 पर फलन 3x का अवकलज 3 है।

उदाहरण 6   x =  –1 पर फलन f(x) = 2x2 + 3x – 5 का अवकलज £ात कȧिजए। यह भी ͧसɮध कȧिजए 
ͩक f (0) + 3f ( –1) = 0.
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हल  हम पहले x = 0 और x = –1 पर  f(x) का अवकलज £ात करत ेहɇ। हम पात ेहɇ ͩक

  = 

  = 

  = 

और      = 

  = 

  = 

èपçटतः  

ǑटÜपणी   इस िèथǓत मɅ Úयान दȣिजए ͩक एक ǒबदं ुपर अवकलज का मान ĤाÜत करन ेमɅ सीमा 
£ात करन ेके ͪवͪवध Ǔनयमɉ का Ĥभावकारȣ Ĥयोग सिàमͧलत है। Ǔनàनͧलͨखत इसको èपçट 
करता हैः

उदाहरण 7     x = 0 पर sin x का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल    मान लȣिजए f(x)  = sin x. तब

f(0)  =  =  =    

उदाहरण 8     x = 0 और x = 3 पर फलन f(x) = 3 का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल  Èयɉͩक अवकलज फलन मɅ पǐरवत[न को मापता है, सहजǾप स ेयह èपçट है ͩक अचर 
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फलन का Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलन शूÛय होना चाǑहए। इसे, वाèतव मɅ, Ǔनàनͧलͨखत पǐरकलन 
से बल ͧमलता है।

 = .

इसी Ĥकार  = . 

अब हम एक ǒबदं ु पर फलन 
के अवकलज कȧ Ïयाͧमतीय åयाÉया 
Ĥèतुत करत ेहɇ।

मान लȣिजए  y = f(x) एक फलन 
है और मान लȣिजए इस फलन 
के आलेख पर P = (a, f(a)) और 
Q = (a + h, f(a + h) दो परèपर Ǔनकट 
ǒबदं ु हɇ। आकृǓत 13.11 अब èवयं 
åयाÉया×मक है। हम  जानत ेहɇ ͩक

  

ǒğभजु PQR, स ेयह èपçट है ͩक वह अनपुात िजसकȧ सीमा हम ले रहे हɇ, यथाथ[ता से
tan (QPR) के बराबर है जो ͩक जीवा PQ का ढाल है। सीमा लेने कȧ ĤͩĐया मɅ, जब h, 0 कȧ ओर 
अĒसर होता है, ǒबदं ुQ, P कȧ ओर अĒसर होता है और हम पात ेहɇ अथा[त ्

यह इस तØय के तãुय है ͩक जीवा PQ, वĐ y = f(x) के ǒबदं ुP पर èपशȸ कȧ ओर अĒसर 

होती है। अतः  .

एक Ǒदए फलन f के ͧलए हम Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलज £ात कर सकत ेहɇ। यǑद Ĥ×येक 

ǒबदं ुपर अवकलज का अिèत×व है तो यह एक नये फलन को पǐरभाͪषत करता है िजस ेफलन 
f का अवकलज कहा जाता है औपचाǐरक Ǿप से हम एक फलन के अवकलज को Ǔनàनͧलͨखत 
Ĥकार पǐरभाͪषत करत ेहɇ।

आकृǓत 13.11
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पǐरभाषा 2  मान लȣिजए ͩक  f  एक वाèतͪवक मानीय फलन है, तो 

   

से पǐरभाͪषत फलन, जहा ँकहȣं सीमा का अिèत×व है, को x पर f  का अवकलज पǐरभाͪषत ͩकया 
जाता है और f(x) से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। अवकलज कȧ इस पǐरभाषा को अवकलज का Ĥथम 
ͧसɮधातं भी कहा जाता है। 

इस Ĥकार  f(x) = 

èपçटतः  f(x) कȧ पǐरभाषा का Ĥातं वहȣ है जहा ँकहȣं उपयु[Èत सीमा का अिèत×व है। एक 

फलन के अवकलज के ͪवͧभÛन सकेंतन हɇ। कभी-कभी f(x) को  से ǓनǾͪपत ͩकया 

जाता है यǑद y = f(x), तो यह  स ेǓनǾͪपत ͩकया जाता है। इस ेy या f(x) के सापे¢ अवकलज 

के Ǿप मɅ उãलेͨखत ͩकया जाता है इस ेD (f (x) ) से भी ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 

इसके अǓतǐरÈत x = a पर f के अवकलज को  या से भी 

ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 

उदाहरण 9 f(x) = 10 x का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  हम पात ेहɇ  f(x) =  = 

 =  = 

उदाहरण 10 f(x) = x2 का अवकलज £ात कȧिजए।

हल हम पात ेहɇ f(x) = 

  =  = 
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उदाहाण 11 एक अचर वाèतͪवक संÉया a के ͧलए, अचर फलन  f(x) = a का अवकलज 
£ात कȧिजए।
हल   हम पात ेहɇ f(x) = 

 =  Èयɉͩक 

उदाहरण 12  f(x) =  का अवकलज £ात कȧिजए।

हल    हम पात ेहɇ  f(x) =  

 =  

  =  

  =  =  =  

13.5.1 फलनɉ के अवकलज का बीजगͨणत (Algebra of derivative of functions)  Èयɉͩक अवकलज 
कȧ यथाथ[ पǐरभाषा मɅ सीमा Ǔनæचय हȣ सीध ेǾप मɅ सिàमͧलत है, हम अवकलज के Ǔनयमɉ के 
Ǔनकटता से सीमा के Ǔनयमɉ के अनगुमन कȧ आशा करत ेहɇ। हम इनको Ǔनàनͧलͨखत Ĥमयेɉ 
मɅ पात ेहɇः 

Ĥमेय 5 मान लȣिजए f  और g दो एेस ेफलन हɇ ͩक उनके उभयǓनçठ Ĥातं मɅ उनके अवकलन 
पǐरभाͪषत हɇ, तब

 (i)  दो फलनɉ के योग का अवकलज उन फलनɉ के अवकलजɉ का योग है।
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 (ii)  दो फलनɉ के अतंर का अवकलज उन फलनɉ के अवकलजɉ का अतंर है।

    

 (iii)  दो फलनɉ के गणुन का अवकलज Ǔनàनͧलͨखत गुणन Ǔनयम (product rule) से Ǒदया 
गया हैः

    

 (iv)  दो फलनɉ के भागफल का अवकलज Ǔनàनͧलͨखत भागफल Ǔनयम (quotient rule) 
से Ǒदया गया है (जहा ँकहȣं हर शÛूयेतर है)

   

इनकȧ उपपͪƣ सीमाओ ंकȧ तुãय Ǿप Ĥमेयɉ स ेआवæयकȧय Ǿप से अनुसरण करती हɇ। हम 
इÛहɅ यहा ँͧसɮध नहȣं करɅगे। सीमाओ ंकȧ िèथǓत कȧ तरह यह Ĥमेय बतलाता है ͩक ͪवशषे Ĥकार 
के फलनɉ के अवकलज कैस ेपǐरकͧलत ͩ कए जात ेहɇ। Ĥमये के अǓंतम दो कथनɉ को Ǔनàनͧलͨखत 

ढंग से पनुः कहा जा सकता है िजससे उनके पनुèम[रण करन ेमɅ आसानी से सहायता ͧमलती है।

मान लȣिजए  और = g (x) तब

   = 

यह फलनɉ के गणुन के अवकलन के ͧ लए Leibnitz Ǔनयम या गणुन Ǔनयम उãलेͨखत होता 

है। इसी Ĥकार, भागफल Ǔनयम है

  = 

अब, आइए हम कुछ मानक फलनɉ के अवकलनɉ को लɅ। यह देखना सरल है ͩक फलन 

f (x) = x का अवकलज अचर फलन 1 है। यह है Èयɉͩक 

 

 f (x) =  =  

  = 
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हम इसका और उपयु[Èत Ĥमेय का Ĥयोग f(x) = 10x = x + x + ... + x (10 पद)

(उपयु[Èत Ĥमये के (i) स)े के अवकलज के पǐरकलन मɅ करत ेहɇ

        =   (10 पद)

  =   (10 पद)

  =  (10 पद) = 10.

हम Úयान देत ेहɇ ͩक इस सीमा का मान गणुन सूğ के Ĥयोग स ेभी ĤाÜत ͩकया जा सकता 
है। हम ͧलखत ेहɇ,  f(x) = 10x = uv, जहा ँu ͧलखते हɇ जहा ँu Ĥ×येक जगह मान 10 लेकर अचर 
फलन है और v(x) = x. यहाँ हम जानत ेहɇ ͩक u का अवकलज 0 के बराबर है साथ हȣ v(x) = x का 
अवकलज 1 के बराबर है। इस Ĥकार गणुन Ǔनयम से, हम पात ेहɇ

   = 

इसी आधार पर f(x) = x2 के अवकलज का मान ĤाÜत ͩकया जा सकता है। हम पात ेहɇ  
f(x) = x2 = x .x और अतः
   = 

 

  = 

अͬधक åयापक Ǿप से हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये पात ेहɇः

Ĥमेय 6 ͩकसी धन पणूाɍक n के ͧलए f(x) = xn का अवकलज nxn – 1 है। 

उपपͪƣ अवकलज फलन कȧ पǐरभाषा स,े हम पात ेहɇ

         = .

ɮͪवपद Ĥमेय कहता है ͩक  (x + h)n = और 

(x + h)n – xn = h(nxn – 1 +... + hn – 1) इस Ĥकार

   =  = 

   = , = 
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ͪवकãपतः हम इसको n पर आगमन और गणुन सूğ स ेभी Ǔनàन Ĥकार ͧसɮध कर सकते 
हɇः n = 1 के ͧलए यह स×य है जसैा ͩक पहले Ǒदखाया जा चकुा है

   =  

   = (गणुन सूğ स)े

   =  (आगमन पǐरकãपना स)े

   = 

ǑटÜपणी  उपयु[Èत Ĥमेय x,कȧ सभी घातɉ के ͧलए स×य है अथा[त ् n कोई भी वाèतͪवक सÉंया हो 
सकती है। (लेͩकन हम इसको यहा ँͧसɮध नहȣ ंकरɅगे) 

13.5.2  बहुपदɉ और ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के अवकलज (Derivative of polynomials and trigono-

metric functions)  हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये से Ĥारंभ करɅगे जो हमको बहुपदȣय फलनɉ के अवकलज 
बतलाती है।

Ĥमेय 7 मान लȣिजए  f(x) =  एक बहुपदȣय फलन है जहा ँa
i
s सभी 

वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ और a
n
  0 तब अवकलज फलन इस Ĥकार Ǒदया जाता हैः

   

इस Ĥमये कȧ उपपͪƣ Ĥमेय 5 और Ĥमये 6 के भाग (i) को माğ साथ रखन ेस ेĤाÜत कȧ 
जा सकती है।

उदाहरण 13    6x100 – x55 + x के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल   उपयु[Èत Ĥमये का सीधा अनĤुयोग बतलाता है ͩक उपयु[Èत फलन का अवकलज 
 है।

उदाहरण 14   x = 1  पर  f(x) = 1 + x + x2 + x3 +... + x50  का अवकलज £ात कȧिजए। .

हल उपयु[Èत Ĥमये 6 का सीधा अनुĤयोग बतलाता है ͩक उपयु[Èत फलन का अवकलज 

1 + 2x + 3x2 + . . . + 50x49  है।  x = 1  पर इस फलन का मान 1 + 2(1) + 3(1)2 + .. . + 50(1)49 =  1 + 

2 + 3 + . . . + 50 =  = 1275  है।
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उदाहरण 15   f(x) =   का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  यह फलन x = 0  के अǓतǐरÈत Ĥ×येक के ͧलए पǐरभाͪषत है। हम यहा ँu = x + 1 और v = x  

लेकर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करत ेहɇ। अतः u´ = 1 और v´ = 1 इसͧलए

     

उदाहरण 16   sin x  के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए। 

हल      मान लȣिजए f(x) = sin x, तब

  = 

  =  ( sin A – sin B  के सूğ का Ĥयोग करके)

  = .

उदाहरण 17    tan x  के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल   मान लȣिजए f(x) = tan x, तब

  = 

  = 

  = 

  =  (sin (A + B) के सğू का Ĥयोग करके)
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 = 

 = 

उदाहरण 18    f(x) = sin2 x के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए। 

हल  हम इसका मान ĤाÜत करन ेके ͧलए Leibnitz गणुन सूğ का Ĥयोग करत ेहɇ।

  = (sin x sin x)

 = (sin x) sin x + sin x (sin x)

 = (cos x) sin x + sin x (cos x)

 = 2sin x cos x = sin 2x.

Ĥæनावलȣ 13.2

 1.  x = 10 पर x2 – 2 का अवकलज £ात कȧिजए।
 2.  x = 1 पर x का अवकलज £ात कȧिजए। 
 3.  x = l00 पर 99x का अवकलज £ात कȧिजए।
 4. Ĥथम ͧसɮधातं स ेǓनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजएः

 (i)    (ii)   

 (iii)   (iv)    

 5. फलन  

के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक .

 6. ͩकसी अचर वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए  का अवकलज 
£ात कȧिजए

 7. ͩकÛहȣं अचरɉ a और b, के ͧलए,
   (i)       (ii)           (iii)  

  के अवकलज £ात कȧिजए।
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 8. ͩकसी अचर a के ͧलए   का अवकलज £ात कȧिजए।

 9. Ǔनàनͧलͨखत के अवकलज £ात कȧिजएः

 (i)   (ii)   

 (iii)    (iv)   

 (v)   (vi)   

10. Ĥथम ͧसɮधातं स ेcos x का अवकलज £ात कȧिजए।
11. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजए।
 (i)   (ii)          (iii)  

 (iv) cosec x  (v)  

 (vi)   (vii)  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 19 Ĥथम ͧसɮधातं स ेf  का अवकलज £ात कȧिजए जहा ँf  इस Ĥकार Ĥदƣ हैः

 (i) f (x) =   (ii)    f (x) = 

हल   (i) Úयान दȣिजए ͩक फलन x = 2 पर पǐरभाͪषत नहȣ ंहै। लेͩ कन, हम पात ेहɇ 

   = 

   = 

   = 

पुनः Úयान दȣिजए ͩक x = 2  पर फलन  भी पǐरभाͪषत नहȣ ंहै।
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(ii)  x = 0 पर फलन पǐरभाͪषत नहȣ ंहै। लेͩकन, हम पात ेहɇ

  = 

   = 

   = 

   = 

पनुः Úयान दȣिजए ͩक x = 0 पर फलन  पǐरभाͪषत नहȣं है।

उदाहरण 20 Ĥथम ͧसɮधातं स ेफलन f(x) का अवकलज £ात कȧिजए जहा ँf(x) 

(i)    (ii) 

हल  (i) हम पात ेहɇ,  =    

  = 

  = 

 =  

 =    

 =  cos x – sin x 
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(ii)  

 
=   

 =  

  = 

  = 

      = x cos x + sin x 

उदाहरण 21  (i) f(x) = sin 2x   (ii) g(x) = cot x

 के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल  (i) ǒğकोणͧमǓत सğू  sin 2x = 2 sin x cos x का पनुèम[रण कȧिजए। इस Ĥकार

  = 

 = 

 =  = 

(ii) पǐरभाषा से, g(x) =  हम भागफल सğू का Ĥयोग इस फलन पर करɅगे, जहा ँकहȣं 

यह पǐरभाͪषत है। = = 

 = 

 = 
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ͪवकãपतः इसको Úयान देकर ͩक , पǐरकͧलत ͩकया जा सकता है। यहा ँहम इस तØय का 

Ĥयोग करत ेहɇ ͩक tan x का अवकलज sec2 x है जो हमन ेउदाहरण 17 मɅ देखा है और साथ हȣ 

अचर फलन का अवकलज 0 होता है।

   

  = 

  = 

  = 

  = 

उदाहरण 22  (i)    (ii) 

  का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  (i) मान लȣिजए . जहा ँ कहȣ ं भी यह 
पǐरभाͪषत है, हम इस फलन पर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करɅगे।

  

  = 

  = 
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 (ii)   हम फलन   पर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करɅगे जहा ँकहȣ ंभी यह पǐरभाͪषत है।

    = 

  =

अÚयाय 13 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1.  Ĥथम ͧसɮधातं स ेǓनàनͧलͨखत फलनɉ का अवकलज £ात कȧिजएः

   (i)  (ii)  (iii) sin (x + 1) (iv) cos (x – )

  Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजए (यह समझा जाय ͩक  a, b, c, d, p, q, r और 
s Ǔनिæचत शÛूयेतर अचर हɇ और m तथा n पणूाɍक हɇ।):

 2. (x + a) 3. (px + q)   4.  

 5.  6.  7.  

 8.  9.  10.  

 11.  12.  13.  

 14. sin (x + a) 15. cosec x cot x  16. 

17.   18.  19.   

20.   21.  22.  
 

23.   24.   
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25.   26.   27.  

28.   29.   30. 

साराशं

 फलन का अपेͯ ¢त मान जो एक ǒबदं ुके बाɃ ओर के ǒबदंओु ंपर Ǔनभ[र करता है, ǒबदं ु
पर फलन के बाए ँप¢ कȧ सीमा (Left handed limit) को पǐरभाͪषत करता है। इसी Ĥकार 
दाए ँप¢ कȧ सीमा (Right handed limit)।

 एक ǒबदं ुपर फलन कȧ सीमा बाए ँप¢ और दाएँ प¢ कȧ सीमाओ ंस ेĤाÜत उभयǓनçठ 
मान हɇ यǑद व ेसपंाती हɉ। 

 यǑद ͩ कसी ǒबदं ुपर बाए ँप¢ और दाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती न हɉ तो यह कहा जाता 
है ͩक उस ǒबदं ुपर फलन कȧ सीमा का अिèत×व नहȣं है। 

 एक वाèतͪवक सÉंया a और एक फलन f  के ͧलए  f(x) और f (a) समान नहȣं भी 

हो सकते (वाèतव मɅ, एक पǐरभाͪषत हो और दसूरा नहȣं)

 फलनाे ं f और g के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत लाग ूहोत ेहɇः

 

 

 
 Ǔनàनͧलͨखत कुछ मानक सीमाए ँहɇ।
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 a पर फलन f  का अवकलज  

  स ेपǐरभाͪषत होता है।

 Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलज, अवकलज फलन  

  से पǐरभाͪषत होता है। 

 फलनɉ u और v के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत लाग ूहोता हैः

 

 

  बशतȶ सभी पǐरभाͪषत हɇ।

 Ǔनàनͧलͨखत कुछ मानक अवकलज हɇः

 

 

 

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

गͨणत के इǓतहास मɅ कलन के अÛवषेण के Įेय कȧ भागीदारȣ हेत ुदो नाम Ĥमखु हɇ Issac 

Newton (1642 – 1727) और G.W. Leibnitz (1646 – 1717). सğहवी ंशताÞदȣ मɅ दोनɉ न ेèवतğंता 
पवू[क कलन का अÛवषेण ͩकया। कलन के आगमन के बाद इसके आगामी ͪवकास हेत ुअनके 
गͨणत£ɉ न ेयोगदान ͩकया। पǐरशɮुध सकंãपना का मÉुय Įेय महान गͨणत£ɉ A.L.Cauchy, 
J.L.Lagrange और Karl Weier strass को ĤाÜत है। Cauchy ने कलन को आधार Ǒदया िजसको 
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अब हम åयापकतः पाɫय् पèुतकɉ मɅ èवीकार कर चकेु हɇ। Cauchy ने D'Almbert कȧ सीमा 

सकंãपना के Ĥयोग के ɮवारा अवकलज कȧ पǐरभाषा दȣ। सीमा कȧ पǐरभाषा स ेĤारंभ करत ेहुए 

= 0 के ͧलए  कȧ सीमा जसेै उदाहरण Ǒदए। उÛहɉन े  ͧलखा 

और   के ͧलए सीमा को  'f "(x) के ͧलए y’, "function derive’e" नाम Ǒदया।

1900 से पवू[ यह सोचा जाता था ͩक कलन को पढ़ाना बहुत कǑठन है, इसͧलए कलन 
यवुाओ ंकȧ पहँुच से बाहर थी। लेͩकन ठȤक 1900 मɅ इंगलɇड मɅ John Perry एव ंअÛय न े
इस ͪवचार का Ĥचार करना Ĥारंभ ͩकया ͩक कलन कȧ मÉुय ͪवͬधया ँऔर धारणाए ँसरल हɇ 
और èकूल èतर पर भी पढ़ाया जा सकता है। F.L. Griffin न ेकलन के अÚययन को Ĥथम 
वष[ के छाğɉ स ेĤारंभ करके नते×ृव Ĥदान ͩकया। उन Ǒदनɉ यह बहुत चनुौतीपणू[ काय[ था।

आज न केवल गͨणत अͪपत ुअनके अÛय ͪवषयɉ जसेै भौǓतकȧ, रसायन ͪव£ान, 
अथ[शाèğ, जीवͪव£ान मɅ कलन कȧ उपयोͬगता मह×वपणू[ है।

——



There are few things which we know which are not capable of 

mathematical reasoning and when these can not, it is a sign that our knowledge of them is 

very small and confused and where a mathematical reasoning can be had, it is as great a folly 

to make use of another, 

as to grope for a thing in the dark when you have a candle stick 

standing by you. – ARTHENBOT 

14.1  भूͧ मका (Introduction)

इस अÚयाय मɅ हम गͨणतीय ͪववचेन से सबंंͬ धत कुछ मौͧलक 
धारणाओ ं पर चचा[ करɅगे। हमɅ £ात है ͩक मनुçय, अनेकɉ 
सहèğािÞदयɉ मɅ, Ǔनàन èतर कȧ ĤजाǓतयɉ स,े ͪवकͧसत हुआ है। 
मनçुय मɅ ͪववचेन करन ेके गणु न ेउस ेअÛय ĤजाǓतयɉ से Įेçठ 
बनाया है। एक åयिÈत इस गणु को ͩ कतनी अÍछȤ तरह Ĥयोग कर 
सकता है, उसके ͪववचेन ¢मता पर Ǔनभ[र करता है। इस ¢मता 
को केसे ͪवकͧसत ͩकया जाए? यहा ँपर हम ͪववचेन कȧ ĤͩĐया 
कȧ चचा[ ͪवशषे Ǿप से गͨणत के सदंभ[ मɅ करɅगे। गͨणतीय भाषा 
मɅ ͪववचेन दो Ĥकार के होत ेहɇ- आगमना×मक (आगͧमक) ͪववचेन 
तथा Ǔनगमना×मक (ǓनगमǓनक) ͪववेचन। गͨणतीय आगमन 
(Mathematical Induction) के सदंभ[ मɅ हम आगमना×मक ͪववचेन 
कȧ चचा[ पहले कर चकेु हɇ। इस अÚयाय मɅ हम कुछ मलूभतू 
Ǔनगमना×मक ͪववचेन पर चचा[ करɅगे।
14.2 कथन (Statements)

गͨणतीय ͪववचेन कȧ मौͧलक इकाई गͨणतीय कथन कȧ सकंãपना है।
हम Ǔनàनͧलͨखत दो वाÈयɉ मɅ Ĥारंभ करɅग।े

"सन ्2003 मɅ भारत कȧ राçĚपǓत एक मǑहला थी।ं"

अÚयाय 

गͨणतीय ͪववेचन
(Mathematical Reasoning)

George Boole 
(1815 - 1864 A.D.)  
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"ͩकसी हाथी का भार एक मनçुय के भार से अͬधक होता है।"
इन वाÈयɉ को पढ़त ेहȣ हम तरुÛत Ǔनण[य ल ेसकत ेहɇ ͩक Ĥथम वाÈय गलत (अस×य) तथा 
दसूरा वाÈय सहȣ (स×य) है। इस सबंधं मɅ कोई ħाǓंत नहȣं है। गͨणत मɅ एेस ेवाÈयɉ को कथन 

कहते हɇ।
इसके ͪवपरȣत Ǔनàनͧलͨखत वाÈय पर ͪवचार कȧिजएः

"मǑहलाए,ँ पǽुषɉ स ेअͬधक बɮुͬधमान होती हɇ।"
कुछ लोगɉ के ͪवचार से यह वाÈय स×य हो सकता है परंत ुकुछ अÛय इसस ेअसहमत हो 
सकत ेहɇ। इस वाÈय के बारे मɅ हम यह नहȣं कह सकत ेͩक यह स×य या अस×य है। इसका 

ता×पय[ है ͩक यह वाÈय ɮवयथ[क है।
इस Ĥकार का वाÈय गͨणत मɅ कथन के Ǿप मɅ èवीकाय[ नहȣ ंहै।
‘एक वाÈय गͨणतानसुार कथन कहलाता है। यǑद वह या तो स×य हो अथवा अस×य हो 

परंत ुदोनɉ (स×य और अस×य) न हो।’ अब जब भी हम कथन का उãलखे करɅगे हमारा ता×पय[ 
"गͨणतानसुार èवीकाय[" कथन स ेहोगा।

गͨणत के अÚययन के दौरान हमɅ इस Ĥकार के अनके वाÈय ͧमलत ेहɇ। कुछ उदाहरण इस 
Ĥकार हɇः

दो धन दो बराबर चार।
दो धन सÉंयाओ ंका योगफल धन होता है।

सभी अभाÏय सÉंयाएँ ͪवषम सÉंयाए ंहोती हɇ।
इनमɅ स ेĤथम दो वाÈय स×य हɇ और तीसरा वाÈय अस×य है। इन वाÈयɉ के बारे मɅ कोई 

भी सǑंदÊधता नहȣ ंहै। अतः ये (वाÈय) कथन हɇ।
Èया आप ͩ कसी एेस ेवाÈय का उदाहरण सोच सकत ेहɇ जो अèपçट हो? Ǔनàनͧलͨखत वाÈय 

पर ͪवचार कȧिजएः
x और y का योगफल 0 स ेअͬधक है।

यहा ँहम यह सǓुनिæचत नहȣ ंकर सकत ेͩक वाÈय स×य है अथवा अस×य है, जब तक 
हमɅ यह £ात न हो ͩक x और y Èया हɇ। उदाहरणाथ[, x = 1, y = –3 के ͧलए यह अस×य है तथा 
x = 1, y = 0 के ͧलए यह स×य है। अतः यह वाÈय एक कथन नहȣं है। ͩकंतु Ǔनàनͧलͨखत वाÈय 
एक कथन है

Ĥ×येक Ĥाकृत सÉंयाओ ंx और y का योगफल 0 से अͬधक है, एक कथन है।
अब Ǔनàनͧलͨखत वाÈयɉ पर ͪवचार कȧिजएः

आहा, ͩकतना सुदंर!
ɮवार (दरवाजा) खोͧलए।
आप कहा ँजा रहे हɇ?
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Èया ये कथन हɇ? नहȣं, Èयɉͩक पहला ͪ वèमयाǑदबोधक (ͪवèमयबोधक) वाÈय है, दसूरा एक 
आदेश है तथा तीसरा एक Ĥæन है। गͨणतीय भाषा मɅ इनमɅ से ͩकसी को भी कथन नहȣं माना 
जाता है। एसेे वाÈय िजनमɅ चर (अǓनिæचत) समय हो जसै े"आज", "कल" "बीता हुआ कल", 
कथन नहȣं होत ेहɇ। यह इसͧलए ͩक हमɅ यह £ात नहȣं होता ͩक ͩकसी समय कȧ चचा[ हो रहȣ है। 
उदाहरणाथ[, वाÈय

‘कल शुĐवार है।’
एक कथन नहȣं है।

यह वाÈय ͩकसी बहृèपǓतवार के ͧलए तो स×य होगा परंत ुअÛय Ǒदनɉ के ͧलए स×य नहȣं 
होगा। यह बात उन वाÈयɉ के ͧलए भी लाग ूहोती है िजनमɅ सव[नाम का Ĥयोग ǒबना सबंंͬ धत 
स£ंा को बताए ͩकया गया हो और एसेे वाÈयɉ के ͧलए भी िजनमɅ चर (अǓनिæचत) èथानɉ का 
Ĥयोग ͩकया गया हो, जसै े‘यहा’ँ, ‘वहा’ँ आǑद। ता×पय[ यह हुआ ͩक वाÈय

वह गͨणत कȧ एक èनातक है
कæमीर यहा ँस ेबहुत दरू है।

कथन नहȣ ंहै।
यहाँ एक अÛय वाÈय पर ͪवचार कȧिजएः

एक महȣने (माह) मɅ 40 Ǒदन होत ेहɇ।
Èया आप इस ेएक कथन कहɅगे? नोट कȧिजए ͩक यहा ँपर उिãलͨखत समय "अǓनिæचत 

(चर)" है अथा[त ् ्12 महȣनɉ मɅ से कोई एक। ͩकंत ुहमɅ £ात है ͩक यह वाÈय सदैव (महȣन ेका 
Úयान ͩकए ǒबना) अस×य होता है Èयɉͩक एक महȣन ेमɅ Ǒदनɉ कȧ सÉंया 31 से अͬधक नहȣं हो 
सकती है। अतः यह वाÈय एक कथन है। इसͧलए यह तØय ͩक एक वाÈय या तो स×य हो या 
अस×य हो ͩकंत ुदोनɉ न हो सके एक कथन बनाता है।
सामाÛयतः हम कथनɉ को छोटे अ¢र p, q, r, ... स ेǓनǾͪपत (ǓनǑद[çट) करत ेहɇ

उदाहरण के ͧलए, कथन "आग सदैव गम[ होती है" को हम p ɮवारा दशा[त ेहɇ। इस बात को 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से भी दशा[त ेहɇः

p ः आग सदैव गम[ होती है।
उदाहरण 1 जाँͬचए ͩक Èया Ǔनàनͧलͨखत वाÈय कथन हɇ। अपन ेउƣर को कारण सǑहत ͧलͨखए।
 (i) 8, 6 स ेकम है।
 (ii) Ĥ×येक समÍुचय एक पǐरͧमत समुÍचय होता है।
 (iii) सयू[ एक तारा है।
 (iv) गͨणत एक कौतकु है।
 (v) ǒबना बादल के वषा[ नहȣं होती।
 (vi) यहा ँस ेचÛेनई ͩकतनी दरू है?
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हल (i) यह वाÈय अस×य है Èयɉͩक 8 अͬधक होता है 6 स।े अतः यह एक कथन है।
 (ii) यह वाÈय भी सदैव अस×य है Èयɉͩक एेसे भी समÍुचय हɇ जो ͩक पǐरͧमत नहȣं होते 

हɇ अतः यह एक कथन है।
 (iii) यह व£ैाǓनक Ǿप से Ĥमाͨणत है ͩक सूय[ एक तारा है और इसͧलए यह वाÈय स×य 

है। अतः यह एक कथन है।
 (iv) यह वाÈय åयिÈतǓनçठ है Èयɉͩक िजÛहɅ गͨणत मɅ ǽͬच है उनके ͧलए यह कौतकु हो 

सकता है ͩकंत ुअÛय के ͧलए एसेा नहȣ ंहो सकता है। इसका अथ[ हुआ ͩक यह वाÈय 
स×य या अस×य नहȣं है। अतः यह एक कथन नहȣं है।

 (v) यह व£ैाǓनक Ǿप से Ĥमाͨणत ĤाकृǓतक तØय है ͩ क वषा[ होने से पहले बादल बनत ेहɇ। 
इसͧलए यह सदैव स×य है। अतः यह एक कथन है।

 (vi) यह एक Ĥæन है, िजसमɅ शÞद ‘यहा’ँ भी आता है। अतः यह एक कथन नहȣं है।
उपरोÈत उदाहरण यह दशा[त ेहɇ ͩक जब कभी हम ͩकसी वाÈय को कथन कहत ेहɇ तो हमɅ यह 
भी बतलाना चाǑहए ͩक एेसा Èयɉ है Ĥæन के उƣर कȧ अपे¢ा यह ‘Èयɉ’ अͬधक मह×वपूण[ है।

Ĥæनावलȣ 14.1

 1. Ǔनàनͧलͨखत वाÈयɉ मɅ स ेकौन सा कथन हɇ? अपन ेउƣर के ͧलए कारण भी बतलाइए।

 (i) एक महȣन ेमɅ 35 Ǒदन होत ेहɇ।
 (ii) गͨणत एक कǑठन ͪवषय है।
 (iii) 5 और 7 का योगफल 10 स ेअͬधक है।
 (iv) ͩकसी सÉंया का वग[ एक सम सÉंया होती है।
 (v) ͩकसी चतभुु[ज कȧ भजुाए ँबराबर (समान) लबंाई कȧ होती हɇ।
 (vi) इस Ĥæन का उƣर दȣिजए।
 (vii) -1 और 8 का गणुनफल 8 है।
 (viii) ͩकसी ǒğभजु के सभी अतंः कोणɉ का योगफल 180॰ होता है।
 (ix) आज एक तूफानी Ǒदन है।
 (x) सभी वाèतͪवक सÉंयाएं सिàमĮ सÉंयाए ँहोती हɇ।
 2. वाÈयɉ के तीन एसेे उदाहरण दȣिजए जो कथन नहȣ हɇ। उƣर के ͧलए कारण भी बतलाइए।
14.3  पूव[ £ात कथनɉ स ेनए कथन बनाना (New Statements from Old)

अब हम पूव[ £ात कथनɉ स ेनए कथन बनान ेकȧ ͪ वͬध पर ͪ वचार करɅगे। सन ्1854 मɅ एक अगंरेज़ 
गͨणत£ Georg Boole ने अपनी पुèतक The laws of Thoughts मɅ इन ͪवͬधयɉ पर ͪवचार-ͪवमश[ 
ͩकया है। यहा,ँ हम दो तकनीकɉ पर ͪवचार-ͪवमश[ करɅगे।
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कथन के अÚययन मɅ Ĥथम चरण के Ǿप मɅ हम एक मह×वपूण[ तकनीक पर Ǻिçट डालɅगे 
िजसके Ĥयोग से हम गͨणतीय वाÈयɉ कȧ अपनी समझ को गहन कर सकɅ गे। इस तकनीक मɅ 
हम अपन ेआप से न केवल यह Ĥæन पछूɅ गे ͩक एक Ǒदए हुए वाÈय के स×य होन ेका Èया अथ[ 
होता है बिãक यह भी ͩक उस वाÈय के स×य नहȣं होन ेका Èया अथ[ होता है।
14.3.1 ͩकसी कथन का Ǔनषधेन (Negation of a statement) ͩकसी कथन का नकारना उस कथन 
का Ǔनषधेन कहलाता है।

वाÈय ‘नई Ǒदãलȣ एक नगर है।’
इसका Ǔनषधेन Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेͧलखा जा सकता है।

यह वèतिुèथǓत नहȣं है ͩ क नई Ǒदãलȣ एक नगर है।’ इस ेइस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ। ͩ क
‘यह अस×य है ͩक नई Ǒदãलȣ एक नगर है।’

सरलता स ेयह भी कह सकत ेहɇ ͩक
‘नई Ǒदãलȣ एक नगर नहȣ ंहै।’

पǐरभाषा 1 यǑद p एक कथन है, तो p का Ǔनषधेन वह कथन है जो p को नकारता है और इसे 
Ĥतीक ~p स ेदशा[त े(ǓनǑद[çट करत)े हɇ िजस े"p-नहȣ"ं पढ़त ेहɇ।
ǑटÜपणी   ͩकसी कथन के Ǔनषधेन कȧ रचना करत ेसमय ‘यह वèत ुिèथǓत नहȣं है’ अथवा 
‘यह अस×य है ͩक’ यहा ँएक उदाहरण स ेयह èपçट ͩकया गया है ͩक ͩकस Ĥकार एक कथन 
के Ǔनषधेन का अवलोकन करके, हम उसके सबंधं मɅ अपनी समझ सधुार सकत ेहɇ।

वाÈय ‘जम[नी मɅ हर कोई (Ĥ×येक åयिÈत) जम[न भाषा बोलता है।’ पर ͪवचार करɅ।
इस वाÈय को नकारन ेस ेहमɅ वाÈय ‘जम[नी मɅ हर कोई जम[न भाषा नहȣं बोलता है।’ इसका 

यह ता×पय[ नहȣ ंहुआ ͩक ‘जम[नी मɅ कोई भी åयिÈत जम[न भाषा नहȣ ंबोलता है।’ यह केवल 
यह बतलाता है ͩक ‘जम[नी मɅ कम से कम एक åयिÈत एेसा है जो जम[न भाषा नहȣं बोलता है।

हम कुछ और उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅगे।
उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ का Ǔनषधेन ͧलͨखए।
 (i) ͩकसी आयत के दोनɉ ͪवकणɟ कȧ लबंाई समान होती है।
 (ii)  एक पǐरमये सÉंया है।
हल  (i) यह कथन यह बतलाता है ͩक सभी आयतɉ मɅ दोनɉ ͪवकणɟ कȧ लबंाई समान होती 

है। इसका त×पय[ यह हुआ ͩक यǑद हम कोई आयत लɅ तो इसके दोनɉ ͪवकणȶ कȧ 
लबंाई समान होगी। इस कथन का Ǔनषधेन, "यह अस×य है ͩक ͩकसी आयत के दोनɉ 
ͪवकणɟ कȧ लबंाई समान होती है" है। अथा[त ् ्‘कम स ेकम एक आयत एेसा है, िजसके 
दोनाे ंͪवकणɟ कȧ लबंाई समान नहȣ ंहै।’

 (ii) इस कथन का Ǔनषधेन Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार ͧलखा जा सकता है 
  ‘यह वèतिुèथǓत नहȣं है ͩक  एक पǐरमये सÉंया है।’ 
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  इस ेǓनàनͧलͨखत Ĥकार से भी ͧलख सकत ेहɇः
  ‘  एक पǐरमये सÉंया नहȣं है।’ 
उदाहरण 3 Ǔनàनͧलͨखत कथन के Ǔनषधेन ͧ लͨखए और जाँͬ चए ͩ क Èया पǐरणामी कथन स×य है?
 (i) आèĚेͧलया एक महाɮवीप है।
 (ii) एेस ेͩकसी चतभुु[ज का अिèत×व नहȣं है िजसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर हɉ।
 (iii) Ĥ×येक Ĥाकृत सÉंया 0 स ेअͬधक होती है।
 (iv) 3 और 4 का योगफल 9 है।
हल (i) ‘यह अस×य है ͩक आèĚेͧलया एक महाɮवीप है’, Ǒदये हुए कथन का Ǔनषधेन है। इसे 

इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ ͩक ‘आèĚेͧलया एक महाɮवीप नहȣ ंहै।’ हमɅ £ात है ͩक 
यह कथन अस×य है।

 (ii) इस कथन का Ǔनषधेन इस Ĥकार है, ‘यह वèतिुèथǓत नहȣ ंहै ͩक ͩकसी चतभुु[ज का 
अिèत×व नहȣं है िजसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर हɇ।’

  इसका ता×पय[ हुआ ͩ क ‘एक एेस ेचतभुु[ज का अिèत×व है, िजसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर 
होती हɇ। यह कथन स×य है Èयɉͩक हमɅ £ात है ͩक वग[ एक एसेा चतभुु[ज होता है, 
िजसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर होती हɇ।

 (iii) इस कथन का Ǔनषधेन इस Ĥकार है, ‘यह अस×य है ͩक Ĥ×येक Ĥाकृत सÉंया 0 से 
अͬधक होती हɇ।

  इसको इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ ͩक ‘एक एेसी Ĥाकृत सÉंया का अिèत×व है जो 
0 स ेअͬधक नहȣ ंहै।’ यह कथन अस×य है।

 (iv) अभीçट Ǔनषधेन इस Ĥकार है, ‘यह अस×य है ͩक 3 और 4 का योगफल 9 है।’
  इसे इस Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है ͩक, ‘3 और 4 का योगफल 9 नहȣ ंहेाता है।’ 

यह कथन स×य है।
14.3.2 ͧमĮ कथन (सयंÈुत कथन) (Compound statements) ‘और (तथा)’, ‘या (अथवा)’ आǑद 
Ĥकार के सयंोजक शÞदɉ ɮवारा एक या एक से अͬधक कथन को जोड़ कर अनके गͨणतीय कथन 
ĤाÜत ͩकए जा सकत ेहɇ। Ǔनàनͧलͨखत कथन पर ͪवचार कȧिजएः

 ‘बãब या ǒबजलȣ के तार मɅ कुछ खराबी है’ यह कथन बतलाता है ͩक बãब मɅ कुछ खराबी 
है या ǒबजलȣ के तार मɅ कुछ खराबी है। इसका ता×पय[ यह है ͩक Ĥदƣ कथन वाèतव मɅ दो 
संͯ ¢Üत (छोटे) कथन स ेͧमल कर बना है, जो इस Ĥकार हɇः

q: ‘बãब मɅ कुछ खराबी है’
r: ǒबजलȣ के तार मɅ कुछ खराबी है’ और

िजनको शÞद ‘य ा’ ɮवारा जोड़ा गया है।
अब मान लȣिजए ͩक Ǔनàनͧलͨखत दो कथन Ǒदए हɇ,
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p: ‘7 एक ͪवषम सÉंया है।’

q: ‘7 एक अभाÏय सÉंया है।’
इन दोनɉ को शÞद ‘और’ ɮवारा जोड़ने स ेǓनàनͧलͨखत कथन ĤाÜत होगा

r: ‘7 ͪवषम और अभाÏय, दोनɉ हȣ Ĥकार कȧ सÉंया है।’
यह एक ͧमĮ कथन है।
उपरोÈत पǐरचचा[ स ेǓनàनͧलͨखत पǐरभाषा ĤाÜत होती हैः
पǐरभाषा 2 एक ͧ मĮ कथन वह है, जो दो या दो स ेअͬधक एेस ेकथनɉ ɮवारा बना हो, इस िèथǓत 
मɅ Ĥ×येक कथन को घटक कथन कहते हɇ।
आइए अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ।
उदाहरण 4 Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथन के घटक कथन £ात कȧिजए।
 (i) आकाश नीला है और घास हरȣ है।
 (ii) वषा[ हो रहȣ है और ठÖडक है।
 (iii) सभी पǐरमये सÉंयाए,ँ वाèतͪवक सÉंयाएँ होती हɇ और सभी वाèतͪवक सÉंयाएँ, सिàमĮ 

सÉंयाए ँहोती हɇ।
 (iv) 0 एक धन सÉंया है या एक ऋण सÉंया है।
हल इनमɅ स ेĤ×येक पर हम बारȣ-बारȣ स ेͪवचार करɅगे।
 (i) घटक कथन इस Ĥकार हɇ

p: आकाश नीला है।
q: घास हरȣ है।

सयंोजक शÞद ‘और’ है।
 (ii) घटक कथन नीच ेǑदए गए हɇ,

p: वषा[ हो रहȣ है।
q: ठंडक है।

सयंोजक शÞद ‘और’ है।
 (iii) घटक कथन नीच ेͧलख ेहɇ,

p: सभी पǐरमये सÉंयाए ँवाèतͪवक सÉंयाए ँहोती हɇ।
q: सभी वाèतͪवक सÉंयाए ँसिàमĮ सÉंयाए ँहोती हɇ।

सयंोजक शÞद ‘और’ है।
 (iv) घटक कथन इस Ĥकार हɇ।

p: 0 एक धन सÉंया हɇ।
q: 0 एक ऋण सÉंया है।

सयंोजक शÞद ‘य ा’ है।
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उदाहरण 5 Ǔनàनͧलͨखत कथन के घटक कथन £ात कȧिजए और जाँͬ चए ͩ क वे स×य हɇ या नहȣं।
 (i) एक वग[ एक चतभुु[ज होता है और इसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर होती हɇ।
 (ii) सभी अभाÏय सÉंयाएँ या तो सम या ͪवषम होती हɇ।
 (iii) एक åयिÈत, िजसन ेगͨणत या कंÜयटूर ͪ व£ान का चयन ͩ कया है, कंÜयटूर अनुĤयोग 

मɅ èनाकोƣर ͫडĒी पाɫयĐम (MCA) मɅ Ĥवशे ले सकता है।
 (iv) चडंीगढ़ हǐरणाणा और उƣर Ĥदेश कȧ राजधानी है।
 (v    एक पǐरमये सÉंया या एक अपǐरमये सÉंया है।
 (vi) 2, 4, और 8 का एक गणुज 24 है।
हल (i) यहा ँघटक कथन इस Ĥकार हɇ,

p: ‘एक वग[ एक चतुभु[ज होता है।
q: एक वग[ कȧ चारɉ भजुाए ँबराबर होती हɇ।

हमɅ £ात है ͩक दोनɉ कथन स×य हɇ। यहा ँपर सयंोजक शÞद ‘और’ है।
 (ii) यहा ँघटक कथन इस Ĥकार हɇ,

p: सभी अभाÏय सÉंयाएँ सम होती हɇ।
q: सभी अभाÏय सÉंयाएँ ͪवषम होती हɇ।

यह दोनाे ंकथन अस×य हɇ। यहा ँसयंोजक शÞद ‘य ा’ है।
 (iii) यहा ँघटक कथन नीच ेͧलख ेहɇ,

p: एक åयिÈत, िजसन ेगͨणत का चयन ͩकया है, एम.सी.ए. मɅ Ĥवशे ल ेसकता है।
q: एक åयिÈत, िजसन ेकंÜयटूर ͪव£ान का चयन ͩकया है, एम॰सी॰ए॰ मɅ Ĥवशे ले सकता है।

यह दोनɉ हȣ कथन स×य हɇ। यहा ँसयंोजक शÞद ‘य ा’ है।
 (iv) यहा ँघटक कथन इस Ĥकार हɇ,

p: चडंीगढ़ हǐरयाणा कȧ राजधानी है।’
q: चडंीगढ़ उƣर Ĥदेश कȧ राजधानी है।’

इस Ĥæन मɅ Ĥथम घटक कथन स×य है और दसूरा अस×य है। यहा ँसयंोजक शÞद ‘और’ है।
 (v) अभीçट घटक कथन नीच ेͧलख हɇ, p:   एक पǐरमये सÉंया है। q:   एक अपǐरमये 

सÉंया है।
यहाँ Ĥथम घटक कथन अस×य है और दसूरा स×य है। यहा ँसयंोजक शÞद ‘य ा’ है।
 (vi) इसमɅ घटक कथन नीच ेͧलख ेहɇ,

p: 2 का एक गणुज 24 है।
q: 4 का एक गणुज 24 है।
r: 8 का एक गणुज 24 है।

यह तीनɉ हȣ घटक कथन स×य है। यहा ँसयंोजक शÞद ‘और’ है।
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अतः हम देखत ेहɇ ͩक ͧमĮ कथन वाèतव मɅ दो या दो से अͬधक कथनɉ को ‘और’, ‘य ा’ 
Ĥकार के शÞदɉ ɮवारा जोड़ने से बनत ेहɇ। ये शÞद गͨणत मɅ ͪवͧशçट मह×व रखत ेहɇ। अगले 
अनÍुछेद मɅ हम इनके बारे मɅ पǐरचचा[ करɅगे।

Ĥæनावलȣ 14.2

 1. Ǔनàनͧलͨखत कथन के Ǔनषधेन ͧलͨखएः

 (i) चÛेनई, तͧमलनाडु कȧ राजधानी है।
 (ii)  एक सिàमĮ सÉंया नहȣ ंहै।
 (iii) सभी ǒğभजु समबाहु ǒğभजु नहȣं होत ेहɇ।
 (iv) सÉंया 2 सÉंया 7 स ेअͬधक है।
 (v) Ĥतयेक Ĥाकृत सÉंया एक पणूाɍक होती है।
 2. Èया Ǔनàनͧलͨखत कथन युÊम (कथन के जोड़)े एक दसूरे के Ǔनषधेन हɇ?
 (i) सÉंया x एक पǐरमये सÉंया नहȣं है।
  सÉंया x एक अपǐरमये सÉंया नहȣ ंहै।
 (ii) सÉंया x एक पǐरमये सÉंया है।
  सÉंया x एक अपǐरमये सÉंया है।
 3. Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथन के घटक कथन £ात कȧिजए और जाँͬ चए ͩक व ेस×य हɇ या अस×य 
हɇ?
 (i) सÉंया 3 अभाÏय है या ͪवषम है।
 (ii) समèत (सभी) पूणाɍक धन हɇ या ऋण हɇ।
 (iii) सÉंया 100, सÉंयाओ ं3, 11 और 5 स ेभाÏय है
14.4  ͪवशषे शÞद/वाÈयाशं  (Special WordsQ/Phrases)

 ͧमĮ कथन मɅ ĤयÈुत ‘और’, ‘य ा’ Ĥकार के कुछ सयंोजक शÞदɉ का Ĥयोग बहुधा गͨणतीय कथन 
मɅ होता है। इÛहɅ ‘सयंोजक’ कहते हɇ। जब कभी हम ͧमĮ कथन का Ĥयोग करत ेहɇ तब यह 
आवæयक हो जाता है ͩक हम इन शÞदɉ कȧ भूͧ मका समझ सकɅ ।
यहाँ हम इस पर पǐरचचा[ करɅगे।
14.4.1  सयंोजक ‘और’ (The word 'And') सयंोजक ‘और’ के Ĥयोग ɮवारा बने Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ 
कथन पर ͪवचार करत ेहɇः

p: ͩकसी ǒबदं ुका एक èथान होता है और उसकȧ िèथǓत Ǔनधा[ǐरत कȧ जा सकती है।
इस कथन को Ǔनàनͧलͨखत दो घटक कथन मɅ ͪवघǑटत ͩकया जा सकता हैः

q: ͩकसी ǒबदं ुका एक èथान होता है।
r: उसकȧ िèथǓत Ǔनधा[ǐरत कȧ जा सकती है।



348 गͨणत

उपरोÈत दोनɉ कथन स×य हɇ।
एक अÛय कथन पर ͪवचार कȧिजए।

p: सÉंया 42 सÉंयाओ ं5, 6 और 7 स ेभाÏय है।
इस कथन का ͪवघटन इस Ĥकार है,

q: सÉंया 42 सÉंया 5 स ेभाÏय है।
r: सÉंया 42 सÉंया 6 स ेभाÏय है।
s: सÉंया 42 सÉंया 7 स ेभाÏय है।

यहा ँहमɅ £ात है ͩक Ĥथम कथन अस×य है और शषे दो स×य हɇ।
अतः हमɅ Ǔनàनͧलͨखत Ǔनयम ĤाÜत होता है

1. सयंोजक "और" के Ĥयोग ɮवारा बना ͧमĮ कथन स×य होगा यǑद उसके सभी घटक 
कथन स×य हɉ।

2. सयंोजक "और" के Ĥयोग ɮवारा बना ͧ मĮ कथन अस×य होगा यǑद इसका एक भी घटक 
कथन अस×य हो (इसमɅ वह िèथǓत भी सिàमͧलत है िजसमɅ इसके कुछ घटक कथन 
या सभी घटक कथन अस×य हɉ।)

उदाहरण 6 Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथन के घटक कथन ͧलͨखए और जाँͬ चए ͩक ͧमĮ कथन स×य 
है अथवा अस×य है।
 (i) एक रेखा सीधी होती है और दोनɉ Ǒदशाओ ंमɅ अनतं तक ͪवèततृ होती है।
 (ii) 0 Ĥ×येक धन पणूाɍक और Ĥ×येक ऋण पणूाɍक से कम होता है।
 (iii) Ĥ×येक सजीव के दो पैर और दो आखँɅ होती हɇ।
हल (i) घटक कथन Ǔनàनͧलͨखत हɇ,

p: एक रेखा सीधी होती हɇ।’
q: एक रेखा दोनɉ Ǒदशाओ ंमɅ अनतं तक ͪवèततृ होती है।

उपरोÈत दोनɉ कथन स×य हɇ और इसͧलए ͧमĮ कथन भी स×य है।
 (ii) यहा ँघटक कथन इस Ĥकार हɇ,

p: 0 Ĥ×येक धन पणूाɍक से कम होता है।
q: 0 Ĥ×येक ऋण पणूाɍक से कम होता है।

इनमɅ स ेदसूरा कथन अस×य है। अतः ͧमĮ कथन भी अस×य है।
 (iii) अभीçट घटक कथन नीच ेͧलख ेहɇ,

‘Ĥ×येक सजीव के दो पैर होत ेहɇ।’
‘Ĥ×येक सजीव कȧ दो आखँɅ होती हɇ।’

ये दोनɉ हȣ कथन अस×य हɇ। अतः ͧमĮ कथन भी अस×य है।
अब Ǔनàनͧलͨखत कथन पर ͪवचार कȧिजएः



गͨणतीय ͪववेचन     349

p: एलेकोहॉल और पानी के ͧ मĮण को रासायǓनक ͪ वͬधयɉ ɮवारा अलग-अलग ͩकया जा सकता है।’
इस कथन को शÞद "और" से ĤयÈुत ͧमĮ कथन नहȣं माना जा सकता है। यहा ँपर शÞद "और" 
दो वèतओु,ं एेलकोहॉल तथा पानी का उãलखे करता है।
इससे हम एक मह×वपूण[ Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ जो नीच ेͧलखी ǑटÜपणी मɅ Ǒदया हैः
 ǑटÜपणी  यह नहȣं समझना चाǑहए ͩक शÞद ‘और’ से ĤयÈुत वाÈय सदैव एक ͧमĮ कथन 
होता है जसैा ͩक उपरोÈत उदाहरण मɅ èपçट ͩकया गया है। यहा ँपर शÞद ‘और’, दो वाÈयɉ 
के सयंोजन के ͧलए ĤयÈुत नहȣ ंहै।

14.4.2 शÞद ‘य ा’ स ेĤयÈुत वाÈय (The word 'Or') नीच ेͧलख ेकथन पर ͪवचार कȧिजए।
p: एक समतल पर िèथत दो रेखाए ँ या तो एक दसूरे को एक ǒबदं ु पर काटती हɇ या 
व ेसमांतर होती हɇ।
हमɅ £ात है ͩक यह एक स×य कथन है। इसका Èया अथ[ है? इसका अथ[ यह है ͩक एक समतल 
पर िèथत दो रेखाएँ यǑद एक दसूरे को काटती हɇ, तो व ेसमांतर नहȣ ंहɇ। इसके ͪवपरȣत यǑद एेसी 
दोनɉ रेखाए ँसमांतर नहȣं हɇ, तो व ेएक दसूरे को एक ǒबदं ुपर काटती है’, अथा[त ् ्यह कथन दोनɉ 
हȣ िèथǓतयɉ मɅ स×य है।

शÞद ‘य ा’ से ĤयÈुत कथन समझन ेके ͧलए हम पहले यह देखत ेहɇ ͩक अĒेंज़ी भाषा मɅ 
‘य ा’ का Ĥयोग दो Ĥकार से ͩकया जाता है।
पहले हम Ǔनàनͧलͨखत कथन पर ͪवचार करɅगेः
 ‘ͩकसी आहार गहृ (रेèतारा)ँ मɅ एक ‘थालȣ’ के साथ आइसĐȧम या पÜेसी भी उपलÞध कȧ 
जाती है।’

इसका अथ[ यह हुआ ͩक एक åयिÈत जो आइसĐȧम नहȣं चाहता वह ‘थालȣ’ के साथ पेÜसी 
ले सकता है अÛयथा वह ‘थालȣ’ के साथ आइसĐȧम ले सकता है। अथा[त ् ्यǑद जो पÜेसी नहȣं चाहते 
व ेआइसĐȧम ले सकत ेहɇ। ͩकंत ुएक åयिÈत दोनɉ वèतएु ँअथा[त ् ्आइसĐȧम और पेÜसी नहȣ ंले 
सकता। यह ‘अपविज[त’ ‘य ा’ कहलाता है। यहा ँएक अÛय कथन पर ͪवचार कȧिजए।

‘एक ͪवɮयाथȸ, िजसन ेजीवͪव£ान या रसायन ͪव£ान ͪवषयɉ का चयन ͩकया है वह सêूम 
जीवͪव£ान के èनाकोƣर पाɫयĐम मɅ Ĥवशे के ͧलए आवदेन कर सकता है।’

यहाँ पर हम यह मानत ेहɇ ͩक व ेͪवɮयाथȸ िजÛहɉन ेजीवͪव£ान और रसायन ͪव£ान दोनɉ हȣ 
ͪवषयɉ का चयन ͩकया है। वे सêूम जीवͪव£ान पाɫयĐम मɅ Ĥवशे ले सकत ेहɇ, साथ हȣ साथ व े
ͪवɮयाथȸ िजÛहɉन ेइन ͪवषयɉ मɅ स ेकेवल एक ͪवषय का चयन ͩकया है व ेभी इस पाɫयĐम मɅ 
Ĥवशे ले सकत ेहɇ। इस िèथǓत मɅ हम अतंͪव[çट ‘य ा’ का Ĥयोग कर रहे हɇ।
उपरोÈत दो Ĥयोगɉ का अतंर जान लेना मह×वपूण[ है Èयɉͩक हम इसकȧ आवæयकता उस समय 
जब हम यह जाचँɅगे ͩक कोई कथन स×य है अथवा नहȣ।ं
आइए हम एक उदाहरण पर ͪवचार करɅ।
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उदाहरण 7 Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक कथन मɅ £ात कȧिजए Èया ‘अतंͪव[çट’ ‘य ा’ अथवा ‘अपविज[त’ 
‘य ा’ का Ĥयोग ͩकया गया है। अपना उƣर कारण सǑहत बतलाइए।
 (i) ͩकसी देश मɅ Ĥवशे करन ेके ͧलए आपको पासपोट[ या मतदाता पहचानपğ कȧ आवæयकता 

पड़ती है।
 (ii) अवकाश या रͪववार के Ǒदन ͪवɮयालय बदं रहता है।
 (iii) दो रेखाए ँएक दसूरे को एक ǒबदं ुपर काटती हɇ या समातंर होती हɇ।
 (iv) ततृीय भाषा के Ǿप मɅ कोई ͪ वɮयाथȸ ĥɅ च (ĥासंीसी) भाषा या सèंकृत भाषा का चयन 

कर सकता है।
हल (i) यहा ँपर ‘य ा’ अतंͪव[çट है, Èयɉͩक ͩकसी देश मɅ Ĥवशे करने के ͧलए एक åयिÈत के 

पास पासपोट[ और मतदाता पहचान पğ दोनɉ हȣ हो सकते हɇ।
 (ii) यहा ँपर भी ‘ य ा’ अतंͪव[çट है, Èयɉͩक ͪवɮयालय अवकाश के Ǒदन और साथ हȣ साथ 

रͪववार को बदं रहता है।
 (iii) यहा ँपर ‘  या’ अपविज[त है Èयɉͩक ͩक दोनɉ रेखाओ ंके ͧलए यह सभंव नहȣं है ͩक वे 

एक दसूरे को काटɅ और साथ हȣ साथ समातंर भी हɉ।
 (iv) यहा ँभी ‘  या’ अपविज[त है Èयɉͩक कोई ͪवɮयाथȸ ततृीय भाषा के Ǿप मɅ ĥɅ च और सèंकृत 

दोनɉ नहȣं ल ेसकता है।
उपरोÈत उदाहरण के सêूम Ǔनरȣ¢ण स ेǓनàनͧलͨखत Ǔनयम ĤाÜत होता है।

सयंोजक "या" ĤयÈुत ͧमĮ कथन के ͧलए Ǔनयम
1. अतंͪव[çट ‘या’ ĤयÈुत ͧमĮ कथन स×य होता है।, जब उसका कोई एक घटक कथन 

स×य हो’ या उसके दोनɉ हȣ घटक कथन स×य हɉ।
2. अतंͪव[çट ‘या’ ĤयÈुत ͧमĮ कथन अस×य होता है, जब उसके दोनɉ हȣ घटक कथन 

अस×य होत ेहɇ।
उदाहरण के ͧलए नीच ेͧलख ेकथन पर ͪवचार कȧिजए, ‘दो रेखाए ँएक दसूरे को एक ǒबदं ु

पर काटती हɇ या वे समांतर हɇः
इसके घटक कथन Ǔनàनͧलͨखत हɇः

p : दो रेखाए ँएक दसूरे को एक ǒबदं ुपर काटती हɇ।
q : व े(दो रेखाए)ँ समांतर हɇ।

यहा ँयǑद p स×य हɇ तो q अस×य है और यǑद p अस×य है तो q स×य है। अतः ͧमĮ कथन 
स×य है।
एक अÛय कथन पर ͪवचार कȧिजए।

‘सÉंया 125, सÉंया 7 या सÉंया 8 का गणुज है।’
इसके घटक कथन इस Ĥकार हɇ,
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p : सÉंया 125, सÉंया 7 का गणुज है।
q : सÉंया 125, सÉंया 8 का गणुज है।

यहाँ p और q दोनɉ हȣ अस×य हɇ। अतः ͧमĮ कथन भी अस×य है।
एक और कथन पर ͪवचार कȧिजए जो नीच ेǑदया है,

‘ͪवɮयालय बदं है, यǑद आज अवकाश का Ǒदन है या रͪववार है।’
इसके घटक कथन नीच ेǑदए हɇ,

p : ͪवɮयालय बदं है, यǑद आज अवकाश का Ǒदन है।
q : ͪवɮयालय बदं है, यǑद आज रͪववार है।

p और q दोनɉ हȣ स×य हɇ। अतः ͧमĮ कथन स×य है।
एक और कथन पर ͪवचार कȧिजए,

‘मंुबई कोलकाता या कना[टक कȧ राजधानी है।’
इसके घटक नीच ेͧलख ेहɇ,

p : मुबंई, कोलकाता कȧ राजधानी है।
q : मुबंई, कना[टक कȧ राजधानी है।

उपरोÈत दोनɉ हȣ कथन अस×य हɇ। अतः ͧमĮ कथन भी अस×य है।
आइए अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
उदाहरण 8 Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ पहचाǓनए ͩक ͩकस Ĥकार के ‘  या’ का Ĥयोग ͩकया गया है 
और जाँͬ चए ͩक कथन स×य है अथवा अस×य है।
 (i) एक पǐरमये सÉंया है या अपǐरमये सÉंया है।
 (ii) ͩकसी साव[जǓनक पèुतकालय मɅ Ĥवशे हेत ुबÍचɉ को ͪ वɮयालय ɮवारा Ĥदƣ पहचान पğ 

या ͪवɮयालय अͬधकाǐरयɉ ɮवारा ͧलͨखत पğ कȧ आवæयकता पड़ती है।
 (iii) आयत एक चतभुु[ज या एक पाचँ भुजीय बहुभजु होता है।
हल (i) घटक क ान नीच ेǑदए हɇ।
 p :   एक पǐरमये सÉंया है।
 q :   एक अपǐरमये सÉंया है।
यहाँ हमɅ £ात है ͩक Ĥथम कथन अस×य है और ɮͪवतीय कथन स×य है और इस Ĥकार ‘  या’ 
अपविज[त है।
 (ii) घटक कथन Ǔनàनͧलͨखत हɇ
 p : ͩकसी साव[जǓनक पèुतकालय मɅ Ĥवशे हेत ुबÍचɉ को ͪ वɮयालय ɮवारा Ĥदƣ पहचान पğ 

कȧ आवæयकता पड़ती है।
 q : ͩकसी साव[जǓनक पèुतकालय मɅ Ĥवशे हेतु बÍचɉ को ͪवɮयालय अͬधकाǐरयɉ ɮवारा ͧलͨखत 

पğ कȧ आवæयकता पड़ती है।
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यहाँ पèुतकालय मɅ Ĥवशे के ͧ लए बÍचɉ के पास या तो पहचान पğ होना चाǑहए अथवा ͪवɮयालय 
के अͬधकाǐरयɉ ɮवारा ͧलͨखत पğ होना चाǑहए अथवा दोनɉ कȧ Ĥलेख (कागज़ात) हो सकत ेहɇ। 
अतः यहा ँपर ‘  या’ अतंͪव[çट है।
 (iii) यहाँ ‘य  ा’ अपविज[त है। घटक कथनɉ के आधार पर यह कथन स×य है।
14.4.3 पǐरमाणवाचक वाÈयाशं (सूिÈत) (Quantifiers Phrases) "एक एेस ेका अिèत×व है" और 
"सभी के ͧलए/Ĥ×येक के ͧलए" इन दोनɉ ͪवशषे वाÈयाशंɉ को ‘पǐरमाणवाचक वाÈयाशं कहत ेहै।
गͨणतीय कथन मɅ बहुधा आने वाले वाÈयाशंाे ंमɅ एक वाÈयाशं ‘एक एेसे का अिèत×व है’ है। 
उदाहरण के ͧलए कथन ‘एक एसेे आयत का अिèत×व है िजसकȧ भजुाए ँसमान लबंाई कȧ हɇ।’ 
पर ͪवचार कȧिजए। इस कथन का ता×पय[ है ͩक कम से कम एक एेसा आयत है िजसकȧ सभी 
भजुाओ ंकȧ लबंाई समान है।
वाÈयाशं ‘एक एेसे का अिèत×व’ से Ǔनकटèथ वाÈयाशं ‘Ĥ×येक के ͧलए (या सभी ͩक ͧलए)’ है।
आइए इस Ĥकार के एक कथन पर ͪवचार करɅ,

‘Ĥ×येक  अभाÏय सÉंया p के ͧलए,    एक अपǐरमये सÉंया है।’
इसका अथ[ हुआ ͩक यǑद S अभाÏय सÉंयाओ ंका समुÍचय है, तो समÍुच  S के सभी 
अवयव p के ͧलए,    एक अपǐरमये सÉंया है।
åयापक Ǿप से ͩकसी गणतीय कथन मɅ ‘Ĥ×येक के ͧलए’ वाÈयाशं के Ĥयोग से यह अथ[ होता है 
ͩक यǑद ͩकसी समुÍचय मɅ कोई ͪवशषेता है तो उस समुÍचय के सभी अवयवɉ मɅ वह ͪवशषेता 
होनी चाǑहए।
हमɅ यह भी Úयान देना चाǑहए ͩक इस बात का जानना भी मह×वपूण[ है ͩक ͩकसी वाÈय मɅ 
सयंोजक को ठȤक-ठȤक ͩकस èथान पर ͧलखना चाǑहए। उदाहरण के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत दो वाÈयɉ 
कȧ तुलना कȧिजएः
 1. Ĥ×येक धन पणूाɍक x के ͧलए एक एेसे धन पणूाɍक y का अिèत×व है ͩक y < x 

 2. एक धन पणूाɍक y का एेसा अिèत×व है ͩक Ĥ×येक धन पणूाɍक x के ͧलए y < x.

यɮयͪप एेसा Ĥतीत होता है ͩक दोनɉ वाÈयɉ का एक हȣ अथ[ है ͩ कंत ुएसेा नहȣं है। वाèतͪवकता 
तो यह है। ͩ क कथन (1) स×य है जबͩक (2) अस×य है। ͩ कसी गͨणतीय वाÈय (कथन) के अथ[पणू[ 
होन े के ͧलए Ĥतीकɉ (वाÈयाशɉ, सयंोजकɉ) का सहȣ èथान पर ठȤक-ठȤक Ĥयोग ͩकया जाना
आवæयक है।
शÞद "और" तथा ‘  या’ सयंोजक कहलात ेहै तथा "एक एेसा का अिèत×व है" और "Ĥ×येक के ͧलए" 
को पǐरमाणवाचक वाÈयाशं कहत ेहɇ।

इस Ĥकार हमन े देखा ͩक अनेकɉ गͨणतीय कथनɉ मɅ कुछ ͪवͧशçट शÞदɉ/वाÈयाशंɉ का 
Ĥयोग होता है िजनके अथ[ को समझना मह×वपूण[ है, ͪवशषे Ǿप से जब हमɅ ͪवͧभÛन कथनɉ कȧ 
वधैता कȧ जाचँ करनी है।
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Ĥæनावलȣ 14.3

 1. Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथनɉ मɅ पहले सयंोजक शÞदɉ को पहचाǓनए और ͩफर उनको घटक कथनɉ 
मɅ ͪवघǑटत कȧिजएः

 (i) सभी पǐरमये सÉंयाए ँवाèतͪवक सÉंयाए ँहोती हɇ और सभी वाèतͪवक सÉंयाएँ सिàमĮ 
सÉंयाए ँनहȣ ंहोती हɇ।

 (ii) ͩकसी पूणाɍक का वग[ धन या ऋण होता है।
 (iii) रेत (बाल)ू धपू मɅ शीē गम[ हो जाती है और राǒğ मɅ शीē ठंडी नहȣ ंहोती है।
 (iv) x = 2 और x = 3, समीकरण 3x2 – x–10 = 0 के मलू हɇ।
 2. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ पǐरमाणवाचक वाÈयाशं पहचाǓनए और कथनɉ के Ǔनषधेन ͧलͨखएः
 (i) एक एसेी सÉंया का अिèत×व है, जो अपने वग[ के बराबर है।
 (ii) Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया x के ͧलए, x, (x + 1) स ेकम होता है।
 (iii) भारत के हर एक राÏय/Ĥदेश के ͧलए एक राजधानी का अिèत×व है।
 3. जाँͬ चए ͩक Èया नीच ेͧलख ेकथनɉ के जोड़ े(यÊुम) एक-दसूरे के Ǔनषधेन हɇ। अपन ेउƣर के 

ͧलए कारण भी बतलाइएः
 (i) Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंयाओ ंx और y के ͧलए x + y = y + x स×य है।
 (ii) एसेी वाèतͪवक सÉंयाओ ंx और y का अिèत×व है िजनके ͧलए x + y = y + x स×य है।
 4. बतलाइए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ ĤयÈुत ‘  या’ ‘अपविज[त’ है अथवा ‘अतंͪव[çट’ है। अपने 

उƣर के ͧलए कारण भी बतलाइएः
 (i) सयू[ उदय होता है या चġंमा अèत होता है।
 (ii) Ĝाइͪवगं लाइसɅस के आवदेन हेत ुआपके पास राशन काड[ या पासपोट[ होना चाǑहए।
 (iii) सभी पणूाɍक धन या ऋण होत ेहɇ।
14.5  अतंभा[व/सĤǓतबधं कथन (Implications/Conditional Statements)

इस अनÍुछेद हम अतंभा[व "यǑद-तो", "केवल यǑद" और "यǑद और केवल यǑद" पर ͪवचार-ͪवमश[ 
करɅगे।

"यǑद-तो" से यÈुत कथनɉ का Ĥयोग बहुत सामाÛय है। उदाहरण के ͧलए नीच ेͧलख ेकथन 
पर ͪवचार कȧिजए

 r: यǑद आपका जÛम ͩकसी देश मɅ हुआ है, तो आप उस देश के नागǐरक हɇ। हम देखत ेहɇ 
ͩक यह Ǔनàनͧलͨखत दो कथनɉ p और q के सǺश है,

p ः आपका जÛम ͩकसी देश मɅ हुआ है।
 q ः आप उस देश के नागǐरक हɇ।

तब कथन "यǑद p तो q" यह बतलाता है ͩक उस दशा मɅ जब p स×य हो, तो q अǓनवाय[ 
Ǿप से स×य होगा।
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कथन ‘यǑद p तो q’ स ेसबंंͬ धत एक सबसे मह×वपूण[ तØय यह है ͩक यǑद p अस×य है 
तो यह q के बारे मɅ कुछ नहȣं कहता। उदाहरणाथ[ उपरोÈत कथन मɅ यǑद आपका जÛम ͩकसी 
देश मɅ नहȣं हुआ है तो आप q के सबंधं मɅ कुछ नहȣं कह सकत ेहɇ। दसूरे शÞदɉ मɅ p के घǑटत 
नहȣं होने का q के घǑटत होने पर कोई Ĥभाव नहȣं पड़ता है।

कथन "यǑद p, तो q’’ के बारे मɅ एक अÛय तØय भी नोट कȧिजए ͩक इस कथन मɅ यह 
अतंǓन[Ǒहत नहȣं है ͩक p घǑटत होता है।

कथन "यǑद p, तो q" को समझन ेके अनके तरȣके हɇ। हम इन तरȣकɉ को Ǔनàनͧलͨखत 
कथन के माÚयम स ेèपçट करɅगे।

यǑद कोई सÉंया 9 कȧ गणुज है, तो वह 3 कȧ भी गणुज है।
मान लȣिजए ͩक p और q Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ को Ĥगट करत ेहɇ,

p : कोई सÉंया 9 कȧ गणुज है।
q : वह सÉंया 3 कȧ भी गणुज है।

इस Ĥकार कथन ‘यǑद p, तो q’ Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के स ान हैः
 1. ‘p अतंभा[व q’ को p  q से Ĥकट ͩकया जाता है। Ĥतीक ‘ ’ अतंभा[व (सĤǓतबधं कथन) के 

ͧलए Ĥयोग ͩकया जाता है। इसका अथ[ यह ͩक कथन ‘कोई सÉंया 9 कȧ गणुज है’ मɅ यह 
कथन अतंǓन[Ǒहत है ͩक ‘वह सÉंया 3 कȧ भी गणुज है’।

 2. ‘p पया[Üत ĤǓतबधं है q के ͧ लए’। इसका अथ[ हुआ ͩक यह £ात होना ͩ क सÉंया 9 कȧ गणुज 
है, पया[Üत है यह Ǔनçकष[ Ǔनकालने के ͧलए ͩक वह सÉंया 3 कȧ भी गणुज है।

 3. ‘p केवल यǑद q’
  इसका अथ[ हुआ ͩक कोई सÉंया 9 कȧ गुणज है, केवल यǑद वह सÉंया 3 कȧ भी गणुज 

है।
 4. ‘q अǓनवाय[ ĤǓतबधं है p के ͧलए।’
  इसका अथ[ हुआ ͩक जब कोई सÉंया 9 कȧ गणुज है, तो वह सÉंया अǓनवाय[ Ǿप से 3 कȧ 

भी गणुज है।
 5. ‘~ q अतंभा[व ~ p’
 इसका अथ[ हुआ ͩक यǑद कोई सÉंया 3 कȧ गणुज नहȣं है, तो वह सÉंया 9 कȧ भी गणुज नहȣं 

है।
14.5.1 ĤǓतधना×मक और ͪवलोम (Contrapositive and Converse) ĤǓतधना×मक और ͪवलोम 
Ǔनिæचत Ǿप स ेकुछ अÛय कथन हɇ, िजÛहɅ वाÈयाशं ‘यǑद-तो’ से ĤयÈुत कथन से (ɮवारा) रͬचत 
ͩकया जा सकता है।
उदाहरणाथ[ नीच ेǑदए वाÈयाशं ‘यǑद-तो’ वाले कथन पर ͪवचार कȧिजए,
यǑद भौǓतक वातावरण मɅ पǐरवत[न होता है तब जैͪ वक वातावरण पǐरवǓत[त हो जाता है।
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इस कथन का ĤǓतधना×मक कथन
‘‘यǑद जैͪ वक वातावरण मɅ पǐरवत[न नहȣं होता है तब भौǓतक वातावरण पǐरवǓत[त नहȣं होता है।’’
नोट कȧिजए ͩक ये दोनɉ कथन एक हȣ (समान) अथ[ åयÈत करत ेहɇ।
इस बात को समझन ेके ͧलए आइए कुछ और उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ।
उदाहरण 9 Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के ĤǓतधना×मक कथन ͧलͨखएः
 (i) यǑद एक सÉंया 9 स ेभाÏय है, तो वह 3 स ेभी भाÏय है।
 (ii) यǑद आप भारत मɅ जÛमे हɇ, तो आप भारत के एक नागǐरक हɇ।
 (iii) यǑद एक ǒğभजु समबाहु है, तो समɮͪवबाहु भी है।
हल उपरोÈत तीन कथनɉ के ĤǓतधना×मक कथन इस Ĥकार है,
 (i) यǑद एक सÉंया 3 स ेभाÏय नहȣं है, तो वह 9 स ेभी भाÏय नहȣ ंहै।
 (ii) यǑद आप भारत के नागǐरक नहȣ ंहɇ, तो आप भारत मɅ नहȣं जÛम ेहɇ।
 (iii) यǑद एक ǒğभजु समɮͪवबाहु नहȣ ंहै, तो वह समबाहु भी नहȣ ंहै।
उपरोÈत उदाहरण दशा[त ेहɇ ͩक कथन ‘यǑद p, तो q’ का ĤǓतधना×मक कथन ‘यǑद q-नहȣ,ं तो 
p-नहȣं’ अथा[त ् ् ‘यǑद ~ q, तो ~ p’ है। इसके बाद हम ‘ͪवलोम’ कहलान ेवाले एक और पद पर 
ͪवचार करɅगे।
Ǒदए हुए कथन ‘यǑद p, तो q’ का ͪवलोम कथन, यǑद q तब p है।
उदाहरण के ͧलए कथन p‘यǑद एक सÉंया 10 स ेभाÏय है तो वह (सÉंया) 5 स ेभी भाÏय है।’ 
का ͪवलोम कथन q’ यǑद एक सÉंया 5 स ेभाÏय है, तो वह (सÉंया) 10 स ेभी भाÏय है।’
उदाहरण 10 Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के ͪवलोम ͧलͨखएः
 (i) यǑद एक सÉंया n सम है, तो n2 भी सम है।
 (ii) यǑद आप सभी Ĥæनɉ को पिुèतका मɅ हल करɅ, तो आपको क¢ा मɅ A-Ēेड ͧमलेगा।
 (iii) यǑद दो पणूाɍक a और b इस Ĥकार हɇ ͩक a > b, तो (a – b) सदैव एक धन 

पूणाɍक है।
हल इन कथनɉ के ͪवलोम नीच ेͧलख ेहɇ,
 (i) यǑद सÉंया n2 सम है, तो n भी सम है।
 (ii) यǑद आपको क¢ा मɅ A-Ēेड ͧमला है, तो आपन ेसभी Ĥæनɉ को पिुèतका मɅ हल 

ͩकया है।
 (iii) यǑद दो पूणाɍक a और b इस Ĥकार हɇ ͩक (a – b) सदैव एक धन पणूाɍक है, तो

a > b. आइए कुछ और उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ।
उदाहरण 11 Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथनɉ मɅ से Ĥ×येक के ͧलए पहले सगंत घटक कथनɉ को पहचाǓनए 
और ͩफर जाँͬ चए ͩक Èया कथन स×य है अथवा नहȣ।ं
 (i) यǑद ǒğभजु ABC समबाहु है, तो वह (ǒğभजु) समɮͪवबाहु है।
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 (ii) यǑद a और b पणूाɍक हɇ, तो ab एक पǐरमये सÉंया है।
हल  (i) घटक कथन नीच ेͧलखɅ हɇ,
 p : ǒğभजु ABC समबाहु है।
 q : ǒğभजु समɮͪवबाहु है।
Èयɉͩक एक समबाहु ǒğभजु समɮͪवबाहु भी होता है, अतः Ǒदया हुआ कथन स×य है।
 (ii) यहा ँघटक कथन इस Ĥकार है,
 p : a और b पणूाɍक हɇ।
 q : ab एक पǐरमये सÉंया है।
Èयɉͩक दो पूणाɍकɉ का गणुनफल एक पूणाɍक होता है और इसͧलए एक पǐरमये सÉंया भी होता 
है, अतः ͧमĮ कथन स×य है।
वाÈय शं ‘यǑद और केवल यǑद’, Ĥतीक    ɮवारा Ĥकट ͩकया जाता है और Ǒदए हुए कथन p 
और q के ͧलए इसके Ǔनàनͧलͨखत समतãुय Ǿप हɇ।
 (i) ‘p यǑद और केवल यǑद q’
 (ii) ‘q यǑद और केवल यǑद p’
 (iii) ‘p अǓनवाय[ और पया[Üत ĤǓतबधं है q के ͧलए’ और इसका ͪवलोम (उलटा)
 (iv) p   q

यहाँ Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण पर ͪवचार करत ेहɇ।
उदाहरण 12 नीच ेदो कथन यÊुम Ǒदए हɇ। Ĥ×येक कथन यÊुम वाÈयाशं ‘यǑद और केवल यǑद’ के 
Ĥयोग ɮवारा सिàमͧलत कȧिजए।
 (i) p: यǑद कोई आयत एक वग[ है, तो उसकȧ चारɉ भजुाए ँबराबर लबंाई कȧ हɇ।
यǑद ͩकसी आयत कȧ चारɉ भजुाए ँबराबर लबंाई कȧ है, तो आयत एक वग[ है।
 (ii) q: यǑद ͩकसी सÉंया के अकंɉ का योगफल 3 स ेभाÏय है, तो वह सÉंया भी 3 से 
भाÏय है।
q: यǑद एक सÉंया 3 स ेभाÏय है, तो उस सÉंया के अकंɉ का योगफल भी 3 स ेभाÏय है।
हल (i) कोई आयत एक वग[ है यǑद और केवल यǑद उसकȧ चारɉ भजुाओ ंकȧ लबंाई बराबर है।
 (ii) एक सÉंया 3 स ेभाÏय है यǑद और केवल यǑद उस सÉंया के अकंɉ का योगफल 3 से 

भाÏय है।
Ĥæनावलȣ 14.4

 1. Ǔनàनͧलͨखत कथन को वाÈयाशं ‘यǑद-तो’ का Ĥयोग करत ेहुए पाचँ ͪ वͧभÛन Ǿप मɅ इस Ĥकार 
ͧलͨखए ͩक उनके अथ[ समान हɉ।

  यǑद एक Ĥाकृत सÉंया ͪवषम है तो उसका वग[ भी ͪवषम है।
 2. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के ĤǓतधना×मक और ͪवलोम कथन ͧलͨखएः
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 (i) यǑद x एक अभाÏय सÉंया है, तो x ͪवषम है।
 (ii) यǑद दो रेखाए ँसमातंर हɇ, तो व ेएक दसूरे को एक समतल मɅ नहȣ ंकाटती हɇ।
 (iii) ͩकसी वèत ुके ठंड ेहोन ेका ता×पय[ (अतंभा[व) है ͩक उसका तापĐम कम है।
 (iv) आप ÏयाͧमǓत ͪ वषय को आ×मसात नहȣं कर सकत ेयǑद आपको यह £ान नहȣं है ͩ क 

Ǔनगमना×मक ͪववचेन ͩकस Ĥकार ͩकया जाता है।
 (v) x एक सम सÉंया है स ेता×पय[ (अतंभा[व) है ͩक x सÉंया 4 स ेभाÏय है।
 3. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ स ेĤ×येक को ‘यǑद-तो’ Ǿप मɅ ͧलͨखएः
 (i) आपको नौकरȣ (काम) ͧमलन े का ता×पय[ (अतंभा[व) है ͩक आपकȧ ͪवæवसǓनयता 

अÍछȤ है।
 (ii) केले का पड़े फूलेगा यǑद वह एक माह तक गरम बना रहे।
 (iii) एक चतभुु[ज समातंर चतुभु[ज है यǑद उसके ͪवकण[ एक-दसूरे को समɮͪवभािजत करɅ।
 (iv) क¢ा मɅ A Ēेड पाने के ͧलए यह अǓनवाय[ है ͩक आप पèुतक के सभी Ĥæनɉ को सरल 

कर लेत ेहɇ।
 4. नीच े(a) और (b) मɅ Ĥदƣ कथनɉ मɅ से Ĥ×येक के (i) मɅ Ǒदए कथन का ĤǓतधना×मक और 

ͪवलोम कथन पहचाǓनए।
 (a) यǑद आप Ǒदãलȣ मɅ रहत ेहɇ तो आपके पास जाड़ ेके कपड़ ेहɇ।
 (i) यǑद आपके पास जाड़ ेके कपड़ ेनहȣ ंहɇ, तो आप Ǒदãलȣ मɅ नहȣं रहत ेहɇ।
 (ii) यǑद आपके पास जाड़ ेके कपड़ ेहɇ, तो आप Ǒदãलȣ मɅ रहत ेहɇ।
 (b) यǑद एक चतभुु[ज समातंर चतुभु[ज है, तो उसके ͪवकण[ एक-दसूरे को समɮͪवभािजत 

करत ेहɇ।
 (i) यǑद ͩकसी चतुभु[ज के ͪवकण[ एक-दसूरे को समɮͪवभािजत नहȣं करत ेहɇ, तो चतभुु[ज 

एक समांतर चतभुु[ज नहȣं हɇ।
 (ii) यǑद चतुभु[ज के ͪ वकण[ एक दसूरे को समɮͪवभािजत करत ेहɇ तो वह समातंर चतभुु[ज 

है।
14.6  कथनɉ कȧ वधैता को Ĥमाͨणत (स×याͪपत) करना (Validating Statements)

इस अनÍुछेद मɅ हम इस बात पर ͪवचार करɅग ेͩक एक कथन ͩकन िèथǓतयɉ मɅ स×य होता है। 
उपरोÈत Ĥæन का उƣर जानन ेके ͧलए हमɅ Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ का उƣर जानना आवæयक है।

Ĥदƣ कथन का अथ[ Èया हɇ? यह कहन ेका Èया अथ[ है ͩक कब कथन स×य है और कब 
अस×य है?

ऊपर ͧलख ेĤæनɉ के उƣर इस बात पर Ǔनभ[र करत ेहɇ ͩक Ĥदƣ कथन मɅ "और" तथा ‘  या’ 
मɅ से सयंोजक शÞद का अथवा "यǑद और केवल यǑद" तथा "यǑद-तो" मɅ से ͩकस ĤǓतबधं का 
अथवा "Ĥ×येक के ͧलए" तथा "एक एेसा का अिèत×व है" मɅ स ेͩकस पǐरमाणवाचक वाÈयाशं का 



358 गͨणत

Ĥयोग ͩकया गया है।
यहा ँपर इन ͩकसी कथन कȧ वधैता £ात करन ेके ͧलए कुछ ĤͩĐयाओ ंपर ͪवचार करɅगे।

अब हम यह जाँचन ेके ͧलए ͩक कोई कथन स×य है या नहȣ,ं कुछ सामाÛय Ǔनयमɉ कȧ सूची 
बनात ेहɇ।
Ǔनयम 1 यǑद p तथा q गͨणतीय कथन हɇ, तो यह ͧसɮध करन ेके ͧलए ͩक कथन "p और q" 

स×य है, हम Ǔनàनͧलͨखत चरणɉ का अनसुरण करत ेहɇ।
 चरण 1 दशा[इए ͩक कथन p स×य है
 चरण 2 दशा[इए ͩक कथन q स×य है
Ǔनयम 2 ‘सयंोजक ‘  या’ से ĤयÈुत कथन’
 यǑद p तथा q गͨणतीय कथन हɇ, तो कथन "p या q" को स×य ͧसɮध करन ेके ͧलए 

हम Ǔनàनͧलͨखत िèथǓतयɉ मɅ स ेͩकसी एक को स×य Ĥमाͨणत करत ेहɇ।
 िèथǓत 1 यह मानत ेहुए ͩक p अस×य है, q को अǓनवाय[तः स×य Ĥमाͨणत कȧिजए।
 िèथǓत 2 यह मानत ेहुए ͩक q अस×य है, p को अǓनवाय[तः स×य Ĥमाͨणत कȧिजए।
Ǔनयम 3 वाÈयाशं ‘‘यǑद-तो’’ स ेĤयÈुत कथन
 कथन ‘यǑद p, तो q’ को स×य ͧसɮध करन ेके ͧलए हम Ǔनàनͧलͨखत िèथǓतयɉ मɅ 

से ͩकसी एक को स×य Ĥमाͨणत करत ेहɇ।
 िèथǓत 1 यह मानत ेहुए ͩक p स×य है, q को अǓनवाय[तः स×य Ĥमाͨणत कȧिजए 

(Ĥ×य¢ ͪवͬध)।
 िèथǓत 2 यह मानत ेहुए ͩ क q अस×य है, p को भी अǓनवाय[तः अस×य Ĥमाͨणत 

कȧिजए (ĤǓतधना×मक ͪवͬध)।
Ǔनयम 4 वाÈयाशं (ĤǓतबधं) "यǑद और केवल यǑद" से ĤयÈुत कथन
 कथन "p, यǑद और केवल यǑद q" को स×य ͧसɮध करन ेके ͧलए हमɅ यह Ĥमाͨणत 

करने कȧ आवæयकता है ͩक,
  (i) यǑद p स×य है तो q स×य है और (ii) यǑद q स×य है, तो p स×य है।
आइए हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
उदाहरण 13  जाँͬ चए ͩक नीच ेǑदया गया कथन स×य हɇ अथवा नहȣं।
यǑद x, y Z इस Ĥकार हɇ ͩक x तथा y ͪवषम हɇ, तो xy भी ͪवषम है।
हल  यहाँ p : x, y Z, इस Ĥकार हɇ ͩक x तथा y ͪवषम हɇ।
  q : xy ͪवषम हɇ।

Ĥदƣ कथन कȧ वधैता को जाचँन ेके ͧलए हम Ǔनयम 3 कȧ िèथǓत 1 का Ĥयोग करत ेहɇ 
अथा[त ् ्यह मानत ेहुए ͩक p स×य है हम q को अǓनवाय[तः स×य Ĥमाͨणत करत ेहɇ।

 p स×य है अथा[त ् ्x तथा y ͪवषम पूणाɍक हɇ। अतः
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 x = 2m + 1 ͩकसी पणूाɍक m के ͧलए।
 y = 2m + 1 ͩकसी पणूाɍक n के ͧलए।
अतः
 xy = (2m + 1) (2n + 1)

 = 2(2mn + m + n) + 1

इससे èपçट है ͩक xy भी ͪवषम है। इसͧलए Ĥदƣ कथन स×य है।
मान लȣिजए ͩक हम Ǔनयम 3 कȧ िèथǓत 2 के Ĥयोग ɮवारा जाचँ करना चाहत ेहɇ, तो हमɅ, 

Ǔनàनͧलͨखत ͪवͬध का Ĥयोग करना चाǑहए।
हम मानत ेहɇ ͩक q स×य नहȣ ंहै। इसका ता×पय[ है ͩक हमɅ कथन q के Ǔनषधेन पर ͪवचार 

करना चाǑहए।
इस Ĥकार Ǔनàनͧलͨखत कथन ĤाÜत होता है,

~ q : गणुनफल x y सम है।
यह केवल तभी सभंव है जब x अथवा y सम हɉ िजसस ेयह Ĥमाͨणत होता है ͩक p स×य नहȣं 
है। अतः हमन ेयह दशा[ Ǒदया ͩक

~ q ~ p
ǑटÜपणी   उपरोÈत उदाहरण यह èपçट करता है ͩक कथन  p  q को ͧसɮध करने के ͧलए 
कथन ~ q ~ p ͧसɮध कर देना पया[Üत है, जो ͩक Ĥदƣ कथन का ĤǓतधना×मक कथन है।

उदाहरण 14 Ǔनàनͧलͨखत कथन के ĤǓतधना×मक कथन का जाचँ कर यह £ात कȧिजए ͩक Ĥदƣ 
कथन स×य है अथवा अस×य है;
‘यǑद x, y Z इस Ĥकार ͩक xy ͪवषम हɇ, तो x तथा y भी ͪवषम है।’
हल आइए हम कथनɉ को नीच ेǑदए नाम से सबंोͬधत करɅ,

p : x y ͪवषम हɇ।
q : x तथा y दोनɉ हȣ ͪवषम हɇ।

हमɅ ĤǓतधना×मक कथन ~ q ~ p को जाचँ कर £ात करना है ͩक कथन  p  q स×य 
है अथवा नहȣ।ं
अब, ~ q = यह अस×य है ͩक x तथा y दोनɉ ͪवषम है। 
इसका अथ[ यहȣ हुआ ͩक x (अथवा y) सम है।
तो, x = 2n जहा ँn एक पूणाɍक है।
अतः  xy = 2ny, यह दशा[ता है ͩक xy सम है। अथा[त ् ्~ p स×य है।
इस Ĥकार हमन े~ q ~ p को ͧसɮध कर Ǒदया है, अतः Ĥदƣ कथन स×य है।

अब हम ͪवचार करत ेहɇ ͩक जब एक सĤǓतबधं कथन और उसके ͪवलोम कथन को ͧमलाते 
हɇ तो Èया होता है।
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Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ पर ͪवचार कȧिजए
p : एक ͬगलास आधा खालȣ है।
q : एक ͬगलास आधा भरा है।

हमɅ £ात है ͩक यǑद पहला कथन घǑटत होगा तो दसूरा भी घǑटत होगा। इस तØय को 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से åयÈत कर सकत ेहɇ।

यǑद एक ͬगलास आधा खालȣ है, तो वह आधा भरा है, यǑद एक ͬगलास आधा भरा है, तो 
वह आधा खालȣ है। हम इन दोनɉ कथनɉ को ͧमलात ेहɇ और Ǔनàनͧलͨखत कथन ĤाÜत करत ेहɇ।

एक ͬगलास आधा खालȣ है यǑद और केवल यǑद यह आधा भरा है।
इसके बाद हम एक अÛय ͪवͬध पर ͪवचार करɅगे।

14.6.1 ͪवरोधोिÈत ɮवारा (By Contradiction) इस ͪवͬध मɅ यह ͧसɮध करने के ͧलए ͩक कोई 
(Ĥदƣ) कथन p स×य है हम यह मान लते ेहɇ ͩक p स×य नहȣं है। अथा[त ् ्~ p स×य है। इस Ĥकार 
हम एक एसेे Ǔनçकष[ पर पहँुचत ेहɇ जो हमारȣ माÛयता (पवू[धारणा) का खडंन करता है। पǐरणामतः 
p को स×य होना चाǑहए।

नीच ेसरल ͩकए उदाहरण को देͨखएः
उदाहरण 15 ͪवरोधोिÈत ɮवारा Ǔनàनͧलͨखत कथन को स×याͪपत कȧिजए,

‘ एक अपǐरमये सÉंया है।’
हल इस ͪवͬध मɅ हम यह मान लेत ेहै ͩक Ĥदƣ कथन अस×य है। अथा[त ् ्‘  एक अपǐरमे 
सÉंया नहȣ ंहै।’ ता×पय[ यह हुआ ͩक ‘   पǐरमये है।’
अतः दो एसे पणूाɍक a तथा b का अिèत×व है ͩक   , जहा ँa तथा b मɅ कोई समापवत[क 
(उभयǓनçठ गणुनखडं) नहȣ है।
उपरोक्  समीकरण का वग[ करन ेपर

    a2 = 7b2    सÉंया 7, सÉंया a को ͪवभािजत करती है। इसͧलए एक एेसे पणूाɍक c का 

अिèत×व है ͩक a = 7c

इस Ĥकार a2 = 9c2   औ   a2 = 7b2

अतः 7b2 = 49c2  b2 = 7c2  सÉंया 7, सÉंया b को ͪवभािजत करती है। ͩकंत ुहमɅ £ात है ͩक 
सÉंया 7, सÉंया a को भी ͪवभािजत करती है। इसका ता×पय[ हुआ ͩ क सÉंया 7, सÉंयाओ ंa तथा 
b का समापवत[क है, जो हमारȣ माÛयता ͩक ‘a तथा b मɅ कोई समापव[तक नहȣं है’ का खडंन 
है।इससे èपçट होता है ͩक यह माÛयता ͩक ‘   पǐरमये है’ अस×य है। अतः Ĥदƣ कथन ͩक 
‘  एक अपǐरमये सÉंया है’ स×य है।

इसके उपरातं हम एक और ͪवͬध पर ͪवचार करɅगे, िजसके ɮवारा हम ͧसɮध कर सकत ेहɇ 
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ͩक एक Ĥदƣ कथन अस×य है। इस ͪवͬध मɅ हम एक एेसी दशा (िèथǓत) का उदाहरण Ĥèततु 
करत ेहɇ, िजसमɅ Ĥदƣ कथन वधै नहȣं होता है। इस Ĥकार के उदाहरण को ‘‘Ĥ×यदुाहरण’’ कहत ेहै। 
यह नाम èवय ंहȣ सकेंत करता है ͩक यह उदाहरण Ĥदƣ कथन का खडंन करता है।
उदाहरण 16  एक Ĥ×यदुाहरण ɮवारा ͧसɮध कȧिजए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथन अस×य है,

‘यǑद n एक ͪवषम पणूाɍक है, तो n एक अभाÏय सÉंया है।’
हल Ĥदƣ कथन ‘यǑद p, तो q’ के Ǿप का है। हमɅ इसे अस×य ͧसɮध करना है िजसके ͧलए हमɅ 
यह दशा[ना है ͩ क ‘यǑद p, तो ~ q’ है। इसके ͧ लए हमɅ ͩ कसी एक एेस ेͪ वषम पूणाɍक को खोजना है, 
जो अभाÏय नहȣं हो। सÉंया 9 इस Ĥकार का एक ͪवषम पूणाɍक है। अतः सÉंया 9 एक Ĥ×यदुाहरण 
है और हम Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ ͩक Ĥदƣ कथन अस×य है।

इस Ĥकार हमनɅ कुछ ͪवͬधयɉ पर ͪवचार ͩकया िजनके Ĥयोग ɮवारा हम यह £ात करत ेहɇ 
ͩक एक Ĥदƣ कथन स×य है अथवा नहȣं।
ǑटÜपणी गͨणत मɅ Ĥ×यदुाहरणɉ का Ĥयोग ͩकसी कथन को अèवीकार करन ेके ͧलए ͩकया 
जाता है। तथाͪप ͩकसी कथन के अनमुोदन मɅ उदाहरणɉ को Ĥèतुत करन ेस ेकथन कȧ वधैता 
Ĥमाͨणत नहȣ ंहोती है।

Ĥæनावलȣ 14.5

 1. ͧसɮध कȧिजए ͩक कथन यǑद x एक एसेी वाèतͪवक सÉंया है ͩक x3 + 4x = 0, तो x = 0

 (i) Ĥ×य¢ ͪवͬध ɮवारा (ii) ͪवरोधोिÈत ɮवारा (iii) ĤǓतधना×मक कथन ɮवारा।
 2. Ĥ×युदाहरण ɮवारा ͧसɮध कȧिजए ͩक कथन "ͩकसी भी एेसी वाèतͪवक संÉयाओं 

a और b के ͧलए, जहा ँa2 = b2, का ता×पय[ है ͩक a = b" स×य नहȣ ंहै।
 3. ĤǓतधना×मक ͪवͬध ɮवारा ͧसɮध कȧिजए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथन स×य है,
 p: यǑद x एक पूणाɍक है और x2 सम है, तो x भी सम है।’
 4. Ĥ×यदुाहरण ɮवारा ͧसɮध कȧिजए ͩक Ǔनàनͧलͨखत कथन स×य नहȣ ंहै,
 (i) p: यǑद ͩकसी ǒğभजु के कोण समान हɇ, तो ǒğभजु एक अͬधक कोण ǒğभजु है।
 (ii) q: समीकरण x2 – 1 = 0 के मलू 0 और 2 के बीच िèथत नहȣं है।
 5. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ स ेकौन से स×य हɇ और कौन से अस×य हɇ? Ĥ×येक दशा मɅ अपने 

उƣर के ͧलए वधै कारण बतलाइएः
 (i) p: ͩकसी वƣृ कȧ Ĥ×येक ǒğÏया वƣृ कȧ जीवा होती है।
 (ii) q: ͩकसी वƣृ का कɅ ġ वƣृ कȧ Ĥ×येक जीवा को समɮͪवभािजत करता है।
 (iii) r: एक वƣृ, ͩकसी दȣघ[वƣृ कȧ एक ͪवशषे िèथǓत है।
 (iv) s: यǑद x और y एेस ेपणूाɍक है ͩक x > y, तो –x < –y है।
 (v) t:   एक पǐरमये सÉंया है।
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ͪवͪवध उदाहरण
उदाहरण 17 जाँͬ चए ͩक Ǔनàनͧलͨखत ͧमĮ कथन मɅ ĤयÈुत ‘  या’ अपविज[त है अथवा अतंͪव[çट 
है। अपने उƣर को तक[  सगंत (उͬचत) ͧसɮध कȧिजएः

t: जब वषा[ होती है, आप भीग जात ेहɇ, या जब आप नदȣ मɅ होत ेहɇ, आप भीग जात ेहɇ।’
तदोपरातं ͧमĮ कथन के घटक कथन ͧलͨखए और उनका Ĥयोग यह जाचँन ेके ͧलए कȧिजए ͩक 
ͧमĮ कथन स×य है अथवा नहȣ।ं
हल Ĥदƣ कथन मɅ ĤयÈुत ‘  या’ अतंͪव[çट है, Èयɉͩक यह सभंव है ͩक वषा[ हो रहȣ है और आप 
नदȣ मɅ हɉ।
Ĥदƣ कथन के घटक कथन नीच ेǑदए हɇ,
 p : जब वषा[ होती है आप भीग जात ेहɇ।
 q : जब आप नदȣ मɅ होत ेहɇ आप भीग जात ेहɇ।
यहाँ दोनɉ घटक कथन स×य हɇ और इसͧलए ͧमĮ कथन भी स×य है।
उदाहरण 18 Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के Ǔनषधेन ͧलͨखएः
 (i) p: Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया x के ͧलए, x2 > x

 (ii) q: एक एेसी पǐरमये सÉंया x का अिèत×व है ताͩक x2 = 2

 (iii) r: Ĥ×येक प¢ी के पखं होत ेहɇ।
 (iv) s: Ĥारंͧभक èतर पर Ĥ×येक ͪवɮयाथȸ गͨणत का अÚययन करता है।
हल मान लȣिजए ͩक Ǒदए गए कथन को p ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। तब p का Ǔनषधेन ‘‘यह 
अस×य है ͩक p स×य है’’ होगा, अथा[त ् ्ĤǓतबधं x2 > x Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया के ͧलए लाग ूनहȣं 
होता है। इस बात को इस Ĥकार åयÈत कर सकत ेहɇ,

~p: एक एसेी वाèतͪवक सÉंया x का अिèत×व है ताͩक x2 < x है।
 (ii) मान लȣिजए ͩक

q = एक एसेी पǐरमये सÉंया x का अिèत×व है ͩक x2 = 2

अतः q = एेसी (ͩकसी) पǐरमये सÉंया x का अिèत×व नहȣ ंहै ͩक x2 = 2

िजसे इस Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है,
 ~p  Ĥ×येक (सभी) पǐरमये सÉंया x के ͧलए x2  2 

 (iii) Ĥदƣ कथन का Ǔनषधेन नीच ेͧलखा है,
  ~r: एक एेस ेप¢ी का अिèत×व है, िजसके पखं नहȣं होत ेहɇ।’
 (iv) Ĥदƣ कथन का Ǔनषधेन इस Ĥकार है,
  ~s: एक एेस ेͪवɮयाथȸ का अिèत×व है जो Ĥारंͧभक èतर पर गͨणत का अÚययन नहȣं 

करता है।’
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उदाहरण 19 वाÈयाशं ‘‘अǓनवाय[ और पया[Üत’’ का Ĥयोग करके Ǔनàनͧलͨखत कथन को पनुः 
ͧलͨखए। तथा इसकȧ वधैता कȧ जाचँ भी कȧिजए।
‘‘पणूाɍक n ͪवषम है यǑद और केवल यǑद n2 ͪवषम है।’’
हल पूणाɍक n के ͪ वषम होन ेके ͧ लए अǓनवाय[ और पया[Üत ĤǓतबधं है ͩ क n2 अǓनवाय[तः ͪ वषम हो।
मान लȣिजए ͩक p तथा q Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ को ǓनǾͪपत करत ेहɇ,
 p : पणूाɍक n ͪवषम है।
 q : n2 ͪवषम है।
तो ‘p यǑद और केवल यǑद q’ Ĥदƣ कथन को ǓनǾͪपत करता है और िजसकȧ वधैता जाचँन ेके 
ͧलए हमɅ यह जाचँना पड़गेा ͩक Èया कथन ‘‘यǑद p, तो q’’ तथा ‘‘यǑद q, तो p’’ स×य है।
िèथǓत 1 ‘यǑद p, तो q’
यǑद p, तो q कथन ‘यǑद पणूाɍक n ͪवषम है, तो n2 ͪवषम है।’ को ǓनǾͪपत करता है। हमɅ £ात 
करना है ͩक Èया यह कथन स×य है। 
मान लȣिजए ͩक n ͪवषम है। तब n = 2k + 1 जहा ँk एक पणूाɍक है।
इस Ĥकार n2 = (2k + 1)2

 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

अतः  n2 ͪवषम है।
िèथǓत 2 यǑद q, तो p

कथन ‘यǑद n एक पणूाɍक है और n2 ͪवषम है, तो n ͪवषम है।’ यǑद q, तो p ɮवारा ǓनǾͪपत होता 
है। हमɅ £ात करना है ͩक Èया यह कथन स×य है। इस े£ात करन ेके ͧलए हम ĤǓतधना मक 
ͪवͬध का Ĥयोग करɅगे। (अथा[त ् ्~ p    ~ q)
उपरोÈत कथन का ĤǓतधना×मक कथन नीच ेͧलखा है,
‘यǑद n एक सम पणूाɍक है, तो n2 भी एक सम पूणाɍक है।’
n एक सम पणूाɍक है इसͧलए n = 2k, जहा ँk एक पणूाɍक है। अतः n2 = 4k2 = 2(2k2)  Ǔनçकष[तः n2 

सम है।
उदाहरण 20 Ǔनàनͧलͨखत कथन के ͧलए अǓनवाय[ तथा पया[Üत ĤǓतबधंɉ को £ात कȧिजए।

t: यǑद आप 80 km ĤǓत घटंा कȧ अͬधक गǓत से गाड़ी चलात ेहɇ तो आपको जमुा[ना लगेगा। 
हल मान लȣिजए ͩक p और q Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ को Ĥकट करत ेहɇ।

p: यǑद आप 80 km ĤǓत घटंा कȧ अͬधक गǓत स ेगाड़ी चलात ेहɇ।
q: आपको जमुा[ना होगा।

ĤǓतबधं यǑद p तो q दशा[ता है ͩक p, q के ͧलए पया[Üत ĤǓतबधं है। अथा[त ् ्जमुा[ना होने के 
ͧलए, 80 ͩक.मी. ĤǓत घटंा कȧ अͬधक गǓत स ेगाड़ी चलाना पया[Üत कथन है।

यहा ँ“80 km ĤǓतघटंा कȧ अͬधक गǓत स ेगाड़ी चलाना” पया[Üत ĤǓतबधं है।



364 गͨणत

इसी Ĥकार, यǑद p तब q दशा[ता है ͩक q, p के ͧलए अǓनवाय[ ĤǓतबधं है। अथा[त ् ्“जब आप 
80 km ĤǓतघटंा कȧ अͬधक गǓत स ेगाड़ी चलात ेहɇ तो अǓनवाय[ Ǿप स ेआपको जुमा[ना होगा।” 

यहाँ “जमुा[ना होना” अǓनवाय[ ĤǓतबधं है।
अÚयाय 14 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ 

 1. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के Ǔनषधेन ͧलͨखएः
 (i) Ĥ×येक धन वाèतͪवक सÉंया x  के ͧलए, सÉंया x – 1 भी धन सÉंया है।
 (ii) सभी ǒबिãलया ँखरɉचती हɇ।
 (iii)  Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया x के ͧलए या तो x  > 1 या x < 1

 (iv)  एक एेसी सÉंया x का अिèत×व है ͩक 0 < x < 1

 2. Ǔनàनͧलͨखत सĤǓतबधं कथनɉ (अतंभा[व) मɅ स ेĤ×येक का ͪ वलोम तथा ĤǓतधना×मक कथन 
ͧलͨखएः

 (i) एक धन पणूाɍक अभाÏय सÉंया है केवल यǑद 1 और पणूाɍक èवय ंके अǓतǐरÈत उसका 
कोई अÛय भाजक नहȣ ंहै।

 (ii) मɇ समुġ तट पर जाता हँू जब कभी धपू वाला Ǒदन होता है।
 (iii)  यǑद बाहर गरम है, तो आपको Üयास लगती है।
 3. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ स ेĤ×येक को "यǑद p, तो q" के Ǿप मɅ ͧलͨखए।
 (i) सव[र पर लाग आन करने के ͧलए पासवड[ का होना आवæयक है।
 (ii) जब कभी वषा[ होती है यातायात मɅ अवरोध उ×पÛन होता है।
 (iii) आप वबेसाइट मɅ Ĥवशे कर सकत ेहɇ केवल यǑद आपन ेǓनधा[ǐरत शुãक का भगुतान 

ͩकया हो।
 4. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ स ेĤ×येक को “p यǑद और केवल यǑद q” के Ǿप मɅ पनुः ͧलͨखएः
 (i) यǑद आप दरूदश[न (टेलȣͪवज़न) देखत ेहɇ, तो आपका मन मÈुत होता है तथा यǑद आपका 

मन मुÈत है, तो आप दरूदश[न देखते हɇ।
 (ii) आपके ɮवारा A-Ēेड ĤाÜत करन ेके ͧ लए यह अǓनवाय[ और पया[Üत है ͩक आप गहृकाय[ 

Ǔनयͧमत Ǿप से करत ेहɇ।
 (iii)  यǑद एक चतभुु[ज समान कोͨणक है, तो वह एक आयत होता है तथा यǑद एक चतभुु[ज 

आयत है, तो वह समान कोͨणक होता है।
 5. नीच ेदो कथन Ǒदए हɇ,

p : 25 सÉंया 5 का एक गणुज है।
q : 25 सÉंया 8 का एक गणुज है।

उपरोÈत कथनɉ का सयंोजक ‘और’ तथा ‘  या’ ɮवारा सयंोजक करके ͧमĮ कथन ͧलͨखए। दोनɉ 
दशाओ ंमɅ ĤाÜत ͧमĮ कथनɉ कȧ वधैता जाँͬ चए।
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 6. नीच ेͧलख ेकथनɉ कȧ वधैता कȧ जाचँ उनके सामन ेͧलͨखत ͪवͬध ɮवारा कȧिजए।
 (i) p : एक अपǐरमये सÉंया और एक पǐरमये सÉंया का योगफल अपǐरमये होता है 

(ͪवरोधोिÈत ͪवͬध)।
 (ii) q : यǑद n एक एसेी वाèतͪवक सÉंया है ͩक n > 3, तो n2 >  9 (ͪवरोधोिÈत ͪवͬध)।
 7. Ǔनàनͧलͨखत कथन को पाचँ ͧ भÛन-ͧभÛन तरȣकɉ से इस Ĥकार åयÈत कȧिजए ͩक उनके अथ[ 

समान हɉ, 
q :‘यǑद एक ǒğभजु समान कोͨणक है, तो वह एक अͬधक कोण ǒğभजु है।’

साराशं

इस अÚयाय मɅ हमन ेǓनàनͧलͨखत ǒबदंओु ंकȧ åयाÉया कȧ हैः
 गͨणतीय Ǿप से èवीकाय[ कथन एक एेसा वाÈय है जो या तो स×य हो या अस×य हो। 

 Ǔनàनͧलͨखत पदɉ कȧ åयाÉया कȧ हैः

 – ͩकसी कथन का Ǔनषधेन ः यǑद p एक कथन है तो ‘p अस×य है’ कथन p का 
Ǔनषधेन है, इसको Ĥतीक  p स ेĤकट करत ेहɇ।

 –  ͧमĮ कथन और सगंत घटक कथनः

  दो या अͬधक सरल कथनɉ के सयंोजन से बन ेकथन को ͧमĮ कथन कहत ेहɇ। 
सरल कथनɉ को ͧमĮ कथन के घटक कथन कहत ेहɇ।

 – सयंोजक ‘और’ तथा ‘  या’ कȧ तथा वाÈयाशं ‘एक एेस ेका अिèत×व है’ तथा ‘Ĥ×येक 
के ͧलए’ कȧ भूͧ मका।

 – अतंभा[व (ĤǓतबधं) ‘यǑद’, ‘केवल यǑद’ तथा ‘यǑद और केवल यǑद’

  कथन ‘यǑद’ p तो q को Ǔनàनͧलͨखत तरȣकɉ स ेͧलखा जा सकता है,

 – p अतंभा[व q (Ĥतीक  p    q स ेǓनǾͪपत)

 – p पया[Üत ĤǓतबधं है q के ͧलए।

 – q अǓनवाय[ ĤǓतबधं है p के ͧलए।

 – p केवल यǑद q

 – q अतंभा्व p
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 – कथन p    q का ĤǓतधना×क कथन  q   p

 कथन p    q का ͪवलोम कथन q    p है।

  कथन p    q तथा इसके ͪ वलोम को सयंÈुत Ǿप से कथन p यǑद और केवल यǑद 
q’ कहत ेहɇ।

 ͩकसी कथन कȧ वधैता £ात करन ेके ͧलए Ǔनàनͧलͨखत ͪवͬधयɉ का Ĥयोग करत ेहɇ।

  (i) Ĥ×य¢ ͪवͬध

  (ii) ĤǓतधना×मक ͪवͬध

  (iii) ͪवरोधोिÈत ͪवͬध

  (iv) Ĥ×यदुाहरण के Ĥयोग कȧ ͪवͬध

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

तक[ शाèğ पर पहला शोध-ĤबÛध Aristotle (384 ई॰ प॰ू–322 ई॰प॰ू) ɮवारा ͧ लखा गया था। यह 
शोध-ĤबÛध Ǔनगमना×मक ͪ ववचेन के ͧ लए Ǔनयमɉ का एक सĒंह था, िजसका अͧभĤाय £ान 
कȧ Ĥ×येक शाखा के अÚययन हेतु एक आधार Ĥदान करना था। इसके बाद सğहवी ंसदȣ मɅ 
जम[न गͨणत£ G. W. Leibnitz (1646 – 1716 ई॰) न ेǓनगमना×मक ͪववचेन कȧ ĤͩĐया को 
याǒंğक बनाने के ͧलए तक[ शाèğ मɅ Ĥतीकɉ के Ĥयोग कȧ कãपना कȧ थी। उÛनीसवी ंसदȣ 
मɅ अĒेंज़ गͨणत£ George Boole (1815–1864 ई॰) तथा Augustus De Morgan (1806–1871 
ई॰) न ेउनकȧ कãपना को साकार ͩकया और Ĥतीका×मक तक[ शाèğ ͪवषय कȧ èथापना कȧ।

——



“Statistics may be rightly called the science of averages and their 

estimates” – A.L.BOWLEY & A.L. BODDINGTON 

15.1  भूͧ मका (Introduction)

हम जानत े हɇ ͩक सािंÉयकȧ का सरोकार ͩकसी ͪवशषे उɮदेæय के ͧलए एकǒğत आकँड़ɉ से 
होता है। हम आँकड़ɉ का ͪवæलेषण एवं åयाÉया कर उनके 
बारे मɅ Ǔनण[य लते े हɇ। हमन े ͪपछलȣ क¢ाओ ं मɅ आकँड़ɉ को 
आलेͨखक एव ं सारणीबɮध Ǿप मɅ åयÈत करने कȧ ͪवͬधयɉ 
का अÚययन ͩकया है। यह ǓनǾपण आकँड़ɉ के मह×वपूण[ गणुɉ 
एव ं ͪवशषेताओ ंको दशा[ता है। हमने Ǒदए गए आकँड़ɉ का एक 
ĤǓतǓनͬधक मान £ात करने कȧ ͪवͬधयɉ के बारे मɅ भी अÚययन 
ͩकया है। इस मãूय को कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ माप कहत ेहɇ। èमरण 
कȧिजए ͩक माÚय (समातंर माÚय), मािÚयका और बहुलक कɅ ġȣय 
Ĥवृͪ ƣ कȧ तीन माप हɇ। कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ के माप हमɅ इस बात का 
आभास Ǒदलात ेहɇ ͩ क आकँड़ ेͩ कस èथान पर कɅ Ǒġत हɇ ͩ कंत ुआकँड़ɉ 
के समुͬचत अथ[ ͪ ववचेन के ͧ लए हमɅ यह भी पता होना चाǑहए ͩक 
आकँड़ɉ  मɅ ͩकतना ǒबखराव है या व ेकɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ माप के चारɉ ओर ͩकस Ĥकार एकǒğत हɇ।  

दो बãलेबाजɉ ɮवारा ͪपछल ेदस मचैɉ मɅ बनाए गए रनɉ पर ͪवचार करɅः
   बãलेबाज A ः 30, 91, 0, 64, 42, 80, 30, 5, 117, 71
   बãलेबाज  B ः  53, 46, 48, 50, 53, 53, 58, 60, 57, 52

èपçटतया आकँड़ɉ का माÚय व मािÚयका Ǔनàनͧलͨखत हɇः
  बãलेबाज A बãलेबाज B

 माÚय 53 53

 मािÚयका 53 53

èमरण कȧिजए ͩक हम Ĥे¢णɉ का माÚय (  ɮवारा ǓनǾͪपत) उनके योग को उनकȧ सÉंया 
से भाग देकर £ात करत ेहɇ,

अÚयाय 

सांिÉयकȧ (Statistics)

Karl Pearson 
(1857-1936 A.D.)
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अथा[त ्   

मािÚयका कȧ गणना के ͧलए आकँड़ɉ को पहले आरोहȣ या अवरोहȣ Đम मɅ åयविèथत ͩकया 
जाता है और ͩफर Ǔनàनͧलͨखत Ǔनयम लगाया जाता हैः

यǑद Ĥे¢णɉ कȧ सÉंया ͪवषम है तो मािÚयका 1

2

n  
 
 

 वा ँĤे¢ण होती है। यǑद Ĥे¢णɉ कȧ 
सÉंया सम है तो मािÚयका  वɅ और  वɅ Ĥे¢णɉ का माÚय होती है।

हम पात ेहɇ ͩ क दोनɉ बãलेबाजɉ A तथा B ɮवारा बनाए गए रनɉ का माÚय व मािÚयका बराबर 
है अथा[त ्53 है। Èया हम कह सकत ेहɇ ͩक दोनɉ बãलेबाजɉ का Ĥदश[न समान है? èपçटता नहȣं। 
Èयɉͩक A के रनɉ मɅ पǐरवत[नशीलता 0 (Ûयनूतम) स े117 (अͬधकतम) तक है। जबͩक B के रनɉ 
का ͪवèतार 46 (Ûयनूतम) स े60 (अͬधकतम) तक है। 

आइए अब उपयु[Èत èकोरɉ को एक सÉंया रेखा पर अंͩ कत करɅ। हमɅ नीच ेदशा[ई गई 
आकृǓतया ँĤाÜत होती हɇ (आकृǓत 15.1 और 15.2)। 

बãलबेाज A के ͧलए 

आकृǓत 15.1

आकृǓत 15.2

हम देख सकत ेहɇ ͩक बãलेबाज B के सगंत ǒबदं ुएक दसूरे के  पास-पास हɇ और कɅ ġȣय  
Ĥवृͪ ƣ कȧ माप (माÚय व मािÚयका) के  इद[ ͬ गद[ गिुÍछत हɇ जबͩक बãलेबाज A के सगंत ǒबदंओु ंमɅ 
अͬधक ǒबखराव है या वे अͬधक फैले हुए हɇ।

अतः Ǒदए गए आकँड़ɉ के बारे मɅ सपंणू[ सचूना देन ेके  ͧलए कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप पया[Üत 
नहȣं हɇ। पǐरवत[नशीलता एक अÛय घटक है िजसका अÚययन सािंÉयकȧ के अतंग[त ͩकया जाना 
चाǑहए।

कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप कȧ तरह हȣ हमɅ पǐरवत[नशीलता के वण[न के ͧलए एकल सÉंया 
चाǑहए। इस सÉंया को ‘Ĥकȧण[न कȧ माप (Measure of dispersion)’ कहा जाता है। इस अÚयाय 
मɅ हम Ĥकȧण[न कȧ माप के  मह×व व उनकȧ वगȸकृत एव ंअवगȸकृत आकँड़ɉ के ͧलए गणना कȧ 
ͪवͬधयɉ के बारे मɅ पढ़Ʌग।े

बãलबेाज B के ͧलए 
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15.2 Ĥकȧण[न कȧ माप (Measures of dispersion)

आकँड़ɉ मɅ Ĥकȧण[न या ͪव¢पेण का माप Ĥे¢णɉ व वहा ँĤयÈुत कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ माप के आधार 
पर ͩकया जाता है।

Ĥकȧण[न के Ǔनàनͧलͨखत माप हɇः
(i) पǐरसर (Range) (ii) चतथु[क ͪवचलन (Quartile deviation) (iii) माÚय ͪवचलन (Mean 

deviation) (iv) मानक ͪवचलन (Standard deviation).

इस अÚयाय मɅ हम, चतथु[क ͪवचलन के अǓतǐरÈत अÛय सभी मापɉ का अÚययन करɅगे।
15.3  पǐरसर (Range)
èमरण कȧिजए ͩक दो बãलेबाजɉ A तथा B ɮवारा बनाए गए रनɉ के  उदाहरण  मɅ हमने èकोरɉ 
मɅ ǒबखराव, Ĥ×येक  शृखंला के अͬधकतम एव ंÛयनूतम रनɉ के आधार पर ͪवचार ͩकया था। 
इसमɅ एकल सÉंया £ात करन ेके  ͧलए हम Ĥ×येक  शृखंला  के  अͬधकतम व Ûयनूतम मãूयɉ 
मɅ अतंर ĤाÜत करत ेहɇ। इस अतंर को पǐरसर कहा जाता है। 

बãलबेाज A के ͧलए पǐरसर = 117 – 0 = 117  
और बãलेबाज B, के ͧलए पǐरसर = 60 – 46 = 14

èपçटतया पǐरसर A > पǐरसर B, इसͧलए A  के  èकोरɉ मɅ Ĥकȧण[न या ǒबखराव अͬधक है जबͩक 
B के èकोर एक दसूरे के अͬधक पास हɇ।

अतः एक  शृखंला का पǐरसर = अͬधकतम मान – Ûयनूतम मान
आकँड़ɉ का पǐरसर हमɅ ǒबखराव या Ĥकȧण[न का मोटा-मोटा  (rough) £ान देता है, ͩकंतु 

कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप, ͪवचरण के बारे मɅ कुछ नहȣ ंबताता है। इस उɮदेæय के ͧलए हमɅ Ĥकȧण[न 
के अÛय माप कȧ आवæयकता है। èपçटतया इस Ĥकार कȧ माप Ĥे¢णɉ कȧ कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ स ेअतंर 
(या ͪवचलन) पर आधाǐरत होनी चाǑहए।

कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ स ेĤे¢णɉ के  अतंर के  आधार पर £ात कȧ जान ेवालȣ Ĥकȧण[न कȧ मह×वपणू[ 
माप माÚय ͪवचलन व मानक ͪवचलन हɇ। आइए इन पर ͪवèतार स ेचचा[ करɅ।
15.4 माÚय ͪवचलन (Mean deviation) 

याद कȧिजए ͩक Ĥे¢ण x का िèथर मान a से अतंर (x – a)  Ĥे¢ण x का a स ेͪ वचलन कहलाता है। 
Ĥे¢ण x का कɅ ġȣय  मãूय 'a' से Ĥकȧण[न £ात करन ेके  ͧ लए हम a से ͪ वचलन ĤाÜत करत ेहɇ। इन 
ͪवचलनɉ का माÚय Ĥकȧण[न कȧ Ǔनरप¢े माप होता है। माÚय £ात करने के ͧ लए हमɅ ͪ वचलनɉ का 
योग ĤाÜत करना चाǑहए, ͩकंत ुहम जानत ेहɇ ͩक कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप Ĥे¢णɉ के समÍुचय कȧ 
अͬधकतम तथा Ûयनूतम मूãयɉ के मÚय िèथत होता है। इसͧलए कुछ ͪवचलन ऋणा×मक तथा 
कुछ धना×मक हɉगे। अतः ͪवचलनɉ का योग शÛूय हो सकता है। इसके अǓतǐरÈत माÚय  से 
ͪवचलनɉ का योग शÛूय होता है।
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0
0

n
 

अतः माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात करन ेका कोई औͬच×य नहȣ ंहै।
èमरण कȧिजए ͩक Ĥकȧण[न कȧ उपयु[Èत माप £ात करने के  ͧलए हमɅ Ĥ×येक मान कȧ 

कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप या ͩकसी िèथर सÉंया 'a' से दरूȣ £ात करनी होती है। याद कȧिजए ͩक 
ͩकÛहȣ ंदो सÉंयाओ ंके अतंर का Ǔनरप¢े मान उन सÉंयाओ ंɮवारा सÉंया रेखा पर åयÈत ǒबदंओुं 
के बीच कȧ दरूȣ को दशा[ता है। अतः िèथर सÉंया 'a' स ेͪवचलनɉ के  Ǔनरप¢े मानɉ का माÚय 
£ात करते हɇ। इस माÚय को ‘माÚय ͪवचलन’ कहते हɇ। अतः कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ 'a' के साप¢े माÚय 
ͪवचलन Ĥे¢णɉ का 'a' से ͪवचलनɉ के  Ǔनरपे¢ मानɉ का माÚय होता है। 'a' के साप¢े माÚय 
ͪवचलन को M.D. (a) ɮवारा Ĥकट ͩकया जाता है।

M.D. (a)
' 'a

  

ǑटÜपणी  माÚय ͪवचलन कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ ͩकसी भी माप से £ात ͩकया जा सकता है। ͩकंतु 
सािंÉयकȧय अÚययन मɅ सामाÛयतः माÚय और मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन का उपयोग 
ͩकया जाता है।
15.4.1 अवगȸकृत आकँडɉ के ͧलए माÚय ͪवचलन (Mean deviation for ungrouped data) मान लȣिजए 
ͩक n Ĥे¢णɉ के आकँड़ ेx

1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
 Ǒदए गए हɇ। माÚय या मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन 

कȧ गणना मɅ Ǔनàनͧलͨखत चरण ĤयÈुत होत ेहɇः
चरण-1 उस कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ माप को £ात कȧिजए िजससे हमɅ माÚय ͪवचलन ĤाÜत करना है। 
मान लȣिजए यह ‘a’ है। 
चरण-2 Ĥ×येक Ĥे¢ण x

i 
का a से ͪवचलन अथा[त ्x

1
– a, x

2
– a, x

3
– a,. . . , x

n
– a £ात करɅ। 

चरण-3 ͪवचलनɉ का Ǔनरप¢े मान £ात करɅ अथा[त ्यǑद ͪवचलनɉ मɅ ऋण ͬचéन लगा है तो उसे 
हटा दɅ अथा[त ्  £ात करɅ। 

चरण-4 ͪ वचलनɉ के Ǔनरप¢े मानɉ का माÚय £ात करɅ। यहȣ माÚय 'a'  के साप¢े माÚय ͪ वचलन है। 

अथा[त ्   

अतः          M.D. ( ) = , जहा ँ = माÚय 
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तथा   M.D. (M) =

1

1
M

n

i
i

x
n 

 , जहा ँ M = मािÚयका

ǑटÜपणी  इस अÚयाय मɅ मािÚयका को ͬचéन M  ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया गया है जब तक 
ͩक अÛयथा नहȣ ंकहा गया हो। आइए अब उपयु[Èत चरणɉ को समझन ेके ͧलए Ǔनàनͧलͨखत 
उदाहरण लɅः

उदाहरण-1 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः
6, 7, 10, 12, 13, 4, 8, 12

हल हम Đमबɮध आगे बढ़त ेहुए Ǔनàनͧलͨखत ĤाÜत करत ेहɇः
चरण 1 Ǒदए गए आकँड़ɉ का माÚय

    है।

चरण 2 Ĥे¢णɉ के माÚय स ेĐमशः ͪवचलन x
i
–

अथा[त ्  6 – 9, 7 – 9, 10 – 9, 12 – 9, 13 – 9, 4 – 9, 8 – 9, 12 – 9 हɇ।
या     –3, –2, 1, 3, 4, –5, –1, 3 हɇ।
चरण 3 ͪवचलनɉ के Ǔनरप¢े मान   

   3, 2, 1, 3, 4, 5, 1, 3  हɇ। 
चरण 4 माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन Ǔनàनͧलͨखत हैः 

  M.D.  =   

  =  = 2.75

ǑटÜपणी  Ĥ×येक बार चरणɉ को ͧलखने के èथान पर हम, चरणɉ का वण[न ͩकए ǒबना हȣ 
Đमानसुार पǐरकलन कर सकत ेहɇ।

उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः 
   12, 3, 18, 17, 4, 9, 17, 19, 20, 15, 8, 17, 2, 3, 16, 11, 3, 1, 0, 5

हल हमɅ Ǒदए गए आकँड़ɉ का माÚय ( )) £ात करना होगा।

  =   =  10
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माÚय स ेͪवचलनɉ के  Ǔनरप¢े मान अथा[त ्  इस Ĥकार हɇः
   2, 7, 8, 7, 6, 1, 7, 9, 10, 5, 2, 7, 8, 7, 6, 1, 7, 9, 10, 5

इसͧलए   

और  M.D. ( ) =    =  6.2

उदाहरण 3 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ स ेमािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः 
3, 9, 5, 3, 12, 10, 18, 4, 7, 19, 21

हल यहा ँĤ¢णेɉ कȧ सÉंया 11 है जो ͪवषम है। आकँड़ɉ को आरोहȣ Đम मɅ ͧलखन ेपर हमɅ 3, 3, 

4, 5, 7, 9, 10, 12, 18, 19, 21 ĤाÜत होता है। 

अब  मािÚयका   =   वा ँया 6वा ँĤे¢ण = 9 हैै।

ͪवचलनɉ का Đमशः Ǔनरप¢े मान =  इस Ĥकार से है।

6, 6, 5, 4, 2,0, 1, 3, 9, 10, 12

इसͧलए  

तथा 

15.4.2 वगȸकृत आकँड़ɉ के ͧलए माÚय ͪवचलन (Mean deviation  for grouped data) 

हम जानत ेहɇ ͩक आकँड़ɉ को दो Ĥकार स ेवगȸकृत ͩकया जाता है। 
(a) असतत बारंबारता बटंन (Discrete frequency distribution)

(b) सतत बारंबारता बटंन (Continuous frequency distribution)

आइए इन दोनɉ Ĥकार के आकँड़ɉ के ͧलए माÚय ͪवचलन £ात करन ेकȧ ͪ वͬधयɉ पर चचा[ करɅ।
(a) असतत बारंबारता बटंन मान लȣिजए ͩक Ǒदए गए आकँड़ɉ मɅ n ͧभÛन Ĥे¢ण x

1
, x

2
, ..., x

n
 हɇ 

िजनकȧ बारंबारताएँं Đमशः f
1
, f

2 
, ..., f

n
 हɇ। इन आकँड़ɉ को सारणीबɮध Ǿप मɅ Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार 

से åयÈत ͩकया जा सकता है िजस ेअसतत बारंबारता बंटन कहत ेहɇः
     x : x

1
 x

2
     x

3
 ... x

n

     f : f
1
 f

2
      f

3
 ... f

n
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(i) माÚय के सापे¢ माÚय ͪवचलन सव[Ĥथम हम Ǒदए गए आकँड़ɉ का Ǔनàनͧलͨखत सğू ɮवारा 
माÚय £ात करत ेहɇः  

1

1

1

1

N

n

i i n
i

i in
i

i
i

x f

x x f

f







 





 

जहा ँ   Ĥे¢णɉ x
i 
का उनकȧ Đमशः बारंबारता f

i
 स ेगणुनफलɉ का योग Ĥकट करता है। 

तथा   बारंबारताओ ंका योग है। 

तब हम Ĥे¢णɉ  x
i 
का माÚय स ेͪवचलन £ात करत ेहɇ और उनका Ǔनरप¢े मान 

लेत ेहɇ अथा[त सभी i =1,2,..., n के ͧलए £ात करत ेहɇ।
इसके पæचात ्ͪवचलनɉ के Ǔनरप¢े मान का माÚय £ात करते हɇ, जोͩक माÚय के सापे¢ 

वाǓंछत माÚय ͪवचलन है।

अतः    = 

(ii) मािÚयका के सापे¢ माÚय ͪ वचलन मािÚयका के सापे¢ माÚय ͪ वचलन £ात करन ेके ͧ लए हम 
Ǒदए गए असतत बारंबारता बटंन कȧ मािÚयका £ात करत ेहɇ। इसके ͧलए Ĥे¢णɉ को आरोहȣ Đम 
मɅ åयविèथत करत ेहɇ। इसके पæचात ्सचंयी बारंबारताए ँ£ात कȧ जाती हɇ। तब उस Ĥे¢ण का 

Ǔनधा[रण करत े हɇ िजसकȧ सचंयी बारंबारता , के समान या इससे थोड़ी अͬधक है। यहाँ 

बारंबारताओ ंका योग N स ेदशा[या गया है। Ĥे¢णɉ का यह मान आकँड़ɉ के मÚय िèथत होता है 
इसͧलए यह अपेͯ ¢त मािÚयका है। मािÚयका £ात करन ेके बाद हम मािÚयका से ͪवचलनɉ के 
Ǔनरप¢े मानɉ का माÚय £ात करत ेहɇ। इस Ĥकार
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उदाहरण 4  Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः 
 x

i
 2 5 6 8 10 12

 f
i
 2 8 10 7 8 5

हल आइए Ǒदए गए आकँड़ɉ कȧ सारणी 15.1 बनाकर अÛय èतभं पǐरकलन के बाद लगाएँ
सारणी 15.1

 x
i
 f

i
 f

i
x

i
  f

i

 2 2 4 5.5  11

 5 8 40 2.5  20

 6 10 60 1.5  15

 8 7 56 0.5  3.5

 10 8 80 2.5  20

 12 5 60 4.5  22.5

  40     300      92

   ,   ,   

इसͧलए    

और  

उदाहरण 5 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः  

 x
i
 3 6 9 12 13 15 21 22

 f
i
 3 4 5 2 4 5 4 3

हल Ǒदए गए आकँड़ ेपहले हȣ आरोहȣ Đम मɅ हɇ। इन आकँड़ɉ मɅ सगंत सचंयी बारंबारता कȧ एक 
कतार और लगात ेहɇ (सारणी 15.2)। 
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सारणी 15.2

 x
i
 3 6 9 12 13 15 21 22

 f
i
 3 4 5 2 4 5 4 3

 c.f. 3 7 12 14 18 23 27 30

अब, N = 30 है जो सम सÉंया है,

 इसͧलए मािÚयका 15वीं व 16वी ंĤे¢णɉ का माÚय है। यह दोनɉ Ĥे¢ण सचंयी बारंबारता 18 
मɅ िèथत हɇ िजसका सगंत Ĥे¢ण 13 है। 

 

 

अब मािÚयका स ेͪवचलनɉ का Ǔनरप¢े मान अथा[त ्  Ǔनàनͧलͨखत सारणी 15.3 मɅ 
दशा[ए गए है

सारणी 15.3 

  10 7 4 1 0 2 8 9

 f
i
 3 4 5 2 4 5 4 3 

 f
i
 30 28 20 2 0 10 32 27

इसͧलए             M. D. (M) =  

 =   = 4.97

(b)   सतत बारंबारता बटंन एक सतत बारंबारता बटंन वह  शृखंला होती है िजसमɅ आकँड़ɉ को ͪवͧभÛन 
ǒबना अतंर वाले वगɟ मɅ वगȸकृत ͩकया जाता है और उनकȧ Đमशः बारंबारता ͧलखी जाती है। 
उदाहरण के ͧलए 100 छाğɉ ɮवारा ĤाÜताकɉ को सतत बारंबारता बटंन मɅ Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से 
åयÈत ͩकया गया हैः
 ĤाÜताकं 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60  

 छाğɉ कȧ सÉंया 12 18 27 20 17 6    
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(i) माÚय के सापे¢ माÚय ͪवचलन एक सतत बारंबारता बटंन के माÚय कȧ गणना के समय 
हमने यह माना था ͩक Ĥ×येक वग[ (Class ) कȧ बारंबारता उसके मÚय-ǒबदं ुपर कɅ Ǒġत होती है। 
यहाँ भी हम Ĥ×येक वग[ का मÚय-ǒबदं ुͧलखत ेहɇ और असतत बारंबारता बंटन कȧ तरह माÚय 
ͪवचलन £ात करत ेहɇ। 
 आइए Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण देखɅ
उदाहरण 6 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः

 ĤाÜताकं 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80  

 छाğɉ कȧ सÉंया  2 3 8 14 8 3 2

हल Ǒदए गए आकँड़ɉ स ेǓनàन सारणी 15.4 बनात ेहɇ। 

सारणी 15.4

 ĤाÜताकं छाğɉ कȧ मÚय-ǒबदं ु f
i
x

i
   f

i 

  सÉंया 

 f
i 

x
i

 10-20 2 15 30 30 60

 20-30 3 25 75 20 60

 30-40 8 35 280 10 80

 40-50 14 45 630 0 0

 50-60 8 55 440 10 80

 60-70 3 65 195 20 60

 70-80 2 75 150 30 60

  40  1800  400                

यहाँ    

इसͧलए    
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और    

माÚय के सापे¢ माÚय ͪवचलन £ात करन ेकȧ लघ ुͪ वͬध  हम पद ͪवचलन ͪ वͬध (Step-deviation 

method) का Ĥयोग करके  के कǑठन पǐरकलन से बच सकत ेहɇ। èमरण कȧिजए ͩक इस ͪवͬध 
मɅ हम आकँड़ɉ के मÚय या उसके ǒबãकुल पास ͩकसी Ĥे¢ण को किãपत माÚय लेते हɇ। तब 
Ĥे¢णɉ (या ͪवͧभÛन वगɟ के मÚय-ǒबदंओु)ं का इस किãपत माÚय स ेͪवचलन £ात करत ेहɇ। यह 
ͪवचलन सÉंया रेखा पर मलू ǒबदं ु(origin) को शÛूय स ेĤǓतèथाͪपत कर किãपत माÚय पर ले 
जाना हȣ होता है, जसैा ͩक आकृǓत 15.3 मɅ दशाया[ गया है।  

आकृǓत 15.3

आकृǓत 15.4

 यǑद सभी ͪवचलनɉ मɅ कोई साव[ गुणनखडं (common factor) है तो ͪवचलनɉ को सरल 
करन ेके ͧलए इÛहɅ इस साव[ गणुनखडं से भाग देत ेहɇ। इन नए ͪवचलनɉ को पद ͪवचलन कहते 
हɇ। पद ͪवचलन लनेे कȧ ĤͩĐया सÉंया रेखा पर पमैान ेका पǐरवत[न होता है, जसैा ͩक आकृǓत 
15.4 मɅ दशा[या गया है।

 ͪवचलन और पद ͪवचलन Ĥे¢णɉ के आकार को छोटा कर देत ेहɇ, िजससे गुणन जसैी 
गणनाए ँसरल हो जाती हɇ। मान लȣिजए नया चर हो जाता है, जहाँ  ‘a’ किãपत माÚय है व h 

साव[ गणुनखडं है। तब पद ͪवचलन ͪवͬध ɮवारा  Ǔनàनͧलͨखत सğू स े£ात ͩकया 

जाता हैः
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छाğɉ कȧ
संÉयाĤाÜतांक

आइए उदाहरण 6 के आकँड़ɉ के ͧलए पद ͪवचलन ͪवͬध लगाए।ँ हम किãपत माÚय a = 45 

और  h = 10, लेत ेहɇ और Ǔनàनͧलͨखत सारणी 15.5 बनात ेहɇ।

सारणी 15.5

 मÚय-ǒबदं ु      f
i  

            f
i 

 x
i

 10-20 2 15 – 3 – 6 30 60

 20-30 3 25 – 2 – 6 20 60

 30-40 8 35 – 1 – 8 10 80

 40-50 14 45 0 0 0 0

 50-60 8 55 1 8 10 80

 60-70 3 65 2 6 20 60

 70-80 2 75 3 6 30 60

 40 0 400

इसͧलए  =  = 

और    

ǑटÜपणी  पद ͪवचलन ͪवͬध का उपयोग £ात करन ेके ͧलए ͩकया जाता है। शषे ĤͩĐया 
वसैी हȣ है। 

(ii) मािÚयका के सापे¢ माÚय ͪवचलन Ǒदए गए आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका स ेमाÚय ͪवचलन 
£ात करन ेकȧ ĤͩĐया वसैी हȣ है जसैी ͩक हमन ेमाÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात करने 
के ͧलए कȧ थी। इसमɅ ͪवशषे अतंर केवल ͪवचलन लनेे के समय माÚय के èथान पर मािÚयका 
लेन ेमɅ होता है।
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आइए सतत बारंबारता बटंन के ͧलए मािÚयका £ात करने कȧ ĤͩĐया का èमरण करɅ। 
आकँड़ɉ को पहल ेआरोहȣ Đम मɅ åयविèथत करत ेहɇ। तब सतत बारंबारता बटंन कȧ मािÚयका 
£ात करन ेके ͧलए पहले उस वग[ को Ǔनधा[ǐरत करत ेहɇ िजसमɅ मािÚयका िèथत होती है (इस 
वग[ को मािÚयका वग[ कहत ेहɇ) और तब Ǔनàनͧलͨखत सğू लगात ेहɇः

जहा ँमािÚयका वग[ वह वग[ है िजसकȧ सचंयी बारंबारता   के बराबर या उसस ेथोड़ी अͬधक 

हो, बारंबारताओ ंका योग N , मािÚयका वग[ कȧ Ǔनàन सीमा l, मािÚयका वग[ कȧ बारंबारता,f ,  
मािÚयका वग[ स ेसटȣक पहले वाले वग[ कȧ सचंयी बारंबारता C और मािÚयका वग[ का ͪवèतार h 
है। मािÚयका £ात करने के पæचात ्Ĥ×येक वग[ के मÚय-ǒबदंओु ंx

i
 का मािÚयका स ेͪवचलनɉ का 

Ǔनरप¢े मान अथा[त ्  ĤाÜत करत ेहɇ।

तब   

इस ĤͩĐया को Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण से èपçट ͩकया गया हैः
उदाहरण 7  Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।

 वग[ 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60

 बारंबारता 6 7 15 16 4 2

हल Ǒदए गए आकँड़ɉ स ेǓनàन सारणी 15.6 बनात ेहɇः 
सारणी 15.6

   वग[  बारंबारता सचंयी बारंबारता मÚय-ǒबदं ु  f
i

 f
i
        (c.f.) x

i
   

 0-10 6 6 5 23 138

 10-20 7 13 15 13 91

 20-30 15 28 25 3 45

 30-40 16 44 35 7 112

 40-50 4 48 45 17 68

 50-60 2 50 55 27 54

 50 508
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यहाँ N = 50, इसͧलए वी ंया 25वी ंमद 20-30 वग[ मɅ हɇ। इसͧलए 20-30 मािÚयका वग[ है। 
हम जानत ेहɇ ͩक 

    मािÚयका = 

N
2

C
l h

f


   

यहाँ  l = 20, C=13,  f = 15,  h = 10 और N = 50

इसͧलए, मािÚयका  
25 13

20 10
15


   20 + 8 = 28

अतः, मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन 

   M.D. (M)     =
6

1

1
M

N i i
i

f x


   = 
1

508
50

   =  10.16 है। 

Ĥæनावलȣ 15.1

Ĥæन 1 व 2 मɅ Ǒदए गए आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।
 1. 4, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 17

 2. 38, 70, 48, 40, 42, 55, 63, 46, 54, 44

Ĥæन 3 व 4 के आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।
 3. 13, 17, 16, 14, 11, 13, 10, 16, 11, 18, 12, 17

 4. 36, 72, 46, 42, 60, 45, 53, 46, 51, 49

Ĥæन 5 व 6 के आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।
 5. x

i
 5 10 15 20 25

  f
i
 7 4 6 3 5

 6. x
i
 10 30 50 70 90

  f
i
 4 24 28 16 8

Ĥæन 7 व 8 के आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।
 7. x

i
 5 7 9 10 12 15

  f
i
 8 6 2 2 2 6

 8. x
i
 15 21 27 30 35

  f
i
 3 5 6 7 8
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Ĥæन 9 व 10 के आकँड़ɉ के ͧलए माÚय के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजए।
 9. आय ĤǓतǑदन 0-100  100-200  200-300  300-400  400-500  500-600  600-700   700-800
  (₹ मɅ)
  åयिÈतयɉ   4           8    9    10     7      5       4        3
  कȧ संÉया

 10. ऊँचाई 95-105 105-115 115-125 125-135 135-145 145-155
  (cm मɅ)  
  लड़कɉ कȧ 9 13 26 30 12 10
  सÉंया

 11.  Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात कȧिजएः
  अकं 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60

  लड़ͩकयɉ कȧ 6 8 14 16 4 2
  सÉंया 

 12. नीच ेǑदए गए 100 åयिÈतयɉ कȧ आय ुके बंटन कȧ मािÚयका आय ुके सापे¢ माÚय ͪ वचलन 
कȧ गणना कȧिजएः

  आय ु(वष[ मɅ) 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51-55

  सÉंया 5 6 12 14 26 12 16 9

[सकेंत Ĥ×येक वग[ कȧ Ǔनàन सीमा मɅ से 0.5 घटा कर व उसकȧ उÍच सीमा मɅ 0.5 जोड़ कर 
Ǒदए गए आकँड़ɉ को सतत बारंबारता बटंन मɅ बदͧलए]

15.4.3 माÚय ͪवचलन कȧ पǐरसीमाए ँ(Limitations of mean deviation) बहुत अͬधक ͪवचरण या 
ǒबखराव वालȣ  शृखंलाओ ंमɅ मािÚयका कɅ ġȣय Ĥवृͪ ƣ कȧ उपयुÈत माप नहȣं होती है। अतः इस दशा 
मɅ मािÚयका के साप¢े माÚय ͪवचलन पर पूरȣ तरह ͪवæवास नहȣ ंͩकया जा सकता है।
 माÚय स ेͪ वचलनɉ का योग (ऋण ͬचéन को छोड़कर) मािÚयका स ेͪ वचलनɉ के योग से अͬधक 
होता है। इसͧलए माÚय के सापे¢ माÚय ͪवचलन अͬधक व£ैाǓनक नहȣं है। अतः कई दशाओ ंमɅ 
माÚय ͪवचलन असतंोषजनक पǐरणाम दे सकता है। साथ हȣ माÚय ͪवचलन को ͪ वचलनɉ के Ǔनरपे¢ 
मान पर £ात ͩकया जाता है। इसͧलए यह और बीजगͨणतीय गणनाओ ंके योÊय नहȣं होता है। इसका 
अͧभĤाय है ͩक हमɅ Ĥकȧण[न कȧ अÛय माप कȧ आवæयकता है। मानक ͪ वचलन Ĥकȧण[न कȧ एेसी हȣ 
एक माप है।
15.5  Ĥसरण और मानक ͪवचलन (Variance and Standard Deviation)

याद कȧिजए ͩक कɅ ġȣय  Ĥवृͪ ƣ कȧ माप के साप¢े माÚय ͪवचलन £ात करन ेके ͧलए हमने 
ͪवचलनɉ के Ǔनरप¢े मानɉ का योग ͩकया था। एेसा माÚय ͪवचलन को साथ[क बनान ेके ͧलए 
ͩकया था, अÛयथा ͪवचलनɉ का योग शÛूय हो जाता है।
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ͪवचलनɉ के ͬचéनɉ के कारण उ×पÛन इस समèया को ͪवचलनɉ के वग[ लेकर भी दरू ͩकया 
जा सकता है। Ǔनसदेंह यह èपçट है ͩक ͪवचलनɉ के यह वग[ ऋणेतर होत ेहɇ।

माना  x
1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
 , n Ĥे¢ण हɇ तथा  उनका माÚय है। तब

2

2 2 2 2
1

1

( ) ( ) ....... ( ) ( )
n

n i
i

x x x x x x x x


       

.यǑद यह योग शÛूय हो तो Ĥ×येक शÛूय हो जाएगा। इसका अथ[ है ͩक ͩकसी 

Ĥकार का ͪवचरण नहȣं है Èयɉͩक तब सभी Ĥे¢ण  के बराबर हो जात ेहɇ। यǑद 

छोटा है तो यह इंͬगत करता है ͩक Ĥे¢ण x
1
, x

2
, x

3
,...,x

n
, माÚय  के Ǔनकट हɇ तथा Ĥे¢णɉ का 

माÚय के सापे¢ ͪवचरण कम है । इसके ͪवपरȣत यǑद यह योग बड़ा है तो Ĥे¢णɉ का माÚय  

के साप¢े ͪवचरण अͬधक है। Èया हम कह सकत ेहɇ ͩक योग   सभी Ĥे¢णɉ का 

माÚय के सापे¢ Ĥकȧण[न या ͪवचरण कȧ माप का एक सतंोषजनक Ĥतीक है?
आइए इसके ͧलए छः Ĥे¢णɉ 5, 15, 25, 35, 45, 55 का एक समÍुचय A लते ेहɇ। इन Ĥे¢णɉ का 
माÚय 30 है। इस समुÍचय मɅ स ेͪवचलनɉ के वग[ का योग Ǔनàनͧलͨखत हैः  

  = (5–30)2 + (15–30)2 + (25–30)2  + (35–30)2 + (45–30)2 +(55–30)2

 = 625 + 225 + 25 + 25 + 225 + 625 = 1750

एक अÛय समुÍचय B लेत ेहɇ िजसके 31 Ĥे¢ण Ǔनàनͧलͨखत हɇः

15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 

40, 41, 42, 43, 44, 45. 

इन Ĥे¢णɉ का माÚय = 30 है।

दोनɉ समुÍचयɉ A तथा B के माÚय 30 है।

समÍुचय B के Ĥे¢णɉ के ͪवचलनɉ के वगɟ का योग Ǔनàनͧलͨखत है।
= (15–30)2 +(16–30)2 + (17–30)2  + ...+ (44–30)2 +(45–30)2

   =  (–15)2 +(–14)2 + ...+ (–1)2 + 02 + 12 + 22 + 32 + ...+ 142 + 152  
         =  2 [152 + 142 + ... + 12]
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   =
15 (15 1) (30 1)

2
6

   = 5 × 16 × 31 = 2480

(Èयɉͩक Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके वगɟ का योग =   होता है, यहा ँn = 15 है)

यǑद   हȣ माÚय के साप¢े Ĥकȧण[न कȧ माप हो तो हम कहन ेके ͧलए Ĥेǐरत हɉगे 
ͩक 31 Ĥे¢णɉ के समÍुचय B का, 6 Ĥे¢णɉ वाले समÍुचय A कȧ अपे¢ा माÚय के साप¢े अͬधक 
Ĥकȧण[न है यɮयͪप समÍुचय A मɅ 6 Ĥे¢णɉ का माÚय के साप¢े ǒबखराव (ͪवचलनɉ का पǐरसर 
-25 स े25 है) समÍुचय B कȧ अप¢ेा (ͪवचलनɉ का पǐरसर -15 से 15 है) अͬधक है। यह नीच े
Ǒदए गए ͬचğɉ स ेभी èपçट हैः  
समÍुचय A, के ͧलए हम आकृǓत 15.5 पात ेहɇ।

आकृǓत 15.5

आकृǓत 15.6

समÍुचय B, के ͧलए आकृǓत 15.6 हम पात ेहɇ

अतः हम कह सकत ेहɇ ͩ क माÚय स ेͪ वचलनɉ के वगɟ का योग Ĥकȧण[न कȧ उपयÈुत माप नहȣं है। 

इस कǑठनाई को दरू करन ेके ͧ लए हम ͪ वचलनɉ के वगɟ का माÚय लɅ अथा[त ्हम  

लɅ। समुÍचय A, के ͧलए हम पात ेहɇ, 

माÚय 
1

6
  × 1750 = 291.6 है और समÍुचय B, के ͧलए यह 

1

31
× 2480 = 80 है।
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यह इंͬगत करता है ͩक समÍुचय A मɅ ǒबखराव या ͪवचरण समÍुचय B कȧ अप¢ेा अͬधक है जो 
दोनɉ समुÍचयɉ के अपेͯ ¢त पǐरणाम व ÏयाͧमǓतय ǓनǾपण स ेमले खाता है। 

अतः 21
( )ix x

n
 हम को Ĥकȧण[न कȧ उपयÈुत माप के Ǿप मɅ ले सकत ेहɇ। यह सÉंया 

अथा[त ्माÚय स ेͪवचलनɉ के वगɟ का माÚय Ĥसरण (variance) कहलाता है और  (ͧसगमा 

का वग[ पढ़ा जाता है) स ेदशा[त ेहɇ। 

अतः n Ĥे¢णɉ x
1
, x

2
,..., x

n
 का Ĥसरण 

  है।

15.5.1 मानक ͪवचलन (Standard Deviation) Ĥसरण कȧ गणना मɅ हम पात ेहɇ ͩक åयिÈतगत 

Ĥे¢णɉ x
i
 तथा कȧ इकाई Ĥसरण कȧ इकाई स ेͧभÛन है, Èयɉͩक Ĥसरण मɅ (x

i
– ) के वगɟ का 

समावशे है, इसी कारण Ĥसरण के धना×मक वग[मलू को Ĥे¢णɉ का माÚय के सापे¢ Ĥकȧण[न कȧ 

यथोͬचत माप के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जाता है और उस ेमानक ͪवचलन कहत ेहɇ। मानक ͪवचलन 

को सामाÛयतः , ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जाता है तथा Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से Ǒदया जाता हैः

      ... (1)

आइए अवगȸकृत आकँड़ɉ का Ĥसरण व मानक ͪवचलन £ात करन ेके ͧलए कुछ उदाहरण 
लेत ेहɇ।

उदाहरण 8  Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए Ĥसरण तथा मानक ͪवचलन £ात कȧिजएः

    6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24

हल  Ǒदए गए आकँड़ɉ को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से सारणी 15.7 मɅ ͧलख सकत ेहɇ। माÚय को पद 

ͪवचलन ͪ वͬध ɮवारा 14 को किãपत माÚय लेकर £ात ͩ कया गया है। Ĥे¢णɉ कȧ सÉंया  n = 10 है।



    सांिÉयकȧ            385

माÚय से ͪवचलन
(x

i
– )

सारणी 15.7

 x
i
 

14

2
i

i

x
d




 (x
i
– )

 6 –4 –9 81

 8 –3 –7 49

 10 –2 –5 25

 12 –1 –3 9

 14 0 –1 1

 16 1 1 1

 18 2 3 9

 20 3 5 25

 22 4 7 49

 24 5 9 81

 5 330

इसͧलए, माÚय  = किãपत माÚय + 

  =  

और                       Ĥसरण 2  =  =  =  33

अतः   मानक ͪवचलन  =  = 5.74

15.5.2 एक असतत बारंबारता बटंन का मानक ͪवचलन (Standard deviation of a discrete frequency 

distribution) मान लɅ Ǒदया गया असतत बटंन Ǔनàनͧलͨखत हैः
    x : x

1
,   x

2
,     x

3
 ,. . . , x

n

    f : f
1
,    f

2
,     f

3
 ,. . . ,  f

n

इस बटंन के ͧलए मानक ͪवचलन  ,   ... (2)



386 गͨणत

जहा ँ .

आइए Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण लɅ।
उदाहरण 9  Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए Ĥसरण व मानक ͪवचलन £ात कȧिजएः
  x

i
 4 8 11 17 20 24 32

  f
i
 3 5  9  5  4  3  1

हल आकँड़ɉ को सारणी के Ǿप मɅ ͧलखन ेपर हमɅ Ǔनàनͧलͨखत सारणी 15.8 ĤाÜत होती हैः 
सारणी 15.8

 x
i
 f

i
 f

i 
x

i
 x

i 
–   f

i 

 4 3 12 –10 100 300

 8 5 40 –6 36 180

 11 9 99 –3 9 81

 17 5 85 3 9 45

 20 4 80 6 36 144

 24 3 72 10 100 300

 32 1 32 18 324 324

 30 420 1374 

   N = 30,   

इसͧलए   

अत                   Ĥसरण  =

   =  × 1374 = 45.8

और  मानक ͪवचलन   = 6.77
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15.5.3 एक सतत बारंबारता बटंन का मानक ͪवचलन (Standard deviation of a continuous 

frequency distribution) Ǒदए गए सतत बारंबारता बटंन के सभी वगɟ के मÚय मान लेकर उसे 
असतत बारंबारता बंटन मɅ ǓनǾͪपत कर सकत ेहɇ। तब असतत बारंबारता बटंन के ͧलए अपनाई 
गई ͪवͬध ɮवारा मानक ͪवचलन £ात ͩकया जाता है।  

यǑद एक n वगɟ वाला बारंबारता बंटन िजसमɅ Ĥ×येक अतंराल उसके मÚयमान x
i
 तथा बारंबारता 

f
i
, ɮवारा पǐरभाͪषत ͩकया गया है, तब मानक ͪ वचलन Ǔनàनͧलͨखत सूğ ɮवारा ĤाÜत ͩकया जाएगाः

,

जहा ँ , बटंन का माÚय है और . 

मानक ͪवचलन के ͧलए अÛय सğू हमɅ £ात है ͩक   

Ĥसरण   =  = 

   = 

  =   

  =  

   =  

या   = 
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अतः मानक ͪवचलन =     ... (3)

उदाहरण 10 Ǔनàनͧलͨखत बटंन के ͧलए माÚय, Ĥसरण और मानक ͪवचलन £ात कȧिजएः
 वग[   30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100

 बारंबारता      3     7         12         15          8        3           2

हल Ǒदए गए आकँड़ɉ स ेǓनàनͧलͨखत सारणी 15.9 बनात ेहɇ। 

सारणी 15.9

 वग[ बारंबारता मÚय-ǒबदं ु f
i
x

i
 (x

i
– )2 f

i
(x

i
– )2 

 (f
i
) (x

i
)

 30-40 3 35 105 729 2187

 40-50 7 45 315 289 2023

 50-60 12 55 660 49 588

 60-70 15 65 975 9 135

 70-80 8 75 600 169 1352

 80-90 3 85 255 529 1587

 90-100 2 95 190 1089 2178

 50 3100 10050

अतः मा  =   

 

     Ĥसरण (2)  = 

  =   = 201

और मानक ͪवचलन  =  = 14.18 
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उदाहरण 11 Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ के ͧलए मानक ͪवचलन £ात कȧिजएः
 x

i
 3  8 13 18 23

 f
i
 7 10 15 10   6

हल हम आकँड़ɉ स ेǓनàनͧलͨखत सारणी 15.10 बनात ेहɇः

सारणी 15.10

 x
i
 f

i
 f

i
x

i
 x

i
2 f

i
x

i
2

 3 7 21 9 63

 8 10 80 64 640

 13 15 195 169 2535

 18 10 180 324 3240

 23 6 138 529 3174

            48      614  9652

अब सğू (3) ɮवारा

   =  

  = 

  = 

  = 

  =  = 6.12

इसͧलए, मानक ͪवचलन  = 6.12

 15.5.4. Ĥसरण व मानक ͪवचलन £ात करन ेके ͧलए लघ ुͪवͬध  (Shortcut method to find variance 

and standard deviation) कभी-कभी एक बारंबारता बटंन के Ĥे¢णɉ x
i
 अथवा ͪवͧभÛन वगɟ के 

मÚयमान  x
i
 के मान बहुत बड़ ेहोत ेहɇ तो माÚय तथा Ĥसरण £ात करना कǑठन हो जाता है तथा 

अͬधक समय लतेा है। एेसे बारंबारता बटंन, िजसमɅ वग[-अतंराल समान हɉ, के ͧलए पद ͪवचलन 
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ͪवͬध ɮवारा इस ĤͩĐया को सरल बनाया जा सकता है।
मान लȣिजए ͩक किãपत माÚय ‘A’ है और मापक या पमैान ेको  गनुा छोटा ͩकया गया है 

(यहा ँh वग[ अतंराल है)। मान लɅ ͩक पद ͪवचलन या नया चर y
i
 है। 

अथा[त ्    या  x
i
 = A + hy

i
     ... (1)

हम जानत ेहɇ ͩक        ... (2)

(1) स े x
i
 को (2) मɅ रखन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है 

   =  

  = 

  =   

  = = 

 अतः = A + h       ... (3)
       

अब, चर  x का Ĥसरण,   

  =   [(1) और (3) ɮवारा]

  = 

  = = h2  चर y
i 
का Ĥसरण

अथा[त ्  =        

या    =        ... (4)
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(3) और (4), से हमɅ ĤाÜत होता है ͩक

    =          ... (5)

आइए उदाहरण 11 के आकँड़ɉ मɅ सğू (5) के उपयोग ɮवारा लघ ुͪ वͬध स ेमाÚय, Ĥसरण व मानक 
ͪवचलन £ात करɅ।
उदाहरण 12  Ǔनàनͧलͨखत बटंन के ͧलए माÚय, Ĥसरण व मानक ͪवचलन £ात कȧिजएः
  वग[ 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100

 बारंबारता 3 7 12 15 8 3 2 

हल मान लɅ किãपत माÚय A = 65 है। यहा ँh = 10

Ǒदए गए आकँड़ɉ स ेǓनàनͧलͨखत सारणी 15.11 ĤाÜत होती है।
सारणी 15.11

 वग[ बारंबारत मÚय-ǒबदं ु y
i
=  y

i
2 f

i  
y

i
 f

i 
y

i
2

 f
i
 x

i

 30-40 3 35 – 3 9 – 9 27

 40-50 7 45 – 2 4 – 14 28

 50-60 12 55 – 1 1 – 12 12

 60-70 15 65 0 0 0 0

 70-80 8 75 1 1 8 8

 80-90 3 85 2 4 6 12

 9 0-100 2 95 3 9 6 18

  N=50 – 15 105

इसͧलए   

  Ĥसरण 
 

    = 
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            =  

और मानक ͪवचलन    = 14.18

Ĥæनावलȣ 15.2

Ĥæन 1 से 5 तक के आकँड़ɉ के ͧलए माÚय व Ĥसरण £ात कȧिजए।
  1. 6, 7, 10, 12, 13, 4, 8, 12

  2. Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाएँ
  3. तीन के Ĥथम 10 गणुज
  4. x

i
 6 10 14 18 24 28 30

 f
i
 2 4 7 12 8 4 3

  5. x
i
 92 93 97 98 102 104 109

 f
i
 3 2 3 2 6 3 3

  6. लघ ुͪवͬध ɮवारा माÚय व मानक ͪवचलन £ात कȧिजए।
 x

i
 60 61 62 63 64 65 66 67 68

 f
i
 2 1 12 29 25 12 10 4 5

Ĥæन 7 व 8 मɅ Ǒदए गए बारंबारता बटंन के ͧलए माÚय व Ĥसरण £ात कȧिजए।
  7. वग[  0-30 30-60 60-90 90-120 120-150 150-180 180-210

 बारंबारता  2 3 5 10 3 5 2

  8.  वग[  0-10 10-20 20-30 30-40 40-50

 बारंबारता 5 8 15 16 6

  9. लघ ुͪवͬध ɮवारा माÚय, Ĥसरण व मानक ͪवचलन £ात कȧिजए।
 ऊँचाई 70-75 75-80 80-85 85-90 90-95 95-100 100-105 105-110 110-115
 (सेमी मɅ)
 बÍचɉ कȧ 3 4 7 7 15 9 6 6 3      
 संÉया
10. एक ͫडज़ाइन मɅ बनाए गए वƣृɉ के åयास (ͧममी मɅ) नीच ेǑदए गए हɇ।
  åयास 33-36 37-40 41-44 45-48 49-52

  वƣृɉ सÉंया 15 17 21 22 25
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वƣृɉ के åयासɉ का मानक ͪवचलन व माÚय åयास £ात कȧिजए। 
[ सकेंत पहल ेआकँड़ɉ को सतत बना लɅ। वगɟ को  32.5-36.5, 36.5-40.5, 40.5-44.5, 44.5 - 48.5, 

48.5 - 52.5 लɅ और ͩफर आगे बढ़Ʌ ]

15.6 बारंबारता बटंनɉ का ͪवæलेषण (Analysis of Frequency Distributions) 

इस अÚयाय के पवू[ अनुभागɉ मɅ हमन ेĤकȧण[न कȧ कुछ मापɉ के बारे मɅ पढ़ा है। माÚय व मानक 
ͪवचलन कȧ वहȣ इकाई होती है िजसमɅ आकँड़ ेǑदए गए होत ेहɇ। जब हमɅ दो ͪवͧभÛन इकाइयɉ 
वाल ेबंटनɉ कȧ तुलना करनी हो तो केवल Ĥकȧण[न कȧ मापɉ कȧ गणना हȣ पया[Üत नहȣं होती है 
अͪपत ुएक एेसी माप कȧ आवæयकता होती है जो इकाई स ेèवतğं हो। इकाई स ेèवतğं, ͪवचरण 
कȧ माप को ͪवचरण गणुाकं (coef¿cient of variation) कहत ेहɇ और C.V. ɮवारा दशा[त ेहɇ। 

 ͪवचरण गणुाकं को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से पǐरभाͪषत करत ेहɇः

, 

यहाँ  और  Đमशः आकँड़ɉ के मानक ͪवचलन तथा माÚय हɇ।
 दो  शृखंलाओ ंमɅ ͪवचरण कȧ तलुना के ͧलए हम Ĥ×येक  शृखंला का ͪवचरण गणुाकं £ात 
करत ेहɇ। दोनɉ मɅ स ेबड़ ेͪवचरण गणुाकं वालȣ शृखंला को अͬधक ͪवचरण या ǒबखराव वालȣ  
शृखंला कहत ेहɇ। कम ͪवचरण गणुाकं वालȣ शृखंला को दसूरȣ स ेअͬधक सगंत (consistent) कहते 
हɇ।
15.6.1 दो समान माÚय वाल ेबारंबारता बटंनɉ कȧ तलुना   (Comparison of two frequency distributions 

with same mean)    मान लɅ तथा 
1
पहले बंटन के माÚय तथा मानक ͪवचलन हɇ और तथा  


2
 दसूरे बटंन केे माÚय और मानक ͪवचलन हɇ।

तब C.V. (पहला बंटन) =    

और C.V. (दसूरा बंटन) =    

Ǒदया है  =   =   (मान लɅ)

इसͧलए C.V. (पहला बंटन) =     ... (1)

और C.V. (दसूरा बंटन) =       ... (2)
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(1) और (2) स ेयह èपçट है ͩक दोनɉ C.V. कȧ तुलना 
1
 और 

2
 के आधार पर हȣ कȧ जा सकती 

है। अतः हम कह सकत ेहɇ ͩक समान माÚय वालȣ  शृखंलाओ ंमɅ स ेअͬधक मानक ͪवचलन (या 
Ĥसरण) वालȣ  शृखंला  को अͬधक Ĥ¢ेͪ पत कहा जाता है। साथ हȣ छोटȣ मानक ͪवचलन (या 
Ĥसरण) वालȣ  शृखंला को दसूरȣ कȧ अपे¢ा अͬधक सगंत कहा जाता है।

आइए Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण लɅ।
उदाहरण 13 दो कारखानɉ A तथा B मɅ कम[चाǐरयɉ कȧ सÉंया और उनके वतेन नीच ेǑदए गए हɇ।
  A B

 कम[चाǐरयɉ कȧ सÉंया 5000 6000

 औसत माͧसक वतेन 2500 ǽ 2500 ǽ
 वतेनɉ के बटंन का Ĥसरण 81 100  

åयिÈतगत वतेनɉ मɅ ͩकस कारखान ेA अथवा B मɅ अͬधक ͪवचरण है?
हल कारखाने A मɅ वतेनɉ के बटंन का Ĥसरण (

1
2) = 81

इसͧलए, कारखान ेA मɅ वतेनɉ के बटंन का मानक ͪवचलन (
1
) = 9

साथ हȣ कारखान ेB मɅ वतेनɉ के बटंन का Ĥसरण (
2
2) = 100

इसͧलए, कारखान ेB मɅ वतेनɉ के बटंन का मानक ͪवचलन (
2
) = 10

Èयɉͩक, दोनɉ कारखानɉ मɅ औसत (माÚय) वतेन समान है अथा[त 2500 ǽ है, इसͧलए बड़ ेमानक 
ͪवचलन वाले कारखाने मɅ अͬधक ǒबखराव या ͪवचलन होगा। अतः कारखान ेB मɅ åयिÈतगत 
वतेनɉ मɅ अͬधक ͪवचरण है। 
उदाहरण 14  दो वतेनɉ का ͪवचरण गणुाकं 60 तथा 70 है और उनके मानक ͪवचलन Đमशः 

21 और 16 है। उनके माÚय Èया हɇ? 

हल Ǒदया है    C.V. (पहला बंटन) = 60,  = 21

   C.V. (दसूरा बटंन) = 70,  = 16

मान लɅ और Đमशः पहलȣ व दसूरȣ बटंन के माÚय है, तब    

 

    C.V. (पहला बटंन) = × 100

इसͧलए  60 = 1
1

21 21
100   100 35

60
x

x
     

और  C.V. (दसूरȣ बटंन) = ×100 
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अथा[त ्  70 = 2
2

16 16
100 100 22.85

70
x

x
     

अतः     = 35 और  = 22.85
उदाहरण 15  क¢ा 11 के एक सÈेशन मɅ छाğɉ कȧ ऊँचाई तथा भार के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत 
पǐरकलन ͩकए गए हɇः
  ऊँचाई भार
 माÚय 162.6 सेमी 52.36 ͩकĒा.
 Ĥसरण 127.69 सेमी2 23.1361 ͩकĒा.2

Èया हम कह सकत ेहɇ ͩक भारɉ मɅ ऊँचाई कȧ तलुना मɅ अͬधक ͪवचरण है?
हल ͪवचरणɉ कȧ तलुना के ͧलए हमɅ ͪवचरण गणुाकंɉ कȧ गणना करनी है। 

Ǒदया है    ऊँचाइयɉ मɅ Ĥसरण = 127.69 सेमी2 

इसͧलए    ऊँचाइयɉ का मानक ͪवचलन =  = 11.3 सेमी

पनुः    भारɉ मɅ Ĥसरण = 23.1361 ͩकĒा.2

इसͧलए    भारɉ का मानक ͪवचलन =   = 4.81 ͩकĒा.

अब, ऊँचाइयɉ का ͪवचरण गणुाकं 

 = 

और भारɉ का ͪवचरण गणुाकं =  = 9.18

èपçटतया  भारɉ का ͪवचरण गणुाकं ऊँचाइयɉ के ͪवचरण गणुाकं से बड़ा है।
इसͧलए हम कह सकत ेहɇ ͩक भारɉ मɅ ऊँचाइयɉ कȧ अप¢ेा अͬधक ͪवचरण है।

Ĥæनावलȣ 15.3

 1. Ǔनàनͧलͨखत आकँड़ɉ स ेबताइए ͩक A या B मɅ स ेͩकस मɅ अͬधक ǒबखराव हैः
 अकं 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80

 समहू A 9 17 32 33 40 10 9

 समहू B 10 20 30 25 43 15 7
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 2. शयेरɉ X और Y के नीच ेǑदए गए मãूयɉ से बताइए ͩक ͩकस के मूãयɉ मɅ अͬधक िèथरता है?
 X 35 54 52 53 56 58 52 50 51 49

 Y 108 107 105 105 106 107 104 103 104 101

 3. एक कारखाने कȧ दो फमɟ A और B, के कम[चाǐरयɉ को Ǒदए माͧसक वतेन के ͪवæलेषण का 
Ǔनàनͧलͨखत पǐरणाम हɇः

  फम[  A फम[  B
 वतेन पान ेवाले कम[चाǐरयɉ कȧ सÉंया 586 648

 माͧसक वतेनɉ का माÚय 5253 ǽ 5253 ǽ
 वतेनɉ के बटंनɉ का Ĥसरण 100 121

 (i) A और B मɅ स ेकौन सी फम[ अपन ेकम[चाǐरयɉ को वतेन के Ǿप मɅ अͬधक 
  राͧश देती है? 

  (ii) åयिÈतगत वतेनɉ मɅ ͩकस फम[  A या B, मɅ अͬधक ͪवचरण है?

 4. टȣम A ɮवारा एक सğ मɅ खले ेगए फुटबाल मचैɉ के आकँड़ ेनीच ेǑदए गए हɇः

 ͩकए गए गोलɉ कȧ सÉंया 0 1 2 3 4

 मɇचो कȧ सÉंया 1 9 7 5 3

 टȣम B, ɮवारा खलेे गए मचैɉ मɅ बनाए गए गोलɉ का माÚय 2 ĤǓत मचै और गोलɉ का 
मानक ͪवचलन 1.25 था। ͩकस टȣम को अͬधक सगंत (consistent)समझा जाना चाǑहए?

 5. पचास वनèपǓत उ×पादɉ कȧ लबंाई x (सेमी मɅ) और भार y (Ēाम मɅ) के योग और वगɟ के योग 
नीच ेǑदए गए हɇः

50

1

212i
i

x


 ,  
50

2

1

902.8i
i

x


 ,  
50

1

261i
i

y


 , 
50

2

1

1457.6i
i

y




लबंाई या भार मɅ ͩकसमɅ अͬधक ͪवचरण है?

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 16 20 Ĥे¢णɉ का Ĥसरण 5 है। यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण को 2 स ेगुणा ͩकया गया हो तो 
ĤाÜत Ĥे¢णɉ का Ĥसरण £ात कȧिजए। 
हल मान लȣिजए ͩक Ĥे¢ण x

1
, x

2
, ..., x

20
 और  उनका माÚय है। Ǒदया गया है Ĥसरण = 5 और 

n = 20. हम जानत ेहɇ ͩक 

   Ĥसरण , अथा[त ्
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या   
20

2

1

( )i
i

x x


 = 100      ... (1)

यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण को 2 स ेगणुा ͩकया जाए, तो पǐरणामी Ĥेे¢ण  y
i 
, हɇ।

èपçटतया   y
i
 = 2x

i
 अथा[त ्x

i
 = 

इसͧलए  
20 20

1 1

1 1
2

20i i
i i

y y x
n  

    = 
20

1

1
2.

20 i
i

x



अथा[त ्  = 2    or    =
1

2
y

 x
i
 और    के मान (1) मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर हमɅ ĤाÜत होता है। 

  
220

1

1 1
100

2 2i
i

y y


   
 

 , अथा[त ्
20

2

1

( ) 400i
i

y y


   

अतः नए Ĥे¢णɉ का Ĥसरण  = 
21

400 20 2 5
20

     

ǑटÜपणी  पाठक Úयान दɅ ͩक यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण को k, स ेगणुा ͩकया जाए, तो नए बने 
Ĥे¢णɉ का Ĥसरण, पवू[ Ĥसरण का k2 गनुा हो जाता है।

उदाहरण 17  पाचँ Ĥे¢णɉ का माÚय 4.4 है तथा उनका Ĥसरण 8.24 है। यǑद तीन Ĥे¢ण 
1, 2 तथा 6 हɇ, तो अÛय दो Ĥे¢ण £ात कȧिजए।
हल माना शषे दो Ĥे¢ण x तथा y हɇ। 
इसͧलए,  शृखंला 1, 2, 6, x,  y है।

अब,   माÚय  = 4.4 =
1 2 6

5

x y   
 

या   22 =  9 + x + y
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इसͧलए   x + y = 13      ... (1)

साथ हȣ  Ĥसरण  = 8.24 = 

5
2

1

1
( )i

i

x x
n 



अथा[त ् 8.24        2 2 2 22 21
3.4 2.4 1.6 2 4.4 ( ) 2 4.4

5
x y x y           

या     41.20 = 11.56 + 5.76 + 2.56 + x2 + y2 –8.8 × 13 + 38.72

इसͧलए  x2 + y2  = 97      ... (2)

लेͩकन (1) स,े हमɅ ĤाÜत होता है   

   x2 + y2  + 2xy = 169     ... (3)

(2) और (3), से हमɅ ĤाÜत होता है

   2xy = 72       ... (4)

(2) मɅ स े(4), घटान ेपर,

   x2 + y2  –  2xy = 97 – 72  अथा[त ् (x – y)2 = 25

या   x – y = 5      ... (5)

अब (1) और (5) स,े हमɅ ĤाÜत होता है 

   x = 9, y = 4 जब x – y = 5

या   x = 4, y = 9 जब x – y = – 5

अतः शषे दो Ĥे¢ण 4 तथा 9 हɇ।
उदाहरण 18 यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण  x

1
, x

2
, ...,x

n 
को ‘a’, से बढ़ाया जाए जहा ँa एक ऋणा×मक या 

धना×मक सÉंया है, तो Ǒदखाइए ͩक Ĥसरण अपǐरवǓत [त रहेगा।
हल  मान लɅ Ĥे¢ण x

1
, x

2
, ...,x

n 
का माÚयहै, तो उनका Ĥसरण     

  

    ɮवारा Ǒदया जाता है।

यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण मɅ a  जोड़ा जाए तो नए Ĥे¢ण हɉगे 
   y

i
 = x

i
 + a     ... (1)

मान लȣिजए नए Ĥे¢णɉ का माÚय  है तब
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  = 
1 1

1 1
( )

n n

i i
i i

y x a
n n 

  

 =   =   

अथा[त ्  = + a      ... (2)

अतः नए Ĥे¢णɉ का Ĥसरण

  = 2

1

1
( )

n

i
i

y y
n 

  = 
1

1 n

i
i

na
x x a

n n

     ((1) और (2)के उपयोग स)े

  = 2

1

1
( )

n

i
i

x x
n 

  = 

अतः नए Ĥे¢णɉ का Ĥसरण वहȣ है जो मलू Ĥे¢णɉ का था।

ǑटÜपणी   Úयान दȣिजए ͩक Ĥे¢णɉ के ͩकसी समहू मɅ Ĥ×येक Ĥे¢ण मɅ कोई एक सÉंया 
जोड़ने अथवा घटाने पर Ĥसरण अपǐरवǓत[त रहता है।

उदाहरण 19 एक ͪवɮयाथȸ न े100 Ĥे¢णɉ का माÚय 40 और मानक ͪवचलन 5.1 £ात ͩकया, 
जबͩक उसन ेगलती स ेĤे¢ण 40 के èथान पर 50 ल ेͧ लया था। सहȣ माÚय और मानक ͪवचलन 
Èया है? 

हल Ǒदया है, Ĥे¢णɉ कȧ सÉंया (n) = 100

   गलत माÚय  ( ) = 40,

   गलत मानक ͪवचलन  ( ) = 5.1

हम जानत ेहɇ ͩक  
1

1 n

i
i

x x
n 

 

अथा[त ्         
100

1

1
40

100 i
i

x


   या    
100

1
i

i

x

  = 4000

अथा[त ्  Ĥे¢णɉ का गलत योग = 4000
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अतः Ĥे¢णɉ का सहȣ योग = गलत योग  –50 +40 

  =  4000 – 50 + 40 = 3990

इसͧलए सहȣ माÚय  = = 39.9

साथ हȣ मानक ͪवचलन = 
2

2
2

1 1

1 1n n

i i
i i

x x
n n 

 
  

 
 

  =  22

1

1 n

i
i

x x
n 



अथा[त ्   5.1 = 
2 2

1

1
(40)

100

n

i

i

x


 

या      26.01 =
2

1

1
 

100

n

i

i

x


   – 1600

इसͧलए           = 100 (26.01 + 1600)  = 162601

अब    सहȣ    = गलत  – (50)2 + (40)2 

              = 162601 – 2500 + 1600 =  161701

इसͧलए सहȣ मानक ͪवचलन 

    = 
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   = 
2161701

(39 9)
100

.

   = 1617 01 1592 01. .  =   =  5

अÚयाय 15 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. आठ Ĥे¢णɉ का माÚय तथा Ĥसरण Đमशः 9 और 9.25 हɇ। यǑद इनमɅ स ेछः Ĥे¢ण 6, 7, 

10, 12, 12 और 13 हɇ, तो शषे दो Ĥे¢ण £ात कȧिजए।

 2. सात Ĥे¢णɉ का माÚय तथा Ĥसरण Đमशः 8 तथा 16 हɇ। यǑद इनमɅ से पाचँ Ĥे¢ण 2, 4, 

10, 12, 14 हɇ तो शषे दो Ĥे¢ण £ात कȧिजए।

 3. छः Ĥे¢णɉ का माÚय तथा मानक ͪ वचलन Đमशः 8 तथा 4 हɇ। यǑद Ĥ×येक Ĥे¢ण को तीन 

से गणुा कर Ǒदया जाए तो पǐरणामी Ĥे¢णɉ का माÚय व मानक ͪवचलन £ात कȧिजए।

 4. यǑद n Ĥे¢णɉ x
1
, x

2
, ...,x

n
 का माÚय तथा Ĥसरण 2 हɇ तो ͧसɮध कȧिजए ͩक Ĥे¢णɉ ax

1
, 

ax
2
, ax

3
, ...., ax

n
  का माÚय और Ĥसरण Đमशः  a  तथा  a22 (a  0) हɇ।   

 5. बीस Ĥे¢णɉ का माÚय तथा मानक ͪवचलन Đमशः 10 तथा 2 हɇ। जाचँ करन ेपर यह पाया 

गया ͩक Ĥे¢ण 8 गलत है। Ǔनàन मɅ स ेĤ×येक का सहȣ माÚय तथा मानक ͪवचलन £ात 

कȧिजए यǑद

 (i) गलत Ĥे¢ण हटा Ǒदया जाए।

 (ii) उसे 12 से बदल Ǒदया जाए।

 6. एक क¢ा के पचास छाğɉ ɮवारा तीन ͪवषयɉ गͨणत, भौǓतक शाèğ व रसायन शाèğ मɅ 

ĤाÜताकंɉ का माÚय व मानक ͪवचलन नीच ेǑदए गए हɇः

 ͪवषय  गͨणत भौǓतक रसायन

 माÚय 42 32 40.9

 मानक ͪवचलन 12 15 20

 ͩकस ͪवषय मɅ सबस ेअͬधक ͪवचलन है तथा ͩकसमɅ सबस ेकम ͪवचलन है?

 7. 100 Ĥे¢णɉ का माÚय और मानक ͪ वचलन Đमशः 20 और 3 हɇ। बाद मɅ यह पाया गया ͩ क 

तीन Ĥे¢ण 21, 21 तथा 18 गलत थ।े यǑद गलत Ĥे¢णɉ को हटा Ǒदया जाए तो माÚय व 

मानक ͪवचलन £ात कȧिजए।
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साराशं 
 Ĥकȧण[न कȧ माप आकँड़ɉ मɅ ǒबखराव या ͪवचरण कȧ माप। पǐरसर, चतथु[क ͪवचलन, 

माÚय ͪवचलन व मानक ͪवचलन Ĥकȧण[न कȧ माप हɇ। 
 पǐरसर = अͬधकतम मãूय - Ûयनूतम मूãय
 अवगȸकृत आकँड़ɉ का माÚय ͪवचलन 

    – – M
M.D. ( ) , M.D. (M)

N
i ix x x

x
n

  
 

 जहा ँ= माÚय और M = मािÚयका
 वगȸकृत आकँड़ɉ का माÚय ͪवचलन 

 

   – – M
M.D. ( ) , M.D. (M) , N

N N
i i i i

i

f x x f x
x f    

 

 अवगȸकृत आकँड़ɉ का Ĥसरण और मानक ͪवचलन
 

 22 21 1
, ( )

Ni i if x x x x
n

     

 असतत बारंबारता बटंन का Ĥसरण तथा मानक ͪवचलन
 

   2 22 1 1
,

N Ni i i if x x f x x    
 

 सतत बारंबारता बटंन का Ĥसरण तथा मानक ͪवचलन
 

   222 21 1
, N

N Ni i i i i if x x f x f x      

 Ĥसरण और मानक ͪवचलन £ात करने कȧ लघु ͪवͬध
  22 2

2
N

N
i i i i

h
f y f y       ,   2 2N

N i i i i
h

f y f y 

 जहा ँ
Ai

i

x
y

h




 ͪवचरण गणुाकं C.V.  100, 0.x
x

  

 समान माÚय वालȣ  शृखंलाओ ंमɅ छोटȣ मानक ͪवचलन वालȣ  शृखंला अͬधक सगंत या 
कम ͪवचरण वालȣ होती है। 
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म
सािंÉयकȧ का उɮभव लǑैटन शÞद ‘status’ से हुआ है िजसका अथ[ एक राजनǓैतक राÏय 
होता है। इसस ेपता लगता है ͩक सािंÉयकȧ मानव सßयता िजतनी परुानी है। शायद वष[  
3050 ई.प.ू मɅ यनूान मɅ पहलȣ जनगणना कȧ गई थी। भारत मɅ भी लगभग 2000 वष[ पहले 
ĤशासǓनक आकँड़ ेएकǒğत करन ेकȧ कुशल Ĥणालȣ थी। ͪवशषेतः चġंगÜुत मौय[ (324-300 
ई.प.ू) के राÏय काल मɅ कौǑटãय (लगभग 300 ई.प.ू)के अथ[शाèğ मɅ जÛम और म×ृय ुके 
आकँड़ ेएकǒğत करने कȧ Ĥणालȣ का उãलखे ͧमला है। अकबर के शासनकाल मɅ ͩकए गये 
ĤशासǓनक सवȶ¢णɉ का वण[न अबलुफज़ल ɮवारा ͧलͨखत पुèतक आइने-अकबरȣ म ेǑदया 
गया है।
 लदंन के केÜटन John Graunt (1620-1675) को उनके ɮवारा जÛम और म×ृय ुकȧ 
सािंÉयकȧ के अÚययन के कारण उÛहɅ जÛम और म×ृय ुसािंÉयकȧ का जनक माना जाता 
है। Jacob Bernoulli (1654-1705) न े1713 मे Ĥकाͧशत अपनी पुèतक Ars Conjectandi  

मɅ बड़ी सÉंयाओ ंके Ǔनयम को ͧलखा है।
  सािंÉयकȧ का सɮैधाǓंतक ͪवकास सğहवी ंशताÞदȣ के दौरान खलेɉ और सयंोग घटना 
के ͧसɮधातं के पǐरचय के साथ हुआ तथा इसके आगे भी ͪवकास जारȣ रहा। एक अĒेंज़ 
Francis Galton (1822-1921) न ेजीव सािंÉयकȧ (Biometry) के ¢ğे मɅ सांिÉयकȧ ͪवͬधयɉ 
के उपयोग का माग[ Ĥशèत ͩकया। Karl Pearson (1857-1936) न ेकाई वग[ परȣ¢ण (Chi 

square test) तथा इंÊलɇड मɅ सािंÉयकȧ Ĥयोगशाला कȧ èथापना के साथ सािंÉयकȧय अÚययन 
के ͪवकास मɅ बहुत योगदान Ǒदया है।
 Sir Ronald a. Fisher (1890-1962) िजÛहɅ आधǓुनक सािंÉयकȧ का जनक माना जाता 
है, न ेइसे ͪवͧभÛन ¢ğेɉ जसै ेअनुवांͧ शकȧ, जीव-सािंÉयकȧ, ͧश¢ा, कृͪष आǑद मɅ लगाया।

——
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Where a mathematical reasoning can be had, it is as great a folly to 

make use of any other, as to grope for a thing in the dark, when 

you have a candle in your hand.– JOHN ARBUTHNOT 

16.1  भ ्ूाͧमका (Introduction)

पहले कȧ क¢ाओ ंमɅ हमने ĤाǓयकता कȧ सकंãपना को ͪवͧभÛन 

पǐरिèथǓतयɉ कȧ अǓनिæचतता कȧ माप के Ǿप मɅ पढ़ा है। हमने 

ͩकसी पासे केे फɅ कन ेपर एक सम सÉंया ĤाÜत होन ेकȧ ĤाǓयकता

अथा[त ् £ात कȧ थी। यहा ँकुल सभंाͪवत पǐरणाम (outcomes)1, 

2, 3, 4, 5 और 6 हɇ (िजनकȧ सÉंया छः है)। घटना ‘एक सम सÉंया 
ĤाÜत होना’ के अनुकूल पǐरणाम 2, 4, 6 (अथा[त ्तीन सÉंयाए)ँ 
हɇ। åयापक Ǿप से ͩकसी घटना कȧ ĤाǓयकता £ात करने के ͧलए 
हम घटना के अनकूुल पǐरणामɉ कȧ सÉंया का कुल पǐरणामɉ कȧ 
संÉया के साथ अनुपात £ात करते हɇ। ĤाǓयकता के इस ͧसɮधातं 
को ĤाǓयकता का पुरातन ͧसɮधातं (Classical theory of  probability) कहा जाता है।

क¢ा नवीं मɅ हमने ĤाǓयकता को Ĥे¢ण और संकͧलत आँकड़ɉ के आधार पर £ात करना 
सीखा है। इसे ĤाǓयकता का सांिÉयकȧय Ǻिçटकोण (Statistical approach) कहते हɇ।

इन दोनɉ ͧसɮधातंɉ मɅ कुछ गंभीर समèयाए ँ हɇ। उदाहरणतः इन ͧसɮधातंɉ को उन 
ͩĐयाकलापɉ/ Ĥयोगɉ पर नहȣं लगाया जा सकता है िजनमɅ संभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 
अपǐरͧमत होती है। पुरातन ͧसɮधातं मɅ हम सभी सभंाͪवत पǐरणामɉ को सम संभाåय मानते 
हɇ। èमरण कȧिजए ͩक पǐरणामɉ को सम संभाåय कहा जाता है जब हमɅ यह ͪवæवास करने 
का कोई कारण न हो ͩक एक पǐरणाम के घǑटत होने कȧ संभावना दसूरे से अͬधक है। 
दसूरे शÞदɉ मɅ, हम यह मानते हɇ ͩक सभी पǐरणामɉ के घǑटत होने कȧ सभंावना (ĤाǓयकता) 

अÚयाय 

ĤाǓयकता (Probability)

Kolmogorove 
(1903-1987 A.D.)
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समान है। अतः हमने ĤाǓयकता को पǐरभाͪषत करने के ͧलए सम ĤाǓयकता या सम संभाåय 
पǐरणामɉ का उपयोग ͩकया है। यह ताͩक[ क Ǻिçट से ठȤक पǐरभाषा नहȣं है। इसͧलए Ǿस के 
गͨणत£ A.N.Kolomogrove ने एक अÛय ĤाǓयकता ͧ सɮधांत का ͪ वकास ͩ कया। उÛहाेंने 1933 
मɅ Ĥकाͧशत अपनी पुèतक ‘ĤाǓयकता का आधार’ (Foundation of  Probability) मɅ ĤाǓयकता 
कȧ åयाÉया के ͧलए कुछ èवतः Ĥमाͨणत तØय (अͧभगहृȣत) Ǔनधा[ǐरत ͩकए। इस अÚयाय 
मɅ हम ĤाǓयकता के इसी Ǻिçटकोण, िजसे ĤाǓयकता का अͧभगहृȣतीय Ǻिçटकोण (Axiomatic 

approach of probability) कहते हɇ, का अÚययन करेगɅ। इस Ǻिçटकोण को समझने के ͧलए 
कुछ मूल शÞदɉ को जानना आवæयक है, जसेै ͩक याǺिÍछक परȣ¢ण (Random experiment), 
ĤǓतदश[ समिçट (Sample space), घटनाएँ (events) इ×याǑद। आइए इनके बारे मɅ आगे आने 
वाले अनुभागɉ मɅ अÚययन करंेे।

16.2  याǺिÍछक परȣ¢ण (Random Experiment) 

दैǓनक जीवन मɅ हम एेसे कई ͩĐयाकलाप करते हɇ िजनके पǐरणाम सदैव एक हȣ होते हɇ 
चाहे उÛहɅ ͩकतनी बार भी दोहराया जाए। उदाहरण के ͧलए, ͩकसी Ǒदए गए ǒğभुज के कोणɉ 
का मान न जानते हुए भी हम Ǔनिæचत Ǿप से कह सकते हɇ ͩक कोणɉ का योग 180होगा।

हम इस Ĥकार के भी कई Ĥायोͬगक ͩĐयाकलाप करते हɇ िजÛहɅ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ 
दोहराने पर भी पǐरणाम सदैव एक सा नहȣं होता है। उदाहरण के ͧलए जब एक ͧसÈके को 
उछाला जाता है तो ͬचƣ (head) आ सकता है या पɪ (tail) आ सकता है लेͩकन हम यह 
Ǔनिæचत नहȣं कर सकते हɇ ͩक वाèतͪवक पǐरणाम इन दोनɉ मɅ से Èया होगा? इस Ĥकार के 
परȣ¢ण को याǺिÍछक परȣ¢ण कहा जाता है। अतः एक परȣ¢ण को याǺिÍछक परȣ¢ण कहा 
जाता है यǑद यह Ǔनàनͧलͨखत दो ĤǓतबंधɉ को संतुçट करता हैः 
 (i)  इसके एक से अͬधक संभाͪवत पǐरणाम हɉ।  
 (ii)  परȣ¢ण के पूण[ होने से पहले पǐरणाम बताना सभंव न हो।

जाचँ कȧिजए ͩक एक पासा को फɅ कने का परȣ¢ण याǺिÍछक है या नहȣं? 
इस अÚयाय मɅ एक याǺिÍछक परȣ¢ण को केवल परȣ¢ण कहा गया है जब तक ͩक 

अÛयथा åयÈत न ͩकया गया हो।

16.2.1 पǐरणाम और ĤǓतदश[ समिçट (Outcomes and sample space) ͩकसी याǺिÍछक परȣ¢ण 
के ͩकसी सभांͪ वत नतीजे को पǐरणाम कहते हɇ।

एक पासा फेकनɅ के परȣ¢ण पर ͪवचार करɅ। यǑद हम पासे के ऊपरȣ फलक पर अंͩ कत 
ǒबदंओुं कȧ सÉंया मɅ ǽͬच रखते हɇ तो इस परȣ¢ण के पǐरणाम 1, 2, 3, 4, 5 या 6 हɇ। सभी 
पǐरणामɉ का समुÍचय {1, 2, 3, 4, 5, 6} इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट कहलाता है।

अतः ͩकसी याǺिÍछक परȣ¢ण के सभी संभाͪवत पǐरणामɉ का समÍुचय उस परȣ¢ण 
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का ĤǓतदश[ समिçट कहलाता है। ĤǓतदश[ समिçट को संकेत S ɮवारा Ĥकट ͩकया जाता है।
ĤǓतदश[ समिçट का Ĥ×येक अवयव एक ĤǓतदश[ ǒबदं ु कहलाता है। दसूरे शÞदɉ मɅ, 

याǺिÍछक परȣ¢ण का Ĥ×येक पǐरणाम भी ĤǓतदश[ ǒबदं ुकहलाता है।
आइए कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ। 

उदाहरण 1  दो ͧसÈकɉ (एक 1 ǽ का तथा दसूरा 2 ǽ का) को एक बार उछाला गया है। 
ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।

हल  èपçटतः ͧसÈके इस अथ[ मɅ ͪवभɮेय हɇ ͩक हम उनको पहला ͧसÈका और दसूरा ͧसÈका 
संबोͬधत कर सकते हɇ Èयɉͩक दोनɉ ͧसÈकɉ मɅ से ͩकसी पर ͬचƣ (H) या पɪ (T) Ĥकट हो 
सकते हɇ, इसͧलए सभंव पǐरणाम Ǔनàनͧलͨखत हो सकते हɇः

दोनɉ ͧसÈकɉ पर ͬचƣ = (H,H) = HH

पहले ͧसÈके पर ͬचƣ और दसूरे पर पɪ  = (H,T) = HT

पहले ͧसÈके पर पɪ और दसूरे पर ͬचƣ  = (T,H) = TH

दोनɉ ͧसÈकɉ पर पɪ = (T,T) = TT

अतएव, Ǒदए हुए परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट 
S = {HH, HT, TH, TT}है।

ǑटÜपणी  परȣ¢ण के पǐरणाम H तथा T के Đͧमत युÊम हɇ। सरलता के ͧलए Đͧमत युÊम 
मɅ िèथत अɮ[ध-ͪवराम  (comma) को छोड़ Ǒदया गया है। 

उदाहरण 2   पासɉ के जोड़ े(िजसमɅ एक लाल रंग का और दसूरा नीले रंग का है) को एक बार 
फɅ कने के परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए। ĤǓतदश[ समिçट के अवयवɉ कȧ संÉया भी 
£ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए ͩक नीले रंग के पासे पर 1 और लाल रंग पर 2 Ĥकट होता है। हम इस पǐरणाम 
को Đͧमत युÊम (1, 2) ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ। इसी Ĥकार, यǑद नीले पासे पर 3 और लाल पर 
5 Ĥकट होता है, तो इस पǐरणाम को (3, 5) ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ।

åयापक Ǿप से Ĥ×येक पǐरणाम को Đͧमत युÊम (x, y), ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता 
है जहाँ x नीले रंग के पासे पर और y लाल पास ेपर Ĥकट होने वालȣ संÉयाएँ हɇ। अतएव, 
ĤǓतदश[ समिçट Ǔनàनͧलͨखत हैः

S = {(x, y): x नीले पासे पर Ĥकट सÉंया और  y लाल पासे पर Ĥकट सÉंया है }

इस ĤǓतदश[ समिçट के अवयवɉ कȧ सÉंया 6 × 6 = 36 है ओर ĤǓतदश[ समिçट नीचे Ĥदƣ हैः 
{(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),

(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
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उदाहरण 3 Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक परȣ¢ण के ͧलए उपयुÈत ĤǓतदश[ समिçट का उãलेख कȧिजए 
 (i)  एक बालक कȧ जेब मɅ एक 1 ǽ, एक 2 ǽ व एक 5 ǽ के ͧसÈके हɇ। वह अपनी 

जेब से एक के बाद एक दो ͧसÈकेे Ǔनकालता है।
 (ii)  एक åयिÈत ͩकसी åयèत राजमाग[ पर एक वष[ मɅ होन ेवालȣ दघु[टनाओ ंकȧ सÉंया 

ͧलखता है।

हल (i) मान लȣिजए 1 ǽ का ͧसÈका Q से, 2 ǽ का ͧसÈका H से तथा 5 ǽ का ͧसÈका R से 
ǓनǾͪपत होते हɇ। उसके ɮवारा जबे से Ǔनकाला गया पहला ͧसÈका तीन ͧसÈकɉ मɅ से कोई 
भी एक ͧसÈका Q, H या R हो सकता है। पहले ͧसÈके Q के सगंत दसूरȣ बार Ǔनकाला गया 
ͧसÈका H या R हो सकता है। अतः दो ͧसÈके Ǔनकालने का पǐरणाम QH या QR हो सकता 
है। इसी Ĥकार, H के संगत दसूरȣ बार Ǔनकाला गया ͧसÈका Q या R हो सकता है। इसͧलए, 
पǐरणाम HQ या HR हो सकता है। अतंतः R के सगंत दसूरȣ बार Ǔनकाला गया ͧसÈका H या 
Q हो सकता है। इसͧलए पǐरणाम RH या RQ होगा।
अतः ĤǓतदश[ समिçट  S={QH, QR, HQ, HR, RH, RQ}है।
(ii)  ͩकसी åयèत राजमाग[ पर दघु[टनाओं कȧ सÉंया 0 (ͩकसी दघु[टना के न होने पर) या 
1 या 2, या कोई भी धन पूणाɍक हो सकता है।

अतः इस परȣ¢ण के ͧलए ĤǓतदश[ समिçट S = {0,1,2,...} हैः

उदाहरण 4 एक ͧसÈका उछाला जाता है। यǑद उस पर ͬचƣ Ĥकट हो तो हम एक थैलȣ, िजसमɅ 
3 नीलȣ एवं 4 सफ़ेद गɅद हɇ, मɅ से एक गɅद Ǔनकालते हɇ। यǑद ͧसÈके पर पɪ Ĥकट होता है 
तो हम एक पासा फɅ कते हɇ। इस परȣ¢ण के ĤǓतदश[ समिçट का वण[न कȧिजए।

हल मान लȣिजए हम नीलȣ गɅदɉ को B
1
, B

2
, B

3
 और सफ़ेद गɅदोें को W

1
, W

2
, W

3
, W

4
 से ǓनǾͪपत 

करते हɇ। इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट 
S = { HB

1
, HB

2
, HB

3
, HW

1
, HW

2
, HW

3
, HW

4
, T1, T2, T3, T4, T5, T6}है।

यहाँ HB
i
 का अथ[ है ͩक ͧसÈके पर ͬचƣ है और गɅद  B

i
 Ǔनकालȣ गई है। HW

i
 का अथ[ है ͩक 

ͧसÈके पर ͬचƣ है और गɅद W
i
 Ǔनकालȣ गई है। इसी Ĥकार T

i
 का अथ[ है ͩक ͧसÈके पर पɪ 

और पासे पर संÉया i  Ĥकट हुई है। 

उदाहरण 5 एक एेसे परȣ¢ण पर ͪ वचार कȧिजए िजसमɅ एक ͧ सÈके को बार-बार तब तक उछालते 
रहते हɇ जब तक उस पर ͬचƣ Ĥकट न हो जाए। इसकȧ ĤǓतदश[ समिçट का वण[न कȧिजए। 

हल  इस परȣ¢ण मɅ ͬचƣ Ĥथम उछाल या ɮͪवतीय उछाल या ततृीय उछाल इ×याǑद मɅ से 
ͩकसी मɅ भी Ĥकट हो सकता है। 

अतः, वाǓंछत ĤǓतदश[ समिçट S = {H, TH, TTH, TTTH, TTTTH,...} है।
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Ĥæनावलȣ 16.1

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ 1 से 7, मɅ Ĥ×येक मɅ ǓनǑद[çट परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।
 1.  एक ͧसÈके को तीन बार उछाला गया है।
 2.  एक पासा दो बार फɅ का गया है।
 3.  एक ͧसÈका चार बार उछाला गया है।
 4.  एक ͧसÈका उछाला गया है और एक पासा फɅ का गया है।
 5.  एक ͧसÈका उछाला गया है और केवल उस दशा मɅ, जब ͧसÈके पर ͬचƣ Ĥकट होता है 

एक पासा फɅ का जाता है।
 6.  X कमरे मɅ 2 लड़के और 2 लड़ͩकयाँ हɇ तथा Y कमरे  मɅ 1 लड़का और 3 लड़ͩकयाँ हɇ। 

उस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए िजसमɅ पहले एक कमरा चुना जाता है 
ͩफर एक बÍचा चुना जाता है।  

 7.  एक पासा लाल रंग का, एक सफ़ेद रंग का और एक अÛय पासा नीले रंग का एक थैले 
मɅ रखे हɇ। एक पासा याǺÍछया चुना गया और उसे फɅ का गया है, पासे का रंग और 
इसके ऊपर के फलक पर ĤाÜत सÉंया को ͧलखा गया है। ĤǓतदश[ समिçट का वण[न 
कȧिजए।

 8.  एक परȣ¢ण मɅ 2 बÍचɉ वाले पǐरवारɉ मɅ से Ĥ×येक मɅ लड़के-लड़ͩकयɉ कȧ सÉंयाओं को 
ͧलखा जाता है। 

 (i)  यǑद हमारȣ ǽͬच इस बात को जानने मɅ है ͩक जÛम के Đम मɅ बÍचा लड़का या 
लड़कȧ है तो ĤǓतदश[ समिçट Èया होगी?

 (ii)  यǑद हमारȣ ǽͬच ͩकसी पǐरवार मɅ लड़ͩकयɉ कȧ सÉंया जानने मɅ है तो ĤǓतदश[ 
समिçट Èया होगी?

 9.  एक ͫडÞबे मɅ 1 लाल और एक जसैी 3 सफ़ेद गɅद रखी गई हɇ। दो गɅद उƣरोतर (in 

succession) ǒबना ĤǓतèथाͪपत ͩ कए याǺÍछया Ǔनकालȣ जाती है। इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ 
समिçट £ात कȧिजए।

10. एक परȣ¢ण मɅ एक ͧसÈके को उछाला जाता है और यǑद उस पर ͬचƣ Ĥकट होता है तो 
उसे पुनः उछाला जाता है। यǑद पहलȣ बार उछालन ेपर पɪ ĤाÜत होता है तो एक पासा 
फɅ का जाता है। ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।

 11.  मान लȣिजए ͩ क बãबɉ के एक ढेर मɅ से 3 बãब याǺÍछया Ǔनकाले जाते हɇ। Ĥ×येक बãब 
कोे जाँचा जाता है और उसे खराब (D) या ठȤक (N) मɅ वगȸकृत करते हɇ। इस परȣ¢ण 
का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।

12.  एक ͧसÈका उछाला जाता है। यǑद पǐरणाम ͬचƣ हो तो एक पासा फɅ का जाता है। यǑद 
पासे पर एक सम सÉंया Ĥकट होती है तो पासे को पुनः फɅ का जाता है। इस परȣ¢ण 
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का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।
13.  कागज़ कȧ चार पͬच[यɉ पर सÉंयाएँ 1, 2, 3 और 4 अलग-अलग ͧलखी गई हɇ। इन 

पͬच[यɉ को एक ͫडÞबे मɅ रख कर भलȣ-भाǓँत ͧमलाया गया है। एक åयिÈत ͫडÞब ेमɅ से 
दो पͬच[याँ एक के बाद दसूरȣ ǒबना ĤǓतèथाͪपत ͩकए Ǔनकालता है। इस परȣ¢ण का 
ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए।

14.  एक परȣ¢ण मɅ एक पासा फɅ का जाता है और यǑद पासे पर ĤाÜत संÉया सम है तो एक 
ͧसÈका एक बार उछाला जाता है। यǑद पासे पर ĤाÜत सÉंया ͪवषम है, तो ͧसÈके को 
दो बार उछालते हɇ। ĤǓतदश[ समिçट ͧलͨखए।

15.  एक ͧसÈका उछाला गया। यǑद उस पर पɪ Ĥकट होता है तो एक ͫडÞब ेमɅ से िजसमɅ 2 
लाल और 3 कालȣ गɅदɅ रखी हɇ, एक गɅद Ǔनकालते हɇ। यǑद ͧसÈके पर ͬचƣ Ĥकट होता 
है तो एक पासा फɅ का जाता है। इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट ͧलͨखए।  

16.  एक पासा को बार-बार तब तक फɅ का जाता है जब तक उस पर 6 Ĥकट न हो जाए। 
इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट Èया है?

16.3  घटना (Event)

हमने याǺिÍछक परȣ¢ण और उसके ĤǓतदश[ समिçट के बारे मɅ पढ़ा है। ͩकसी परȣ¢ण का 
ĤǓतदश[ समिçट उस परȣ¢ण से सबंंͬ धत सभी Ĥæनɉ के ͧलए साव[ǒğक समुÍचय (Universal 

set) होता है।
एक ͧसÈके को दो बार उछालन े के परȣ¢ण पर ͪवचार कȧिजए। संबंͬ धत ĤǓतदश[ 

समिçट       S = {HH, HT, TH, TT} है।
अब, मान लȣिजए ͩक हमारȣ ǽͬच उन पǐरणामɉ मɅ है जो तØयतः एक ͬचƣ Ĥकट होने 

के अनुकूल होते हɇ। हम पाते हɇ ͩक इस घटना के होने के अनकूुल S के अवयव केवल HT 
और TH हɇ। यह दो अवयव एक समुÍचय E = {HT, TH} बनाते हɇ।

हम जानत ेहɇ ͩक समुÍचय E ĤǓतदश[ समिçट S का उपसमुÍचय है। इसी Ĥकार हम पाते 
हɇ ͩक ͪवͧभÛन घटनाओं और S के उपसमुÍचयɉ मɅ Ǔनàनͧलͨखत संगतता हैः
 घटना का वण[न   ‘S’ का सगंत उपसमुÍचय 
 पटɉ कȧ सÉंया तØयतः दो है   A = {TT}

 पटɉ कȧ सÉंया कम से कम 1 है   B = {HT, TH, TT} 

 ͬचƣɉ कȧ सÉंया अͬधकतम 1 है   C = {HT, TH, TT} 

 ɮͪवतीय उछाल मɅ ͬचƣ नहȣं है   D = { HT, TT}

 ͬचƣɉ कȧ सÉंया अͬधकतम दो है    S  =  {HH, HT, TH, TT}

 ͬचƣɉ कȧ सÉंया दो से अͬधक है   .

उपयु[Èत चचा[ से यह èपçट है ͩक ĤǓतदश[ समिçट के ͩकसी उपसमुÍचय के सगंत एक 
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घटना होती है और ͩकसी घटना के सगंत ĤǓतदश[ समिçट का एक उपसमुÍचय होता है। इसके 
संदभ[ मɅ एक घटना को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया जाता हैः
पǐरभाषा  ĤǓतदश[ समिçट S का कोई उपसमुÍचय एक घटना कहȣ जाती है।  

16.3.1  एक घटना का घǑटत होना (Occurrence of an event) एक पासा को फɅ कने के परȣ¢ण 
पर ͪवचार कȧिजए। मान लȣिजए ͩक घटना ‘पासा पर 4 से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना’ को E 

से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। यǑद पासा पर वाèतव मɅ ‘1’ Ĥकट होता है तो हम कह सकते 
हɇ ͩक घटना E घǑटत हुई है। वèतुतः यǑद पǐरणाम 2 या 3 हɇ तो हम कहते हɇ ͩक घटना E 

घǑटत हुई है।  

 अतः ͩकसी परȣ¢ण के ĤǓतदश[ समिçट S कȧ घटना E घǑटत हुई कहȣ जाती है यǑद परȣ¢ण 
का पǐरणाम  इस Ĥकार है ͩक   E. यǑद पǐरणाम एेसा है ͩक    E,तो हम कहत ेहɇ 
ͩक घटना E घǑटत नहȣं हुई है।

16.3.2 घटनाओं के Ĥकार (Types of events) घटनाओं को उनके अवयवɉ के आधार पर ͪवͧभÛन 
Ĥकारɉ मɅ वगȸकृत ͩकया जा सकता है। 

1. असंभव व Ǔनिæचत घटनाएँ (Impossible and Sure Events) ǐरÈत समुÍचय  और ĤǓतदश[ 
समिçट S भी घटनाओं को åयÈत करते हɇ। वाèतव मɅ को असंभव घटना और S अथा[त ्पूण[ 
ĤǓतदश[ समिçट को Ǔनिæचत घटना कहते हɇ। 

इÛहɅ समझने के ͧलए आइए पासा फɅ कने के परȣ¢ण पर ͪवचार करɅ। इस परȣ¢ण का 
ĤǓतदश[ समिçट S = {1,2,3,4,5,6} है।

मान लȣिजए E  घटना ‘पासे पर Ĥकट सÉंया 7 का गुणज है’ को ǓनǾͪपत करता है। 
Èया आप घटना E के संगत उपसमुÍचय ͧलख सकत ेहɇ?

èपçटतया परȣ¢ण का कोई भी पǐरणाम घटना E के ĤǓतबधं को संतुçट नहȣं करता है 
अथा[त ्ĤǓतदश[ समिçट का कोई भी अवयव घटना E का घǑटत होने को Ǔनिæचत नहȣं करता 
हɇ। अतः हम कह सकते हɇ ͩक केवल ǐरÈत समुÍचय हȣ घटना E के सगंत समुÍचय है। दसूरे 
शÞदɉ मɅ, हम कह सकते हɇ ͩक पासे के ऊपरȣ फलक पर 7 का गुणज Ĥकट होना असभंव है। 

इस Ĥकार घटना E =   एक असंभव घटना है।
आइए अब हम एक अÛय घटना F ‘पासा पर ĤाÜत संÉया या तो सम है या ͪवषम’ पर 

ͪवचार करɅ। èपçटतया F = {1,2,3,4,5,6,} = S.

अथा[त ्सभी पǐरणाम घटना F के घǑटत होने को Ǔनिæचत करते हɇ। अतः F = S एक 
Ǔनिæचत घटना है।

2. सरल घटना (Simple Event)  यǑद ͩकसी घटना E मɅ केवल एक हȣ ĤǓतदश[ ǒबदं ुहो, तो 
घटना E को सरल या Ĥारिàभक घटना कहत ेहɇ। एेसा परȣ¢ण िजसके ĤǓतदश[ समिçट िजसमɅ 
n पथृक अवयव हɉ, मɅ n सरल घटनाएँ ͪवɮयमान होती हɇ।   
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उदाहरण के ͧलए, एक ͧसÈका के दो उछालɉ वाले परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट
S={HH, HT, TH, TT} है। 

यहा ँइस ĤǓतदश[ समिçट कȧ चार सरल घटनाएँ हɇ, जो Ǔनàनͧलͨखत हɇः
E

1
= {HH}, E

2
={HT}, E

3
= { TH} और E

4
={TT}.

3. ͧमĮ घटना (Compound Events)  यǑद ͩकसी घटना मɅ एक से अͬधक ĤǓतदश[ ǒबदं ुहोते 
हɇ, तो उसे ͧमĮ घटना कहते हɇ। उदाहरण के ͧलए एक ͧसÈके कȧ तीन उछालɉ के परȣ¢ण मɅ 
Ǔनàनͧलͨखत घटनाए ँͧमĮ घटनाएँ हɇः

E: तØयतः एक ͬचƣ Ĥकट होना
F: Ûयूनतम एक ͬचƣ Ĥकट होना
G: अͬधकतम एक ͬचƣ Ĥकट होना, इ×याǑद।

इन घटनाओ ंके सगंत S के उपसमुÍचय Ǔनàनͧलͨखत हɇः
E={HTT,THT,TTH}

F={HTT,THT, TTH, HHT, HTH, THH, HHH}

G= {TTT, THT, HTT, TTH}

उपयु[Èत Ĥ×येक उपसमुÍचय मɅ एक से अͬधक ĤǓतदश[ ǒबदं ुहɇ इसͧलए यह सब ͧमĮ 
घटनाए ँहɇ।

16.3.3 घटनाओं का बीजगͨणत (Algebra of Events)  समुÍचयɉ के अÚयाय मɅ हमने दो या 
अͬधक  समुÍचयɉ के सयंोजन के ͪवͧभÛन तरȣकɉ के बारे मɅ पढ़ा था अथा[त ् सिàमलन 
(union), सव[Ǔनçठ (intersection), अंतर (difference), समुÍचय का पूरक (Complement of a 

set), इ×याǑद के बारे मɅ समझा था। इसी Ĥकार हम घटनाओं का संयोजन समुÍचय सकेंतनɉ 
के सǺश उपयोग ɮवारा कर सकते हɇ।

मान लȣिजए  A,B,C  एेसे Ĥयोग से सबंɮध घटनाएँ हɇ िजसकȧ ĤǓतदश[ समिçट S है।

1. पूरक घटना (Complementary Event) Ĥ×येक घटना A के सापे¢ एक अÛय घटना होती 
है िजसे घटना A कȧ पूरक घटना कहते हɇ। A को घटना ‘A–नहȣं’ भी कहा जाता है।

उदाहरण के ͧ लए ‘एक ͧ सÈके कȧ तीन उछालɉ’ के परȣ¢ण को लɅ। इसका ĤǓतदश[ समिçट 

S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT} है।
मान लȣिजए  A={HTH, HHT, THH} घटना ‘केवल एक पट का Ĥकट होना’ को दशा[ता है। 
पǐरणाम HTT के होने पर घटना A घǑटत नहȣं हुई है। ͩकंतु हम कह सकत ेहɇ ͩक घटना 
‘A–नहȣं’ घǑटत हुई है। इस Ĥकार, Ĥ×येक पǐरणाम के ͧलए जो A मɅ नहȣं हɇ हम कहते हɇ ͩक 
‘A-नहȣं’ घǑटत हुई है। इस Ĥकार घटना A के ͧलए पूरक घटना ‘A–नहȣं’ अथा[त ्

A= {HHH, HTT, THT, TTH, TTT}
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या   A= {:   S और   A} = S – A है।
2. घटना ‘A या B’ (Event A or B) èमरण कȧिजए ͩक दो समुÍचयɉ A और B का सिàमलन 
A  B ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है िजसमɅ वह सब अवयव सिàमͧलत होते हɇ जो या तो A 

मɅ हɇ या B मɅ है या दोनɉ मɅ हɇ।
जब समुÍचय A और B ͩकसी ĤǓतदश[ समिçट से सबंंͬ धत दो घटनाएँ हɉ तो ‘A B’ 

घटना A या B या दोनɉ को ǓनǾͪपत करता है। घटना ‘A B’ को ‘A या B’ भी कहा जाता है।
इसͧलए   घटना ‘A या B’ = A B = {: A या  B}

3. घटना 'A और B' (Event A and B) हम जानते हɇ ͩक दो समुÍचयɉ का सव[Ǔनçठ 
A B वह समुÍचय होता है िजसमɅ व ेअवयव होते हɇ जो A और B दोनɉ मɅ उभयǓनçठ होते 
हɇ अथा[त ्जो A और B दोनɉ मɅ होते हɇ। 

यǑद ‘A और B’ दो घटनाए ँहɉ तो समुÍचय A B घटना ‘A और B’ को दशा[ता है।
इस Ĥकार, A B = { :  A और  B}

उदाहरण के ͧलए एक पासा को दो बार फɅ कने के परȣ¢ण मɅ मान लȣिजए घटना A 

‘पहलȣ फɅ क मɅ सÉंया 6 Ĥकट होती है’ और घटना B ‘दो फɅ कɉ पर Ĥकट सÉंयाओं का योग 
Ûयूनतम 11 होता है’ को åयÈत करती हɇ। तब 

A = {(6,1), (6,2}, (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} और  B = {(5,6), (6,5), (6,6)}

इसͧलए    A B = {(6,5), (6,6)}

नोट कȧिजए ͩक समुÍचय A B = {(6,5), (6,6)}, घटना ‘पहलȣ फɅ क पर 6 Ĥकट होता है और 
दोनɉ फɅ कɉ पर Ĥकट सÉंयाओं का योग Ûयूनतम 11 होता है’ को åयÈत करता है।
4. घटना ‘A ͩकंतु B नहȣं’ (Event A but not B) हम जानते हɇ ͩक A – B उन सभी अवयवɉ का 
समुÍचय होता है जो  A मɅ तो हɇ लेͩकन B मɅ नहȣं हɇ। इसͧलए, समुÍचय 'A – B'  घटना ‘A 

ͩकंतु B नहȣ’ं को åयÈत कर सकता है। हम जानते हɇ ͩक  A – B = A  B

उदाहरण 6 एक पासा फɅ कने के परȣ¢ण पर ͪवचार कȧिजए। घटना ‘एक अभाÏय सÉंया ĤाÜत 
होना’ को A से और घटना ‘एक ͪवषम सÉंया ĤाÜत होना’ को B से ǓनǾͪपत ͩकया गया है। 
Ǔनàनͧलͨखत घटनाओं  (i) A या  B (ii) A और B (iii)  A ͩकंतु B नहȣं (iv) ‘A–नहȣं’ को ǓनǾͪपत 
करन ेवाले समुÍचय ͧलͨखए।

हल  यहाँ  S = {1,2,3,4,5,6}, A = {2,3,5} और B = {1,3,5}

Ĥ×य¢तः
 (i)  ‘A या B’ = A  B =  {1,2,3,5} 

 (ii)  ‘A और B’ = A  B = {3,5}

 (iii)  ‘A ͩकंतु B नहȣं’ =  A – B =  {2}

 (iv)  ‘A–नहȣं’ = A´ = {1,4,6}
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16.3.4 परèपर अपवजȸ घटनाएँ (Mutually exclusive events) पासा फɅ कने के परȣ¢ण का ĤǓतदश[ 
समिçट S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} है। मान लȣिजए घटना A ‘एक ͪवषम संÉया का Ĥकट होना’ और 
घटना B  ‘एक सम सÉंया का Ĥकट होना’ को åयÈत करत ेहɇ। 

èपçटतया घटना A, घटना B को अपविज[त कर रहȣ है तथा इसका ͪवलोम भी स×य है। 
दसूरे शÞदɉ मɅ, एेसा कोई पǐरणाम नहȣं है जो घटना A और B के एक साथ घǑटत होने को 
Ǔनिæचत करता है यहाँ

A = {1, 3, 5} और B = {2, 4, 6}

èपçटतया A  B =   अथा[त ्A और B असंयुÈत समुÍचय हɇ।
åयापकतः दो घटनाएँ  A और B परèपर अपवजȸ घटनाएँ कहȣ जाती हɇ, यǑद इनमɅ से 

ͩकसी एक का घǑटत होना दसूरȣ के घǑटत होने को अपविज[त करता है अथा[त ्वे एक साथ 
घǑटत नहȣं हो सकती हɇ। इस दशा मɅ समुÍचय A और B असंयुÈत होते हɇ।

पुनः एक पासे को फɅ कने के परȣ¢ण मɅ घटना A ‘एक ͪवषम सÉंया Ĥकट होना’ और 
घटना  B ‘4 से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना’ पर ͪवचार कȧिजए।

Ĥ×य¢तः  A = {1, 3, 5} और B = {1, 2, 3}

अब  3  A तथा साथ हȣ 3  B

इसͧलए A और B असंयुÈत नहȣं है। अतः A और B परèपर अपवजȸ घटनाएँ नहȣं हɇ। 

ǑटपÜणी  एक ĤǓतदश[ समिçट कȧ सरल घटनाए ँसदैव परèपर अपवजȸ होती हɇ। 

16.3.5 Ǔनःशेष घटनाएँ (Exhaustive events) एक पासे को फɅ कने के परȣ¢ण पर ͪ वचार कȧिजए। 
हम पाते हɇ S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

आइए Ǔनàनͧलͨखत घटनाओं को पǐरभाͪषत करɅः
   A: ‘4 से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना’, 
   B: ‘2 से बड़ी ͩकंतु 5 से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना’
और  C:‘4 से बड़ी संÉया Ĥकट होना’. 
तब  A = {1, 2, 3}, B = {3,4} और C = {5, 6}. हम देखते हɇ ͩक
  A  B C = {1,2,3}  {3,4}  {5, 6} = S. 

एेसी घटनाओं A, B और C को Ǔनःशेष घटनाएँ कहते हɇ। åयापक Ǿप से यǑद E
1
, E

2
, ..., E

n
 ͩकसी 

ĤǓतदश[ समिçट S कȧ n घटनाए ँहɇ और यǑद 

  

तब E
1
, E

2
, ..., E

n
  को Ǔनःशषे घटनाएँ कहते हɇ। दसूरे शÞदɉ मɅ, घटनाएँ E

1
, E

2
, ..., E

n 
Ǔनःशेष 

कहलाती हɇ यǑद परȣ¢ण के करने पर इनमɅ से कम से कम एक घटना अवæय हȣ घǑटत हो। 
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इसके अǓतǐरÈत यǑद सभी i  j के ͧलए  E
i
 E

j
 =  अĒतः यǑद E

i
  E

j 
= i  j अथा[त ्

E
i
 औरE

j 
 परèपर अपवजȸ हɇ, और  हो, तो घटनाएँ E

1
, E

2
, ..., E

n 
परèपर अपवजȸ 

Ǔनःशषे घटनाए ँ कहलाती हɇ।
आइए अब कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ।

उदाहरण 7 दो पासे फɅ के जाते हɇ और पासɉ पर ĤाÜत सÉंयाओं का योग ͧलखा जाता है। आइए 
अब हम इस Ĥयोग से सबंंͬ धत Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंपर ͪवचार करɅः 

A: ‘ĤाÜत योग सम सÉंया है’।
B: ‘ĤाÜत योग 3 का गुणज है’।
C: ‘ĤाÜत योग 4 से कम है’।
D: ‘ĤाÜत योग 11 से अͬधक है’।

इन घटनाओ ंमɅ से कौन से युÊम परèपर अपवजȸ हɇ?

हल  ĤǓतदश[ समिçट S = {(x, y):  x, y = 1, 2, 3, 4, 5, 6} मɅ 36 अवयव हɇ।
तब A = {(1, 1), (1, 3), (1, 5), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 2), (4, 4), 

        (4, 6), (5, 1), (5, 3), (5, 5), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}

  B = {(1, 2), (2, 1), (1, 5), (5, 1), (3, 3), (2, 4), (4, 2), (3, 6), (6, 3), (4, 5), (5, 4),

        (6, 6)}

 C = {(1, 1), (2, 1), (1, 2)} और D = {(6, 6)}

हमɅ ĤाÜत होता है
A  B = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 6)} 

इसͧलए,  A और B परèपर अपवजȸ नहȣं हɇ।
इसी Ĥकार A  C A  D B  C और B  D 

इस Ĥकार युÊम (A, C), (A, D), (B, C), (B, D) परèपर अपवजȸ नहȣं है।
साथ हȣ C D  इसͧलए, C और D परèपर अपवजȸ घटनाए ँहɇ।

उदाहरण 8 एक ͧ सÈके को तीन बार उछाला गया है। Ǔनàनͧलͨखत घटनाओं पर ͪ वचार कȧिजएः
A: ‘कोई ͬचƣ Ĥकट नहȣं होता है’ , 
B: ‘तØयतः एक ͬचƣ  Ĥकट होता है’ और 

C: ‘कम से कम दो ͬचƣ Ĥकट होते हɇ’।
Èया यह परèपर अपवजȸ और Ǔनःशषे घटनाओ ंका समुÍचय है?

हल पǐरणाम का ĤǓतदश[ समिçट
 S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT} है
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और  A = {TTT}, B = {HTT, THT, TTH}तथा C = {HHT, HTH, THH, HHH}

अब A  B  C = {TTT, HTT, THT, TTH, HHT, HTH, THH, HHH} = S

इसͧलए, A, B और C Ǔनःशेष घटनाएँ हɇ।
साथ हȣ A   B = , A   C =  और B   C = 

इसͧलए, घटनाएँ युÊम के अनुसार असंयुÈत हɇ अथा[त ्वे परèपर अपवजȸ हɇ।
अतः A, B और C परèपर अपवजȸ व Ǔनःशेष घटनाओ ंका समुÍचय बनाते हɇ।

Ĥæनावलȣ 16.2

 1.  एक पासा फɅ का जाता है। मान लȣिजए घटना E ‘पासे पर सÉंया 4 दशा[ता’ है और घटना 
F ‘पासे पर सम सÉंया दशा[ता’ है। Èया E और F परèपर अपवजȸ हɇ?

 2.  एक पासा फɅ का जाता है। Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंका वण[न कȧिजएः 
 (i) A: संÉया 7 से कम है। (ii) B:  संÉया 7 से बड़ी है।
 (iii) C:  संÉया 3 का गुणज है। (iv) D:  संÉया 4 से कम है।
 (v) E: 4 से बड़ी सम संÉया है। (vi) F:  संÉया 3 से कम नहȣं है।
  A  B, A  B, B C, E  F, D  E, A – C, D –  E, E FF´  भी £ात कȧिजए।
 3.   एक परȣ¢ण मɅ पासɅ केे एक जोड़ ेको फɅ कते हɇ और उन पर Ĥकट संÉयाओं को ͧलखते 

हɇ। Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंका वण[न कȧिजएः 
  A: ĤाÜत संÉयाओं का योग 8 स ेअͬधक है। 
  B: दोनɉ पासɉ पर संÉया 2 Ĥकट होती है। 
  C: Ĥकट सÉंयाओं का योग कम से कम 7 है और 3 का गुणज है। 
 इन घटनाओ ंकेे कौन-कौन से युÊम परèपर अपवजȸ हɇ?
 4. तीन ͧसÈकɉ को एक बार उछाला जाता है। मान लȣिजए ͩक घटना ’तीन ͬचƣ Ǒदखना’ 

को  A से, घटना ‘दो ͬचƣ और एक पɪ Ǒदखना’ को B से, घटना ‘तीन पɪ Ǒदखना’ को 
C और घटना ’पहले ͧसÈके पर ͬचƣ Ǒदखना’ को D से ǓनǾͪपत ͩकया गया है। बताइए 
ͩक इनमɅ से कौन सी घटनाएँ (i) परèपर अपवजȸ हɇ?   (ii) सरल हɇ ?  (iii) ͧमĮ हɇ ?

 5.  तीन ͧसÈके एक बार उछाले जाते हɇ। वण[न कȧिजए। 
 (i) दो घटनाएँ जो परèपर अपवजȸ हɇ।
 (ii) तीन घटनाएँ जो परèपर अपवजȸ और Ǔनःशेष हɇ।
 (iii) दो घटनाएँ जो परèपर अपवजȸ नहȣं हɇ।
 (iv) दो घटनाएँ जो परèपर अपवजȸ हɇ ͩकंतु  Ǔनःशेष नहȣं हɇ।
 (v) तीन घटनाएँ जो परèपर अपवजȸ हɇ ͩकंतु  Ǔनःशषे नहȣं हɇ।
 6.  दो पासे फɅ के जाते हɇ। घटनाएँ A, B और C Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से हɇः 
  A: पहले पासे पर सम संÉया ĤाÜत होना
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  B: पहले पासे पर ͪवषम सÉंया ĤाÜत होना
  C: पासɉ पर ĤाÜत सÉंयाओं का योग  5 होना
 Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंका वण[न कȧिजएः 
 (i) A (ii) B-नहȣं (iii) A या B  

 (iv) A और  B (v) A ͩकंतु  C नहȣं (vi) B या C  

 (vii) B और C (viii) A  B  C

 7.  उपयु[Èत Ĥæन 6 को देͨखए और Ǔनàनͧलͨखत मɅ स×य या अस×य बताइए (अपने उƣर 
का कारण दȣिजए)ः 

 (i) A और B परèपर अपवजȸ हɇ।
 (ii) A और B परèपर अपवजȸ और Ǔनःशेष हɇ।
 (iii) A = B

 (iv) A और C परèपर अपवजȸ हɇ।
 (v) A और B परèपर अपवजȸ हɇ।
 (vi) A, B, C परèपर अपवजȸ और Ǔनःशषे घटनाएँ हɇ।

16.4  ĤाǓयकता कȧ अͧभगहृȣतीय Ǻिçटकोण (Axiomatic Approach to Probability)

इस अÚयाय के पहल ेअनÍुछेदɉ मɅ हमन ेयाǺिÍछक परȣ¢ण, ĤǓतदश[ समिçट तथा इन परȣ¢णɉ से 
संबंͬ धत घटनाओं पर ͪवचार ͩकया है। हम अपने दैǓनक जीवन मɅ ͩकसी घटना के घǑटत होने 
कȧ सभंावना के ͧलए अनेक शÞदɉ का उपयोग करते हɇ। ĤाǓयकता ͧसɮधातं ͩकसी घटना के 
घǑटत होने या न होने कȧ संभावना को एक माप देने का Ĥयास है।
 ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ हमने ͩकसी परȣ¢ण मɅ कुल सभंाͪवत पǐरणामɉ कȧ सÉंया £ात होने 
पर, ͩकसी घटना कȧ ĤाǓयकता £ात करने कȧ कुछ ͪवͬधयɉ के बारे मɅ पढ़ा है।
 ͩकसी घटना कȧ ĤाǓयकता £ात करने कȧ एक और ͪवͬध अͧभगहृȣतीय Ǻिçटकोण है। 
इस तरȣका मɅ ĤाǓयकताए ँǓनधा[ǐरत करने के ͧ लए अͧभगहृȣǓतयɉ या Ǔनयमɉ को बͨण[त (depict) 
ͩकया गया है।
 मान लɅ ͩक ͩकसी याǺिÍछक परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट S है। ĤाǓयकता P एक 
वाèतͪवक मानीय फलन है िजसका Ĥांत S का घात समुÍचय है, और पǐरसर अंतराल [0,1]  
है जो Ǔनàनͧलͨखत अͧभगहृȣǓतयɉ को संतçुट करता हैः
 (i) ͩकसी घटना E, के ͧलए,  P (E)  0  

 (ii) P (S) = 1

 (iii) यǑद E और F परèपर अपवजȸ घटनाएँ हɇ तो P(E  F) = P(E) + P(F).

अͧभगǑृहत (iii) से यह अनुसǐरत होता है ͩक P() = 0. इसे ͧसɮध करने के ͧलए हम F =  

लेते हɇ और देखत ेहɇ ͩक E और  परèपर अपवजȸ घटनाएँ है, इसͧलए अͧभगहृȣत (iii) से हम 
पाते हɇ ͩक 
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P (E ) = P (E) + P (  ) या P(E) = P(E) + P () अथा[त ्P() = 0

मान लȣिजए ͩक 
1
, 

2
, ...

n
 ĤǓतदश[ समिçट S के पǐरणाम हɇ अथा[त ्

   S = {
1
, 

2
, ...

n
}है।

ĤाǓयकता कȧ अͧभगहृȣतीय पǐरभाषा स ेयह Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक
 (i) Ĥ×येक 

i 
  S के ͧलए 0  P (

i
) 1

 (ii) P (
1
) + P (

2
) + ... + P (

n
) = 1

 (iii) ͩकसी घटना 
i
 के ͧलए P(A) =  P (

i
), 

i 
  A

ǑटÜपणी  Úयान दȣिजए ͩ क एकल समुÍचय {
i
} को सरल घटना कहते हɇ और संकेतन 

कȧ सुͪवधा के ͧलए हम P(
i
}) को P(

i
)  ͧलखते हɇ।

उदाहरण के ͧलए एक ͧसÈके को उछालन ेके परȣ¢ण मɅ हम Ĥ×येक पǐरणाम H और T 

के साथ संÉया  Ǔनधा[ǐरत कर सकते हɇ 

अथा[त ्     P(H) =  और  P(T) =    ... (1)

èपçटतया यह Ǔनधा[रण दोनɉ ĤǓतबंधɉ को संतुçट करता है अथा[त ्Ĥ×येक संÉया न तो 

शूÛय से छोटȣ है और न हȣ एक से बड़ी है  

और    P(H) + P(T) =  +  = 1

इसͧलए इस दशा मɅ हम कह सकते हɇ ͩक 

    H कȧ ĤाǓयकता =   और T कȧ ĤाǓयकता  = . 

आइए हम P(H) =  और P(T) =  लेते हɇ।    ... (2)

Èया यह Ǔनधा[रण अͧभगहृȣतीय तरȣका के ĤǓतबंधɉ को संतुçट करता है? 

हा,ँ इस दशा मɅ H कȧ ĤाǓयकता =  और T कȧ ĤाǓयकता =  है।
हम पाते हɇ ͩक दोनाें ĤाǓयकता Ǔनधा[रण (1) और (2), H और T कȧ ĤाǓयकताओ ंके 

ͧलए वैध हɇ। 
वाèतव मɅ दोनɉ पǐरणामɉ H तथा T कȧ ĤाǓयकताओ ंके ͧलए सÉंयाए ँĐमशः p तथा 

(1 – p) Ǔनधा[ǐरत कर सकते हɇ, जबͩक 0  p  1 और P(H) + P(T) = p + (1 –  p) = 1
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यह ĤाǓयकता Ǔनधा[रण  भी अͧभगहृȣतीय Ǻिçटकोण के ĤǓतबंधɉ को सतंुçट करते हɇ। अतः 
हम कह सकत ेहɇ ͩ क ͩ कसी परȣ¢ण के पǐरणामɉ के साथ ĤाǓयकता ͪ वतरण अनके (या यह कहना 
अͬधक उͬचƣ होगा ͩक अनंत) Ĥकार से ͩकया जा सकता है।

आइए अब कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅ।

उदाहरण 9 मान लȣिजए एक ĤǓतदश[ समिçट S = {
1
, 

2
, ...

6
}है। Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक 

पǐरणाम के ͧलए कौन-कौन से ĤाǓयकता Ǔनधा[रण वैध हɇ?

 पǐरणाम 
1
 

2
 

3
 

4
 

5
 

6

 (a)      

 (b) 1 0 0 0 0 0

 (c)      

 (d)      

 (e) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

हल (a) ĤǓतबंध (i): Ĥ×येक संÉया p (
i
) धना×मक है और एक से छोटȣ है।

ĤǓतबंध (ii): ĤाǓयकताओ ंका योग
= 

इसͧलए यह ĤाǓयकता Ǔनधा[रण वैध है।
(b) ĤǓतबंध (i): Ĥ×येक संÉया p(

i
) या तो 0 है या 1 है।

      ĤǓतबंध (ii): ĤाǓयकताओं का योग  = 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1

      इसͧलए यह Ǔनधा[रण वैध है।
(c) ĤǓतबंध (i): दो ĤाǓयकताएँ p (

5
) और  p(

6
) ऋणा×मक हɇ। इसͧलए यह Ǔनधा[रण वैध 

नहȣं है। 

(d)   Èयाेंͩ क p (
6
) = > 1, इसͧलए यह ĤाǓयकता Ǔनधा[रण वैध नहȣं है।

(e)   Èयाेंͩक ĤाǓयकताओं का योग = 0.1 + 0.2 + 0.3 + 0.4 + 0.5 + 0.6 = 2.1 है इसͧलए , यह 
ĤाǓयकता Ǔनधा[रण वैध नहȣं है।
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16.4.1 घटना कȧ ĤाǓयकता (Probability of an event) एक मशीन ɮवारा Ǔनͧम[त कलमɉ मɅ से 
तीन का परȣ¢ण उÛहɅ अÍछा (ğुǑटरǑहत) और खराब (ğǑुटयुÈत) मɅ वगȸकृत करने के ͧ लए ͩ कया 
गया। मान लȣिजए ͩक इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट S है। इस परȣ¢ण के फ़लèवǾप हमɅ 
0, 1, 2 या 3 खराब कलमɅ ͧमल सकती हɇ। 

इस Ĥयोग के सगंत ĤǓतदश[ समिçट 
S = {BBB, BBG, BGB, GBB, BGG, GBG, GGB, GGG}है। 

जहा ँB एक ğǑुटयुÈत या खराब कलम को और G एक अÍछे या ğुǑटरǑहत कलम को Ĥकट 
करता है। 

मान लȣिजए, ͩक पǐरणामɉ के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत ĤाǓयकताए ँǓनधा[ǐरत कȧ गई हɇः
 ĤǓतदश[ ǒबदं:ु BBB BBG BGB GBB BGG GBG GGB GGG

 ĤाǓयकता:        

मान लȣिजए घटना ‘तØयतः  एक ğुǑटयुÈत कलम का Ǔनकलना’ को A से व घटना ‘Ûयूनतम 
दो ğǑुटयुÈत कलमɉ का Ǔनकलना’ को B से Ĥकट करते हɇ।
èपçटत ः A = {BGG, GBG, GGB} और  B = {BBG, BGB, GBB, BBB}

अब P(A) = 

 = P(BGG) + P(GBG) + P(GGB) = 

और P(B) = 

 = P(BBG) + P(BGB) + P(GBB) + P(BBB) = 

आइए एक अÛय परȣ¢ण ‘एक ͧसÈके को दो बार उछालना’ पर ͪवचार करɅ।
इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट  S = {HH, HT, TH, TT} है। 
मान लȣिजए ͩ क ͪ वͧभÛन पǐरणामɉ के ͧ लए Ǔनàनͧलͨखत ĤाǓयकताएँ Ǔनधा[ǐरत कȧ गई हɇः

  P(HH) = , P(HT) = , P(TH) = , P(TT) = 

 èपçटतया यह ĤाǓयकता Ǔनधा[रण अͧभगहृȣतीय अͧभगम के ĤǓतबंधɉ को संतुçट करता 
है। आइए अब हम घटना E ‘दोनɉ उछालɉ मɅ एक सा हȣ पǐरणाम है’ कȧ ĤाǓयकता £ात करɅ। 
यहाँ     E = {HH, TT}

अब सभी 
i
  E के ͧलए P(E) = P(

i
), = P(HH) + P(TT) = 
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घटना F: ‘तØयतः दो ͬचƣ’ के ͧलए, हम पाते हɇ F = {HH}

और     P(F) = P(HH) = 

16.4.2 सम सàभाåय पǐरणामɉ कȧ ĤाǓयकता (Probability of equally likely outcomes)
मान लȣिजए ͩक एक परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट 
  S = {

1
, 

2
, ..., 

n
} है

मान लɅ ͩक सभी पǐरणाम सम सभंाåय हɇ, अथा[त ्Ĥ×येक सरल घटना के घǑटत होन ेकȧ 
संभावना समान है। 
अथा[त ्  सभी 

i
  S के ͧलए, P(

i
) = p, जहा ँ0  p  1

Èयɉͩक    इसͧलए  p + p + ... + p (n बार) = 1

या   np = 1 या  p = 

मान लȣिजए ͩक ĤǓतदश[ समिçट S कȧ कोई एक घटना E, इस Ĥकार है ͩक n(S) = n और 
n(E) = m. यǑद Ĥ×येक पǐरणाम सम संभाåय है तो यह अनुसǐरत होता है ͩक

   = 

16.4.3 घटना  'A या B' कȧ ĤाǓयकता (Probability of the event ‘A or B’) आइए अब हम घटना 
‘A या B’, कȧ ĤाǓयकता अथा[त ्P (A B) £ात करɅ।

मान लȣिजए, A = {HHT, HTH, THH} और B = {HTH, THH, HHH}, ‘एक ͧसÈके कȧ तीन 
उछालɉ के परȣ¢ण कȧ दो घटनाए ँहɇ।

èपçटतया  AB = {HHT, HTH, THH, HHH}

अब   P (AB) = P(HHT) + P(HTH) + P(THH) + P(HHH)

यǑद सभी पǐरणाम सम संभाåय हɉ तो 

  P (AB) 

साथ हȣ  P(A) = P(HHT) + P(HTH) + P(THH) = 

और  P(B) = P(HTH) + P(THH) + P(HHH) = 
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इसͧलए    P(A) + P(B) = 

यह èपçट है ͩक P(A B)  P(A) + P(B)
 ǒबदंओुं HTH और THH, A तथा B मɅ उभयǓनçठ अवयव हɇ। P(A) + P(B) के पǐरकलन मɅ  
HTH और THH, (अथा[त ्A  B के अवयव) कȧ ĤाǓयकता को दो बार सिàमͧलत ͩकया गया 
है। अतः P(A B) को £ात करने के ͧलए हमɅ  A  B के ĤǓतदश[ ǒबदंओुं कȧ ĤाǓयकताओ ंको 
P(A) + P(B) मɅ से घटाना होगा।  

अथा[त ्  = 

 = 

अतः  = 

åयापकतः यǑद A और B ͩकसी परȣ¢ण कȧ कोई दो घटनाएँ हɇ तब ͩकसी घटना कȧ 
ĤाǓयकता कȧ पǐरभाषा के अनुसार हमɅ ĤाÜत होता है ͩक 
  
.
Èयɉͩक   , इसͧलए  

P(A  B)= 

(Èयɉͩक A–B, A  B और  B – A परèपर अपवजȸ हɇ।    ... (1) 

साथ हȣ 

 = 

 = + 

        +  

 =  [(1) के Ĥयोग से] 

 = .

अतः  .

 इस सूğ का वकैिãपक Ĥमाण Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से भी Ǒदया जा सकता है। 
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 A  B = A (B – A) जहा ँA और B – A परèपर अपवजȸ हɇ।
और      B = (A  B)  (B – A) जहा ँ A B और B – A परèपर अपवजȸ हɇ।
ĤाǓयकता कȧ अͧभगहृȣत  (iii) ɮवारा, हमɅ ĤाÜत होता है ͩक
 P (A  B) = P (A) + P (B – A)     ... (2)
और   P(B) = P ( A B) + P (B – A)      ... (3)
(2) मɅ से (3) घटाने पर,
  P (A B) – P(B) = P(A) – P (A  B)
या    P(A  B) = P(A) + P (B) – P (A B)
उपयु[Èत पǐरणाम को वेन-्आरेख (आकृǓत 16.1) का अवलोकन करके भी पुनः स×याͪपत ͩकया 
जा सकता है। 

आकृǓत 16.1

यǑद  A और B असंयुÈत समुÍचय हɉ अथा[त ्ये दोनɉ परèपर अपवजȸ घटनाएँ हɉ तो (A  B) = 
इसͧलए, P (A  B) = P () = 0 
अतः परèपर अपवजȸ घटनाओ ंA और B, के ͧलए, हम पाते हɇ
  P (A B) = P (A) + P (B), जो ͩक ĤाǓयकता कȧ अͧभगहृȣत (iii) हȣ है।
16.4.4  घटना ‘A-नहȣं’ कȧ ĤाǓयकता (Probability of event 'not A') 1 से 10 तक अंͩ कत पूणाɍकɉ 
वाले दस पƣɉ के डके मɅ से एक पƣा Ǔनकालने के परȣ¢ण कȧ घटना A = {2, 4, 6, 8} पर ͪवचार 
कȧिजए। èपçटतया ĤǓतदश[ समिçट S = {1, 2, 3, ...,10} है। 

यǑद सभी पǐरणामɉ 1, 2, 3,...,10 को सम सभंाåय मान लɅ तो Ĥ×येक पǐरणाम कȧ ĤाǓयकता 

 होगी। 

अब P(A) = P(2) + P(4) + P(6) + P(8)

 =  

साथ हȣ घटना ‘A-नहȣं’ = A = {1, 3, 5, 7, 9, 10}
अब P(A) = P(1) + P(3) + P(5) + P(7) + P(9) + P(10) 

 = 
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इस Ĥकार P(A) = 

साथ हȣ हमɅ यह भी पता है ͩक A तथा A  परèपर अपवजȸ और Ǔनःशषे घटनाएँ हɇ।  
अतः  A  A =  और A  A = S
या   P(A  A) = P(S)
अब     P(A) + P(A) = 1,  अͧभगहृȣतɉ  (ii) और  (iii) के Ĥयोग ɮवारा 
या    P(A) = P(A नहȣं) = 1 – P(A)

आइए सम संभाͪवत पǐरणामɉ वाले परȣ¢णɉ के ͧलए कुछ उदाहरणɉ व Ĥæनɉ पर ͪवचार 
करɅ, जब तक ͩक अÛयथा न कहा गया हो।

उदाहरण 10 ताश के 52 पƣɉ कȧ एक भलȣ-भाǓँत फɅ टȣ गई गɬडी मɅ से एक पƣा Ǔनकाला गया 
है। Ǔनकाले गए पƣे कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए यǑद 
 (i) पƣा Ƀट का है। (ii) पƣा इÈका नहȣं है।
 (iii) पƣा काले रंग का है (अथा[त ्ͬचड़ी या हुकुम का),  
 (iv) पƣा Ƀट का नहȣं है। (v) पƣा काले रंग का नहȣं है।
हल जब 52 पƣɉ कȧ भलȣ-भाǓँत फɅ टȣ गई गɬडी मɅ एक पƣा Ǔनकाला जाता है तो सभंव 
पǐरणामɉ कȧ सÉंया 52 है। 
 (i) मान लȣिजए घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा Ƀट का है, को A से दशा[या गया है। 
èपçटतया A मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया 13 है। 
इसͧलए, P(A) = 

अथा[त,् एक Ƀट का पƣा Ǔनकालने कȧ ĤाǓयकता  = 

 (ii) मान लȣिजए ͩक घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा इÈका है’ को B से दशा[ते हɇ।
इसͧलए ‘Ǔनकाला गया पƣा इÈका नहȣं है’ को  B से दशा[या जाएगा। 

अब    P(B) = 1 –  P(B) = 

 (iii) मान लȣिजए घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा काले रंग का है’ को C से दशा[ते हɇ। 
इसͧलए समुÍचय C मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया  = 26

अथा[त ्     P(C) = 

इस Ĥकार काले रंग का पƣा Ǔनकालने कȧ ĤाǓयकता  = 

 (iv)  हमने उपयु[Èत  (i) मɅ माना है ͩक घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा Ƀट का है’ को A से दशा[ते 

हɇ। इसͧलए घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा Ƀट का नहȣं है’ को Aया ‘A-नहȣं’ से दशा[एंगे। 

अब   P(A-नहȣं) = 1 –  P(A) = 
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(v)  घटना ‘Ǔनकाला गया पƣा काले रंग का नहȣं है’ को C या ‘C-नहȣं’ से दशा[या जा सकता है। 

अब हमɅ £ात है ͩक  P(C-नहȣं) = 1 –  P(C) = 

इसͧलए, पƣा काले रंग का न होने कȧ ĤाǓयकता = 

उदाहरण 11 एक थैले मɅ 9 ͫडèक हɇ िजनमɅ से 4 लाल रंग कȧ, 3 नीले रंग कȧ और 2 पीले 
रंग कȧ हɇ। ͫडèक आकार एव ंमाप मɅ समǾप हɇ। थैले मɅ से एक ͫडèक याǺÍछया Ǔनकालȣ 
जाती है। Ĥायͩकता £ात कȧिजए ͩक Ǔनकालȣ गई ͫडèक (i) लाल रंग कȧ है (ii) पीले रंग कȧ 
है (iii) नीले रंग कȧ है (iv) नीले रंग कȧ नहȣं है, (v) लाल रंग कȧ है या नीले रंग कȧ है।

हल ͫडèकाें कȧ कुल सÉंया 9 है। इसͧलए सभंव पǐरणामɉ कȧ कुल सÉंया 9 हुई। 
मान लȣिजए घटनाओ ंA, B व C को इस Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया गया है।  

  A: Ǔनकालȣ गई ͫडèक लाल रंग कȧ है।
  B: Ǔनकालȣ गई ͫडèक पीले रंग कȧ है।
  C: Ǔनकालȣ गई ͫडèक नीले रंग कȧ है।

 (i)  लाल रंग कȧ ͫडèकɉ कȧ सÉंया = 4 अथा[त ्n (A) = 4

अतः  P(A) = 

 (ii)  पीले रंग कȧ ͫडèकɉ कȧ सÉंया  = 2, अथा[त ्n (B) = 2

इसͧलए,   P(B) = 

 (iii) नीले रंग कȧ ͫडèकɉ कȧ सÉंया = 3, अथा[त ्n(C) = 3

इसͧलए, P(C) = 

 (iv) èपçटतया घटना ‘ͫडèक नीले रंग कȧ नहȣं है’  'C-नहȣं'  हȣ है हम जानत े हɇ ͩक 

P(C-नहȣं) = 1 –  P(C)

इसͧलए    P(C-नहȣं) = 

 (v) घटना ‘लाल रंग कȧ ͫडèक या नीले रंग कȧ ͫडèक’ का समुÍचय ‘A  C’ से वͨण[त ͩकया 
जा सकता है।

Èयɉͩक, A और C परèपर अपवजȸ घटनाए ँहɇ, इसͧलए 

P(A या C) =  P (A  C) = P(A) + P(C) = 
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उदाहरण 12 दो ͪवɮयाͬथ[यɉ अǓनल और आͧशमा एक परȣ¢ा मɅ Ĥͪवçट हुए। अǓनल के परȣ¢ा 
मɅ उƣीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 0.05 है और आͧशमा के परȣ¢ा मɅ उƣीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 
0.10 है। दोनɉ के परȣ¢ा मɅ उƣीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 0.02 है। ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक  
 (a) अǓनल और आͧशमा दोनɉ परȣ¢ा मɅ उƣीण[ नहȣं हो पाएगɅ।
 (b) दोनɉ मɅ स ेकम से कम एक परȣ¢ा मɅ उƣीण[ नहȣं होगा।
 (c) दोनɉ मɅ से केवल एक परȣ¢ा मɅ उƣीण[ होगा।

हल मान लȣिजए E तथा F घटनाओं ‘अǓनल परȣ¢ा उƣीण[ कर लेगा’ और ‘आͧशमा परȣ¢ा उƣीण[  
कर लेगी’ को Đमशः दशा[ते हɇ। 
इसͧलए  P(E) = 0.05, P(F) = 0.10 और P(E  F) = 0.02.

तब 

(a)        घटना ’दोनɉ परȣ¢ा उƣȸण नहȣं हाेंगे’ को E´   F´ से दशा[या जा सकता है। 
Èयɉͩक   E´ घटना ‘E-नहȣं’, अथा[त ्‘अǓनल परȣ¢ा उƣीण[ नहȣं करेगा’ तथा F´ घटना ‘F-नहȣं’, 
अथा[त ्‘आͧशमा परȣ¢ा उƣीण[ नहȣं करेगी’ दशा[ते हɇ।
साथ हȣ  E´  F´ = (E  F)´ (डी-मोरगन ्Ǔनयम ɮवारा)
अब  P(E   F) = P(E) + P(F) –  P(E F)

या  P(E  F) = 0.05 + 0.10 –  0.02 = 0.13

इसͧलए   P(E´ F´) = P(E  F)´ = 1 –  P(E  F) = 1 –  0.13 = 0.87

(b)  P(दोनɉ मɅ से कम से कम एक उƣीण[ नहȣं होगा)
 = 1 –  P(दोनɉ उƣीण[ हɉगे)

 = 1 –  0.02 = 0.98

(c) घटना ‘दोनɉ मे से केवल एक उƣीण[ होगा’ Ǔनàनͧलͨखत घटना के समǾप हैः
 ‘अǓनल उƣीण[ होगा और आͧशमा उƣीण[ नहȣं होगी’
या ‘अǓनल उƣीण[ नहȣं होगा और आͧशमा उƣीण[ होगी’ 
अथा[त ्   E  F´ या  E´   F जहा ँE  F´ और  E´  F परèपर अपवजȸ हɇ।
इसͧलए,   P (दोनɉ मɅ से केवल एक उƣीण[ होगा)  
  = P(E F´ या  E´F)

  = P(E F´) + P(E´F) = P (E) – P(E F) + P(F) – P (E F)

  = 0.05 – 0.02 + 0.10 – 0.02 = 0.11

उदाहरण 13 दो पुǽषɉ व दो िèğयɉ के समूह मɅ से दो åयिÈतयɉ कȧ एक सͧमǓत का गठन करना 
है। ĤाǓयकता Èया है ͩक गǑठत सͧमǓत मɅ (a) कोई पुǽष न हो? (b) एक पुǽष हो ? (c) दोनɉ हȣ 
पǽुष हɉ? 
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हल समूह मɅ åयिÈतयɉ कȧ कुल सÉंया = 2 + 2 = 4. इन चार åयिÈतयɉ मɅ स ेदो को 4C
2
 तरȣके 

से चुना जा सकता है। 
(a) सͧमǓत मɅ कोई पुǽष न होन ेका अथ[ है ͩक सͧमǓत मɅ दो िèğया ँहɇ। दो िèğयɉ मɅ से 
दोनɉ के चुनने के 2C

2
 = 1तरȣका है।

इसͧलए  P(कोई पुǽष नहȣं) 

(b) सͧमǓत मɅ एक पुǽष होन ेका ता×पय[ है ͩक इसमɅ एक èğी है  2 पुǽषɉ मɅ से एक पुǽष 
चुनने के  2C

1
 तरȣके हɇ तथा दो िèğयɉ मɅ स ेएक चुनने के भी 2C

1
 तरȣके हɇ। दोनɉ चुनावɉ को 

एक साथ करने के 2C
1 


 
2C

1
 तरȣके हɇ।

इसͧलए  P(एक पुǾष) 

(c) दो पुǽषɉ को 2C
2 
तरȣकɉ से चुना जा सकता है।

अतः P(दो पुǽष)  

Ĥæनावलȣ 16.3 

 1.  ĤǓतदश[ समिçट  S  =  {
1
, 

2
, 

3
, 

4
, 

5
, 

6
, 

7
}के पǐरणामɉ के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत मɅ 

से कौन स ेĤाǓयकता Ǔनधा[रण वैध नहȣं हैः 
 पǐरणाम 

1
 

2
 

3
 

4
 

5
 

6
 

7

 (a) 0.1 0.01 0.05 0.03 0.01 0.2 0.6

 (b)       

 (c) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

 (d) – 0.1 0.2 0.3          0.4       – 0.2 0.1 0.3

 (e)       
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 2.  एक ͧसÈका दो बार उछाला जाता है। कम स ेकम एक पɪ ĤाÜत होने कȧ Èया ĤाǓयकता है?

 3.  एक पासा फɅ का जाता है। Ǔनàनͧलͨखत घटनाओ ंकȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजएः
 (i) एक अभाÏय सÉंया Ĥकट होना
 (ii) 3 या 3 से बड़ी संÉया Ĥकट होना
 (iii) 1 या 1 से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना
 (iv) छः से बड़ी संÉया Ĥकट होना
 (v) छः से छोटȣ सÉंया Ĥकट होना
 4.  ताश कȧ गɬडी के 52 पƣɉ मɅ से एक पƣा याǺÍछया Ǔनकाला गया है।
  (a) ĤǓतदश[ समिçट मɅ ͩकतन ेǒबदं ुहɇ?
  (b) पƣे का हुकुम का इÈका होने कȧ ĤाǓयकता Èया है?
  (c) ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक पƣा (i) इÈका है (ii) काले रंग का है।
 5.  एक अनͧभनत (unbiased) ͧसÈका िजसके एक तल पर 1 और दसूरे तल पर 6 अंͩ कत 

है तथा एक अनͧभनत पासा दोनɉ को उछाला जाता है। ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक Ĥकट 
संÉयाओं का योग (i) 3 है।  (ii) 12 है।

 6.  नगर पǐरषɮ मɅ चार पुǽष व छः िèğयाँ हɇ। यǑद एक सͧमǓत के ͧलए याǺÍछया एक 
पǐरषɮ सदèय चुना गया है तो एक èğी के चुने जाने कȧ ͩकतनी संभावना है?

 7.  एक अनͧभनत ͧसÈके को चार बार उछाला जाता है और एक åयिÈत Ĥ×येक ͬचƣ पर 
एक Ǿ जीतता है और Ĥ×येक पɪ पर 1.50Ǿ हारता है। इस परȣ¢ण के ĤǓतदश[ समिçट 
से £ात कȧिजए ͩक आप चार उछालɉ मɅ ͩकतनी ͪवͧभÛन राͧशयाँ ĤाÜत कर सकते हɇ। 
साथ हȣ इन राͧशयɉ मɅ स ेĤ×येक कȧ ĤाǓयकता भी £ात कȧिजए?

 8.  तीन ͧसÈके एक बार उछाले जाते हɇ। Ǔनàनͧलͨखत कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजएः
 (i) तीन ͬचƣ Ĥकट होना (ii) 2 ͬचƣ Ĥकट होना 
 (iii) Ûयूनतम 2 ͬचƣ Ĥकट होना (iv) अͬधकतम 2 ͬचƣ Ĥकट होना 
 (v) एक भी ͬचƣ Ĥकट न होना  (vi) 3 पɪ Ĥकट होना 
 (vii) तØयतः 2 पɪ Ĥकट होना (viii) कोई भी पɪ न Ĥकट होना  
 (ix) अͬधकतम 2 पɪ Ĥकट होना

 9.  यǑद ͩकसी घटना A कȧ ĤाǓयकता  है तो घटना ‘A-नहȣं’ कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए। 

 10.  शÞद 'ASSASSINATION'  से एक अ¢र याǺÍछया चुना जाता है। ĤाǓयकता £ात कȧिजए 
ͩक चुना गया अ¢र (i)  एक èवर (vowel) है (ii) एक åयंजन (consonant)  है।

 11. एक लाटरȣ मɅ एक åयिÈत 1 से 20 तक कȧ सÉंयाओं मɅ स ेछः ͧभÛन-ͧभÛन सÉंयाए ँ
याǺÍछया चुनता है और यǑद ये चुनी गई छः संÉयाए ँउन छः संÉयाओं से मेल खाती 
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हɇ, िजÛहɅ लाटरȣ सͧमǓत ने पूव[Ǔनधा[ǐरत कर रखा है, तो वह åयिÈत इनाम जीत जाता 
है। लाटरȣ के खेल मɅ इनाम जीतने कȧ ĤाǓयकता Èया है? [संकेतः सÉंयाओं के ĤाÜत 
होने का Đम मह×वपूण[ नहȣं है]

12.  जाचँ कȧिजए ͩक Ǔनàन ĤाǓयकताए ँP(A) और  P(B) यिुÈत सगंत (consistently) पǐरभाͪषत 
कȧ गई हɇः

 (i) P(A) = 0.5,  P(B) = 0.7,  P(A B) = 0.6

 (ii) P(A) = 0.5, P(B) = 0.4, P(A B) = 0.8

13.  Ǔनàनͧलͨखत सारणी मɅ खालȣ èथान भǐरएः
 P(A) P(B) P(A B) P(A B)

 (i)      . . . 

 (ii)  0.35  . . .  0.25 0.6

 (iii)  0.5  0.35 . . . 0.7

14.  P(A) =  और  P(B) = , Ǒदया गया है। यǑद A और B परèपर अपवजȸ घटनाए ँ हɇ, तो 

P(A या B),  £ात कȧिजए।

15.  यǑद  E और F घटनाए ँइस Ĥकार हɇ ͩक P(E) = , P(F) =  और  P(E और F) = , तो £ात 

कȧिजए  (i) P(E या F)  (ii) P(E-नहȣं और F-नहȣ)ं।
16.  घटनाए ँ E और F इस Ĥकार हɇ ͩक P(E -नहȣं और F-नहȣ)ं = 0.25, बताइए ͩक E और F परèपर 

अपवजȸ हɇ या नहȣं?
17.  घटनाए ँA और  B इस Ĥकार हɇ ͩक P(A) = 0.42, P(B) = 0.48 और  P(A और B) = 0.16. £ात 

कȧिजएः
 (i) P(A-नहȣ)ं (ii) P(B-नहȣ)ं (iii) P(A या B)

 18.  एक पाठशाला कȧ क¢ा XI के 40% ͪ वɮयाथȸ गͨणत पढ़त ेहɇ और 30% जीव ͪ व£ान पढ़त ेहɇ। 
क¢ा के 10% ͪ वɮयाथȸ गͨणत और जीव ͪ व£ान दोनɉ पढ़त ेहɇ। यǑद क¢ा का एक ͪवɮयाथȸ 
याǺÍछया चनुा जाता है, तो ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक वह गͨणत या जीव ͪव£ान पढ़ता 
होगा। 

 19.  एक Ĥवशे परȣ¢ा को दो परȣ¢णɉ (Tests)के आधार पर Įेणीबɮध ͩकया जाता है। ͩकसी 
याǺÍछया चनु े गए ͪवɮयाथȸ कȧ पहले परȣ¢ण मɅ उƣीण[ होने कȧ Ĥायͩकता 0.8 है और 
दसूरे परȣ¢ण मɅ उƣीण[  होन ेकȧ ĤाǓयकता 0.7 है। दोनɉ मɅ स ेकम स ेकम एक परȣ¢ण 
उƣीण[ करन ेकȧ ĤाǓयकता 0.95 है। दोनɉ परȣ¢णɉ को उƣीण[ करने कȧ ĤाǓयकता Èया है?
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20.  एक ͪवɮयाथȸ  के अंǓतम परȣ¢ा के अंĒेजी और Ǒहदंȣ दोनɉ ͪवषयɉ को उƣीण[ करने कȧ 
ĤाǓयकता 0.5 है और दोनɉ मɅ से कोई भी ͪवषय उƣीण[ न करने कȧ ĤाǓयकता 0.1 है। 
यǑद अĒेंज़ी कȧ  परȣ¢ा उƣीण[ करने कȧ ĤाǓयकता 0.75 हो तो Ǒहदंȣ कȧ परȣ¢ा उƣीण[ 
करने कȧ ĤाǓयकता Èया है? 

21.  एक क¢ा के 60 ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ से 30 ने एन. सी. सी. (NCC), 32 ने एन. एस. एस. 
(NSS) और 24 ने दोनɉ को चुना है। यǑद इनमɅ से एक ͪवɮयाथȸ याǺÍछया चुना गया 
है तो ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक

 (i) ͪवɮयाथȸ ने एन.सी.सी. या एन.एस.एस. को चुना है।
 (ii) ͪवɮयाथȸ ने न तो एन.सी.सी. और न हȣ एन.एस.एस. को चुना है।
 (iii) ͪवɮयाथȸ ने एन.एस.एस. को चुना है ͩकंतु  एन.सी.सी. को नहȣं चुना है।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 14 छुɪǑटयɉ मɅ वीना ने चार शहरɉ A, B, C और D कȧ याǺÍछया Đम मɅ याğा कȧ। 
Èया ĤाǓयकता है ͩक उसने
 (i) A कȧ याğा B से पहले कȧ? 

 (ii) A कȧ याğा B से पहले और B कȧ C से पहले कȧ?
 (iii) A कȧ सबसे पहले और B कȧ सबसे अतं मɅ याğा कȧ?  

 (iv) A कȧ या तो सबसे पहले या दसूरे èथान पर याğा कȧ?
 (v)  A कȧ याğा B से एकदम पहले कȧ?

हल  वीना ɮवारा चार शहरɉ A, B, C, और D कȧ याğा के ͪवͧभÛन ढंगɉ कȧ सÉंया 4! अथा[त ्24 
है। इसͧलए n (S) = 24  Èयɉͩक Ĥयोग कȧ ĤǓतदश[ समिçट के अवयवɉ कȧ सÉंया 24 है। ये 
सभी पǐरणाम सम संभाåय माने गए हɇ। इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट
 S = {ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB

   BACD, BADC, BDAC, BDCA, BCAD, BCDA

   CABD, CADB, CBDA, CBAD, CDAB, CDBA

   DABC, DACB, DBCA, DBAC, DCAB, DCBA} है।
(i)   मान लȣिजए घटना ‘वीना A कȧ याğा B से पहले करती है,’ को E से दशा[ते हɇ।
इसͧलए   E = {ABCD, CABD, DABC, ABDC, CADB, DACB
       ACBD, ACDB, ADBC, CDAB, DCAB, ADCB}

इस Ĥकार 
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(ii) मान लȣिजए घटना ‘वीना ने A कȧ याğा B से पहले और B कȧ याğा C से पहले कȧ’ को 
F से दशा[ते हɇ।
यहाँ   F = {ABCD, DABC, ABDC, ADBC}

इसͧलए    

ͪवɮयाͬथ[यɉ को सलाह दȣ जाती है ͩक (iii), (iv) व (v) कȧ ĤाǓयकता èवयं £ात करɅ। 

उदाहरण 15 जब ताश के 52 पƣɉ कȧ गɬडी से 7 पƣɉ का एक समूह बनाया जाता है तो इस 
बात कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक इसमɅ (i) सारे बादशाह शाͧमल हɇ (ii) तØयतः 3 बादशाह 
हɇ (iii) Ûयनूतम 3 बादशाह हɇ। 

हल समूहɉ कȧ कुल सभंव सÉंया = 52C
7

(i) 4 बादशाहɉ सǑहत समूहɉ कȧ सÉंया  = 4C
4
  48C

3
 (अÛय 3 पƣे शषे 48 पƣɉ मɅ स ेचुने 

जात ेहɇ)

अतः   P (समूह मɅ चार बादशाह) = 

(ii) 3 बादशाह और 4 अÛय पƣɉ वाले समूहɉ कȧ सÉंया  = 4 

इसͧलए   P (तØयतः 3 बादशाह) =  

(iii) P(Ûयूनतम 3 बादशाह) 
  = P(तØयतः 3 बादशाह) + P(4 बादशाह)

  =   

उदाहरण 16 यǑद A, B, C ͩ कसी याǺिÍछक Ĥयोग के सगंत तीन घटनाए ँहɉ तो ͧ सɮध कȧिजए ͩ क

     

हल ͪवचाǐरए E = B  C तब
 P(A B C ) = P(A E) 

 =     ... (1)

अब P(E) = P(B C)

 =      ... (2)
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साथ हȣ  = [समुÍचयɉ के सघं पर सव[Ǔनçठ के 
ͪवतरण Ǔनयम ɮवारा] 

अतः  =  – 

 =  –   ... (3)

 

(2) और (3) को (1) मɅ Ĥयोग करने पर
 = –

   P(A B) – P(A C) – P(A B C) 

उदाहरण 17 एक ǐरले दौड़ (relay race) मɅ पाँच टȣमɉ A, B, C, D और E ने भाग ͧलया।
(a)  A, B और C के Đमशः पहला, दसूरा व तीसरा èथान पाने कȧ Èया ĤाǓयकता है?
(b)  A, B और C के पहले तीन èथानɉ (ͩकसी भी Đम) पर रहने कȧ Èया ĤाǓयकता है?
(मान लȣिजए ͩक सभी अǓंतम Đम सम सभंाåय हɇ।)

हल यǑद हम पहले तीन èथानɉ के ͧलए अǓंतम Đमɉ के ĤǓतदश[ समिçट पर ͪवचार करɅ तो 

पाएगेँ ͩक इसमɅ , i.e.,  = 5 × 4 × 3 = 60 ĤǓतदश[ ǒबदं ुहɇ और Ĥ×येक कȧ ĤाǓयकता है।

(a)  A,B और C Đमशः Ĥथम, दसूरे व तीसरे èथान पर रहते हɇ। इसके ͧलए एक हȣ अǓंतम 
Đम है अथा[त ्ABC

अतः  P(A, B और C Đमशः Ĥथम, दसूरे व तीसरे èथान पर रहत ेहɇ) = 

(b)  A, B और C पहले तीन èथानɉ पर हɇ। इसके ͧलए A, B और C के ͧलए 3! तरȣके हɇ। 

इसͧलए  इस घटना के संगत 3! ĤǓतदश[ ǒबदं ुहɉगे।

अतः P (A, B और C पहले तीन èथानɉ पर रहते हɇ) 

ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1.  एक ͫडÞब ेमɅ 10 लाल, 20 नीलȣ व 30 हरȣ गोͧलयाँ रखी हɇ। ͫडÞब े से 5 गोͧलयाँ 
याǺÍछया Ǔनकालȣ जाती हɇ। ĤाǓयकता Èया है ͩक 

 (i) सभी गोͧलयाँ नीलȣ हɇ ? (ii) कम से कम एक गोलȣ हरȣ है?
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 2.  ताश के 52 पƣɉ कȧ एक अÍछȤ तरह फɅ टȣ गई गɬडी से 4 पƣे Ǔनकाले जाते हɇ। इस 

बात कȧ Èया ĤाǓयकता है ͩक Ǔनकाले गए पƣɉ मɅ 3 Ƀट और एक हुकुम का पƣा है?
 3.  एक पासे के दो फलकɉ मɅ स ेĤ×येक पर सÉंया ‘1’ अंͩ कत है, तीन फलकɉ मɅ Ĥ×येक 

पर संÉया ‘2’ अंͩ कत है और एक फलक पर संÉया ‘3’ अंͩ कत है। यǑद पासा एक बार 
फɅ का जाता है, तो Ǔनàनͧलͨखत £ात कȧिजएः

 (i) P(2) (ii) P(1 या 3) (iii) P(3-नहȣं)
 4.  एक लाटरȣ मɅ 10000 Ǒटकट बेच ेगए िजनमɅ दस समान इनाम Ǒदए जान ेहɇ। कोई भी ईनाम 

न ͧ मलने कȧ ĤाǓयकता Èया है यǑद आप  (a) एक Ǒटकट खरȣदते हɇ (b) दो Ǒटकट खरȣदत ेहɇ 
(c) 10 Ǒटकट खरȣदते हɇ?

 5.  100 ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ से 40 और 60 ͪवɮयाͬथ[यɉ के दो वग[ बनाए गए हɇ। यǑद आप और 
आपका एक ͧमğ 100 ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ हɇ तो ĤाǓयकता Èया है ͩक 

 (a) आप दोनɉ एक हȣ वग[ मɅ हɉ?
 (b) आप दोनɉ अलग-अलग वगɟ मɅ हɉ?
 6.  तीन åयिÈतयɉ के ͧलए तीन पğ ͧलखवाए गए हɇ और Ĥ×येक के ͧलए पता ͧलखा एक 

ͧलफाफा है। पğɉ को ͧलफाफɉ मɅ याǺÍछया इस Ĥकार डाला गया ͩक Ĥ×येक ͧलफाफे मɅ 
एक हȣ पğ है। ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक कम से कम एक पğ अपन ेसहȣ ͧलफाफे मɅ 
डाला गया है।

 7.  A और B दो घटनाए ँइस Ĥकार हɇ ͩक P(A) = 0.54, P(B) = 0.69 और P(A  B) = 0.35.

  £ात कȧिजएः 
 (i) P(A  B) (ii) P(A´B´) (iii) P(A B´) (iv) P(B  A´)

 8.  एक सèंथा के कम[चाǐरयɉ मɅ से 5 कम[चाǐरयɉ का चयन Ĥबधं सͧमǓत के ͧलए ͩकया 
गया है। पाचँ कम[चाǐरयɉ का Þयोरा Ǔनàनͧलͨखत हैः

 Đम नाम ͧलगं आयु (वषɟ मɅ)
 1. हरȣश M 30
 2. रोहन M 33
 3. शीतल F 46
 4. एेͧलस F 28
 5. सलȣम M 41

इस समहू स ेĤवÈता पद के ͧलए याǺÍछया एक åयिÈत का चयन ͩकया गया। ĤवÈता के 
पǽुष या 35 वष[ स ेअͬधक आय ुका होने कȧ Èया ĤाǓयकता है?
 9.  यǑद 0, 1, 3, 5 और 7 अकंɉ ɮवारा 5000 से बड़ी चार अकंɉ कȧ सÉंया का याǺÍछया Ǔनमा[ण 

ͩकया गया हो तो पाचँ स ेभाÏय सÉंया के Ǔनमा[ण कȧ Èया ĤाǓयकता है जब, 
 (i) अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ नहȣं कȧ जाए? (ii) अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ कȧ जाए?
 10.  ͩकसी अटैची के ताल ेमɅ चार चĐ लगे हɇ िजनमɅ Ĥ×येक पर 0 स े9 तक 10 अकं अंͩ कत हɇ। 

ताला चार अकंɉ के एक ͪवशषे Đम (अकंɉ कȧ पनुरावृͪ ƣ नहȣं) ɮवारा हȣ खलुता है। इस बात 
कȧ Èया ĤाǓयकता है ͩक कोई åयिÈत अटैची खोलन ेके ͧलए सहȣ Đम का पता लगा ल?े
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सारांश
इस अÚयाय मɅ हमने ĤाǓयकता कȧ अͧभगहृȣतीय तरȣका के ͪवषय मɅ पढ़ा है। इस अÚयाय कȧ 
मुÉय ͪवशेषताए ँǓनàनͧलͨखत हɇः
 ĤǓतदश[ समिçटः सभी सभंाͪवत पǐरणामɉ का समुÍचय
 ĤǓतदश[ ǒबदंःु ĤǓतदश[ समिçट के अवयव
 घटनाः ĤǓतदश[ समिçट का एक उपसमुÍचय
 असंभव घटनाः ǐरÈत समुÍचय
 Ǔनिæचत घटनाः पूण[ ĤǓतदश[ समिçट
 पूरक घटना या नहȣं-घटना : समुÍचय  A या S – A

 घटना A या Bः समुÍचय A  B

 घटना A और Bः समुÍचय A  B

 घटना A ͩकंतु  B नहȣंः समुÍचय A – B

 परèपर अपवजȸ घटनाएँः A और B  परèपर अपवजȸ होती हɇ यǑद A  B =  

 Ǔनःशषे व परèपर अपवजȸ घटनाएँ ः घटनाएँ E
1
, E

2
,..., E

n
 परèपर अपवजȸ व Ǔनःशेष 

हɇ यǑद E
1
 E

2
 ... E

n
  = S और E

i 
  E

j
 =   V i  j

 ĤाǓयकता : Ĥ×येक ĤǓतदश[ ǒबदं ु
i 
के संगत एक संÉया P (

i
) एेसी है ͩक

 (i) 0  P (
i
)   1 (ii)  सभी  

i 
S = 1

 (iii) P(A) = सभी 
i  
A  

  सÉंया  P(
i
)   पǐरणाम 

i
. कȧ ĤाǓयकता कहा जाता है।

 सम संभाͪवत पǐरणाम : समान ĤाǓयकता वाले सभी पǐरणाम

 घटना कȧ ĤाǓयकता : एक सम संभाͪवत पǐरणामɉ वाले पǐरͧमत ĤǓतदश[ समिçट के 

ͧलए घटना A कȧ ĤाǓयकता ,जहा ँn(A) = समुÍचय A मɅ अवयवɉ कȧ 

संÉया और n(S) = समुÍचय S मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया
 यǑद A और B कोई दो घटनाएँ हɇ, तो 
 P(A या B) = P (A) + P(B) – P (A और B)

 समतुãयतः P (A B) = P (A) + P (B) – P (A  B)

 यǑद A और B परèपर अपवजȸ हɇ, तो P (A या B) = P(A) + P(B)

 ͩकसी घटना A के ͧलए
 P(A–नहȣं) = 1 – P(A)
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एेǓतहाͧसक पçृठभ ्ूाͧम
 ĤाǓयकता ͧसɮधातं का ͪवकास, गͨणत कȧ अÛय शाखाओ ंकȧ भाǓँत, åयावहाǐरक 
कारणɉ से हुआ है। इसकȧ उ×पͪƣ 16वीं शताÞदȣ मɅ हुई थी जब इटलȣ ने एक ͬचͩक×सक 
तथा गͨणत£ Jerome Cardan (1501-1576) ने इस ͪवषय पर पहलȣ पुèतक ‘संयोग 
के खेलɉ पर,  (Biber de Ludo Aleae) ͧलखी। यह पुèतक उनके मरणोपरातं सन ्1633 
मɅ Ĥकाͧशत हुई।

 सन ्1654 मɅ, Chevaliar de Mere नामक जआुरȣ न,े पासे से सबंͬधत कुछ समèयाओ ं
को लेकर सुĤͧसɮध ĥासंीसी दाश[Ǔनक एवं गͨणत£ Blaise Pascal (1623-1662) से 
संपक[  ͩकया। Pascal इस Ĥकार कȧ समèयाओं मɅ ǽͬच लेने लगे और उÛहɉने इसकȧ 
चचा[ ͪवÉयात ĥांसीसी गͨणत£ Pierre de Fermat (1601-1665) से कȧ। Pascal और 
Fermat दोनɉ न ेèवतंğ Ǿप से समèयाओं को हल ͩकया। 

 Pascal और Fermat के अǓतǐरÈत एक डच Ǔनवासी Christian Huygenes (1929-
1695), एक िèवस Ǔनवासी J.Bernoulli (1651-1705), एक ĥांसीसी A.De Moivre 
(1667-1754), एक अÛय ĥांस Ǔनवासी Pierre Laplace (1749-1827) तथा Ǿसी 
P.L.Chebyechav (1821-1894), A.A.Morkov (1856-1922) और A.N.Kolmogorove 
ने भी ĤाǓयकता ͧ सɮधातं मɅ ͪ वͧशçट योगदान Ǒदया। ĤाǓयकता ͧ सɮधांत के अͧभगहृȣǓतकरण 
का Įेय Kolmogorove को ͧमला है। सन 1933 मɅ Ĥकाͧशत उनकȧ पुèतक ‘ĤाǓयकता के 
आधार’ (Foundation of Probability) मɅ ĤाǓयकता को समुÍचय फलन के Ǿप मɅ Ĥèतुत 
ͩकया गया है और यह पुèतक एक Èलाͧसक (Classic) मानी जाती है।

——



A.1.1  भूͧमका (Introduction)

जैसा ͩक अनुĐम और Įेणी के अÚयाय 9 मɅ चचा[ हो चुकȧ है, एक अनतं पदɉ वाले अनुĐम 
a

1
, a

2
, ..., a

n
, ... को अनतं अनुĐम कहा जाता है और इसका ǓनǑद[çट ͩकया गया योग अथा[त ् ् 

a
1
 + a

2
 + a

3
 + ... + a

n
 + ... , जो अनतं अनुĐम के सहचारȣ हो, एक अनतं Įेणी कहलाता है। 

ͧसगमा सकेंतन पɮधǓत का Ĥयोग करत ेहुए, इस Įेणी को छोटे Ǿप मɅ, भी दशा[या जा सकता 
है, अथा[त ््

a
1
 + a

2
 + a

3
 + .  . .  + a

n
 + . . . = 

इस अÚयाय मɅ, हम कुछ ͪवशेष Ĥकार कȧ Įेणी का अÚययन करɅगे िजनकȧ ͪवͧभÛन 
कǑठन Ĥæन कȧ िèथǓतयɉ मɅ आवæयकता हो सकती है।

A.1.2  ͩकसी घातांक के ͧलए ɮͪवपद Ĥमेय (Binomial Theorem for any Index)

अÚयाय 8 मɅ, हमन ेɮͪवपद Ĥमेय का अधययन ͩकया िजसमɅ घाताकं एक धन पूणाɍक 
था। इस अनुभाग मɅ हम एक अप¢ेाकृत सामाÛय Ǿप कȧ Ĥमेय बताएगेँ, िजसमɅ घाताकं 
आवæयक Ǿप से एक संपूण[ सÉंया नहȣं है। यह हमɅ एक ͪवशषे Ĥकार कȧ अनंत Įेणी देता है, 
िजसे ɮͪवपद Įेणी कहते हɇ। हम कुछ अनुĤयोग, उदाहरणɉ के ɮवारा दशा[ते हɇ।

हम यह सूğ जानत ेहɇः
(1 + x)n = nC

0
 + nC

1
 x + . . .  + nC

n
 xn

यहाँ n ऋणेतर पूणाɍक है। Ĥेͯ¢त करɅ, ͩक यǑद, हम ऋणा×मक पूणाɍक अथवा एक ͧभÛन 
को घातांक n के बदले मɅ रखते हɇ, तब सयंोजनɉ nC

r
 का कोई अथ[ नहȣं रह जाता।

अब हम, ɮͪवपद Ĥमेय उपपͪƣ सǑहत को एक अनंत Įेणी ɮवारा बताते हɇ, िजसमɅ 
घातांक, एक पणू[ सÉंया न होकर, एक ऋण अथवा एक ͧभÛन है।

Ĥमेय

वधै हɇ जब भी  .

अनंत Įेणी (In¿nite Series)

पǐरͧशçट
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ǑटÜपणी  सावधानीपूव[क Úयान दȣिजए ͩक  | x | < 1 अथा[त ् ्– 1< x <। का ĤǓतबंध आवæयक है 
यǑद m एक ऋण पूणाɍक अथा[त ्ͧभÛन है।

  

अथा[त ् ्  1= 1 + 4 + 12 + . . . 

 यह संभव नहȣं है।
2. Úयान दȣिजए ͩ क, (1+ x)m, जहा ँm एक ऋणा×मक पूणाɍक अथवा एक ͧ भÛन है, के ͪ वèतार 
मɅ पदɉ कȧ अनतं संÉया होती है।

ͪवचार करɅ (a + b)m
 
 = 

      = 

  = 

 यह ͪवèतार वधै है जब  अथवा इसके तुãयाकं जब | b | < | a |

 , (a + b)m के ͪवèतार मɅ åयापक पद है।

 ɮͪवपद Ĥमेय के कुछ ͪवशेष Ĥकरण Ǔनàनͧलͨखत हɇ, जहा ँहम कãपना करते हɇ ͩक  
, इÛहɅ ͪवɮयाͬथ[यɉ के अßयास के ͧलए छोड़ Ǒदया गया हैः

 1. (1 + x) – 1 = 1 – x + x2 – x3 + . . .

 2. (1 – x) – 1 = 1 + x + x2 + x3 + . . . 

 3. (1 + x) – 2 = 1 –2 x + 3x2  –  4x3 + . . . 

 4. (1  –  x) – 2 = 1 +2x + 3x2 + 4x3 + . . .

उदाहरण 1 , का ͪवèतार कȧिजए, जब | x | < 2
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हल  हम ĤाÜत करते हɇ

  = 

   = 

A.1.3 अनंत गुणोƣर Įेणी (In¿nite Geometric Series)

 अÚयाय 9 के, भाग 9.3 से, एक अनुĐम a
1
, a

2
, a

3
, ...  a

n 
गुणोƣर कहलाता है, 

यǑद  = r (िèथर) जब k = 1, 2, 3, . . ., n–1. ͪवशषेकर, यǑद हम a
1
 = a, मानɅ, तब 

पǐरणामतः अनुĐम a, ar, ar2, . . ., arn–1
 
 को गुणोƣर Įेढ़ȣ का मानक Ǿप कहा जाता है। पहले, 

हमने पǐरͧमत Įेणी a + ar + ar2 +  . . . +, arn – 1 का योग ĤाÜत करन ेके सूğ कȧ चचा[ कȧ थी, 
जो ͩक Ǔनàनͧलͨखत सूğ ɮवारा Ǒदया जाता है

  .

 इस भाग मɅ, हम अनंत गुणोƣर Įेणी a + ar + ar2 + . . . + arn – 1 +. . . को योग ĤाÜत करने 
का सूğ बताएगेँ और इसी को उदाहरणɉ के साथ समझɅगे।
मान लȣिजए ͩक  दȣ हुई गुणोƣर Įेढ़ȣ है।

यहाँ  a = 1, r = , हमɅ ĤाÜत है

      ... (1)

 आइए, जसेै - जसैे n का मान बढ़ता जाता है, के åयवहार का अÚययन करɅ। 
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 n 1 5 10 20

  0.6667 0.1316872428 0.01734152992 0.00030072866

 हम Úयान देते हɇ ͩक जैसे-जैसे n का मान बढ़ता जाता है वसैे-वसेै  शूÛय के  

Ǔनकट होता जाता है। गͨणतीय भाषा मɅ, हम कहते हɇ ͩक जसैे n का मान अ×यंत बड़ा होता 

जाता है, का मान अ×यंत छोटा होता जाता है। दसूरे शÞदɉ मɅ जसेै  

पǐरणामèवǾप हम देखते हɇ ͩ क असीम पदɉ का योग S = 3 ĤाÜत होता है अथा[त ् ्अनतं गुणोƣर 
Įेढ़ȣ  a, ar, ar2, ..., के ͧलए, यǑद साव[ अनुपात r का सÉंया×मक मान 1 से कम है, तब

     

इस िèथǓत मɅ,  जैसे  Èयɉͩक  और तब  

इसͧलए    as .

 Ĥतीका×मक तौर पर, अनतं गुणोƣर Įेणी मɅ अनंत तक योग, S ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया 

जाता है। इस Ĥकार, हमɅ ĤाÜत होता है  

उदाहरण के ͧलए

 (i)  

 (ii) 
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उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत गुणोƣर Įेढ़ȣ के अनतं पदɉ तक योग, £ात कȧिजएः

   

हल  यहाँ   और  इसके साथ .

इसͧलए, अनंत तक योग = 

A.1.4  चरघातांकȧ Įेणी (Exponential Series)

महान िèवस गͨणत£, Leonhard Euler 1707 – 1783 ने, 1748 मɅ अपनी कलन पाɫय पुèतक 
मɅ सÉंया e को Ĥèताͪवत ͩकया। िजस Ĥकार  वƣृ के अÚययन मɅ उपयोगी है उसी Ĥकार e 

कलन के अÚययन मɅ उपयोगी है। 
संÉयाओं कȧ Ǔनàनͧलͨखत अनंत Įेढ़ȣ को लȣिजएः
        ... (1)

(1) मɅ दȣ गई Įेणी का योग, संÉया e ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है।
आइए हम सÉंया e के मान का आकलन करɅ।

Èयɉͩक Įेणी (1) का Ĥ×येक पद धना×मक हɇ। इसͧलए इसका योग भी धना×मक है। 
Ǔनàनͧलͨखत दो योगɉ को लȣिजए ः 
       ... (2)

और       ... (3) 

Úयान दȣिजए, ͩक
    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है, 

    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है, 
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    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है .

इसͧलए, समवृͪ ƣता ɮवारा, हम कह सकते हɇ ͩक

   , जब n > 2

हम Ĥेͯ¢त करते हɇ ͩक (2) का Ĥ×येक पद, (3) का Ĥ×येक सगंत पद से कम है

इसͧलए,    ... (4)

(4) के दोनɉ प¢ɉ मɅ  जोड़ने पर, हमɅ ĤाÜत होता है

  

   ... (5)

  = 

  =  = 3

(5) का वाम प¢, Įेणी (1) को दशा[ता है, इसͧलए e < 3 और साथ हȣ e > 2 अतः 2 < e < 3

ǑटÜपणी  x चर के पदɉ मɅ चरघाताकंȧ Įेणी को Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ ĤǑद[शत ͩ कया जा सकता हैः

उदाहरण 3 x कȧ घात वालȣ Įेणी के Ǿप मɅ, e2x+3 का ͪवèतार करने पर x2 का गुणांक £ात 
कȧिजए।

हल चरघातांकȧ Įेणी मɅ
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 x के èथान पर 2x + 3 रखते हुए, हमɅ ĤाÜत होता है

 

यहाँ   =  åयापक पद है।

ɮͪवपद Ĥमेय ɮवारा इसका ͪवèतार इस Ĥकार ͩकया जा सकता है 

 

यहाँ x2 कȧ घात  है।

इसͧलए सपूंण[ Įेणी मɅ x2 कȧ घात है ः is 

   = 

 =   [n! = n (n – 1) (n  –  2)!का Ĥयोग करते हुए]

 =  = 2e3 .

इसͧलए      e2x+3 के ͪवèतार मɅ, x2 कȧ घात 2e3 है
ͪवकãपत  e2x+3 = e3 . e2x

 = 

इस Ĥकार e2x+3 के ͪवèतार मɅ  x2 कȧ घात     है 
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उदाहरण 4 e2 का मान, एक दशमलव èथान तक पणूाɍͩकत करके £ात कȧिजए।

हल x के पदɉ मɅ, चरघातांकȧ Įेणी का सूğ Ĥयोग करने पर, हमɅ ĤाÜत होता है ः 
 

   ex = 

 x = 2, रखने पर, हमɅ ĤाÜत होता है,

 e2 = 

 = 

  पहले सात पदɉ का योग   7.355

अÛयथा, हम ĤाÜत करत ेहɇ,

 e2 <  

 =  =  = .

 इस Ĥकार e2 का मान 7.355 और 7.4 के बीच होता है। इसͧलए, e2 का मान, एक 
दशमलव èथान तक पणूाɍͩकत करके 7.4 ĤाÜत होता है।

A.1.5  लघुगणकȧय Įेणी (Logarithmic Series)

एक अÛय महǂवपणू[ Įेणी लघुगणकȧय Įेणी है जोͩक अनंत Įेणी के Ǿप मɅ है। हम Ǔनàनͧलͨखत 
पǐरणाम ǒबना उपपͪƣ के देते हɇ और इसका अनुĤयोग एक उदाहरण ɮवारा समझाएगेँः

Ĥमेय यǑद  | x | < 1, तब

        
इस Ĥमेय कȧ दाɃ प¢ कȧ Įेणी, लघुगणकȧय Įेणी कहलाती है।
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ǑटÜपणी    log
e
 (1 + x) का ͪवèतार, x = 1 के ͧलए बैध है। 

log
e
 (1 + x) के ͪवèतार मɅ x = 1 रखने पर, हमɅ ĤाÜत होता है,

  

उदाहरण 5 यǑद  समीकरण  के मूल हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩकः

  – ...

हल दायाँ प¢ = 

   = 

   = 

   =   = बायाँ प¢

यहा,ँ हमने = p और  का Ĥयोग ͩकया है जो, हम ɮͪवघातीय समीकरण 

के Ǒदए मूलɉ ɮवारा जानते हɇ। हमने यह मान ͧलया है ͩक < 1 और < 1है।

——
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A.2.1  भूͧमका (Introduction)

ͪपछलȣ कुछ शतािÞदयɉ मɅ कȧ गई हमारȣ ĤगǓत ने, हमɅ ͪ वͧभÛन ¢ेğɉ िजसमɅ चाहे ͪ व£ान 
हो, या ͪवƣ या Ĥबधंन इ×याǑद, मɅ उ×पÛन होने वालȣ वाèतͪवक जीवन से जुड़ी समèयाओं मɅ, 
गͨणतीय ͪवͬधयɉ का इèतेमाल करना आवæयक कर Ǒदया है। वाèतͪवक सांसाǐरक समèयाओं 
को हल करने मɅ, गͨणत का Ĥयोग, ͪवशेष तौर पर कंÜयटूर कȧ अͧभकलन ¢मता एवं 
अͧभकलनीय ͪ वͬधयाँ अ×यंत Ĥचͧलत हɇ तथा इनका Ĥयोग लबंी एवं जǑटल समèयाओं को हल 
करना सुगम बनाया है। वाèतͪवक जीवन कȧ ͩकसी समèया को गͨणतीय Ǿप मɅ अनुवाǑदत 
करने कȧ ĤͩĐया हमɅ एक बेहतर ǓनǾपण एवं कुछ ͪवशेष समèयाओं का हल Ĥदान करती है। 
Ǿपांतरण कȧ यह ĤͩĐया गͨणतीय Ǔनदश[न (ĤǓतǾपण) कहलाती है।

यहा ँहम इस ĤͩĐया स ेजुड़ ेचरणɉ का पǐरचय उदाहरणɉ ɮवारा कराएगेँ। सबसे पहले 
चचा[ करɅगे ͩक गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है? त×पæचात ्Ǔनदश[न कȧ ĤͩĐया से जुड़ ेचरणɉ कȧ 
चचा[ करɅगे।

A.2.2  Ĥारंͧभक Ĥबंध (Preliminaries)

गͨणतीय Ǔनदश[न, ͪ वæव को समझने के ͧ लए एक आवæयक औज़ार है। पुरान ेसमय मɅ चीन, 
ͧमİ, भारत, बेबीलोन और Ēीक के लोगɉ ने ĤाकृǓतक घटनाओं को समझने और भͪवçयवाणी 
करने के ͧलए अपने गͨणत के £ान ɮवारा अनुĒह ͩकया। वाèतुकला शािèğयɉ, ͧशãपकारɉ 
और कारȣगरɉ न,े अपनी बहुत सी कलाकृǓतयɉ को Ïयाͧमतीय ͧसɮधांतɉ पर आधाǐरत ͩकया।

मान लȣिजए एक सवȶ¢क, एक मीनार कȧ ऊँचाई मापना चाहता है। मापन ेवाले फȧत ेका 
Ĥयोग करके, इसकȧ ऊँचाई को मापना बहुत कǑठन है। इसͧलए दसूरा ͪवकãप होगा ͩक एेसे 
घटकɉ को ĤाÜत ͩ कया जाए जो ͩ क ऊँचाई ĤाÜत करने के ͧ लए लाभदायक हɇ। अपने ǒğकोणͧमǓत 
के £ान से, वह जानता है ͩक यǑद उसे उÛनयन कोण और मीनार के पाद से, उस ǒबदं ुतक 
कȧ दरूȣ जहाँ वह खड़ा है, ĤाÜत है तो वह मीनार कȧ ऊँचाई कȧ गणना कर सकता है।

इसͧलए उसका काम मीनार कȧ चोटȣ के उÛनयन कोण को, और मीनार के पाद ǒबदं ुसे, 
उस ǒबदं ुतक कȧ दरूȣ को, जहा ँवह खड़ा है, ĤाÜत करना, अब सरल हो गया है। इन दोनɉ को 
आसानी से मापा जा सकता है। इस Ĥकार यǑद वह उÛनयन कोण को 40॰ और दरूȣ को 450 

मी मापता है, तब इस समèया, को उदाहरण 1 मɅ वͨण[त ͩकया गया है। 

गͨणतीय Ǔनदश[न 
(Mathematical Modelling)

पǐरͧशçट
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उदाहरण 1 एक मीनार कȧ चोटȣ का उÛनयन कोण, भूͧम पर ǒबदं ुO से, जोͩक, मीनार के 
पाद से 450 मी कȧ दरूȣ पर है, 40 है। मीनार कȧ ऊँचाई £ात कȧिजए।

हल हम, इसे ͪवͧभÛन चरणɉ मɅ हल करɅगे।

चरण 1 सबसे पहले हम वाèतͪवक समèया को समझन ेका Ĥयास करते हɇ। समèया मɅ, एक 
मीनार दȣ हुई है और इसकȧ ऊँचाई मापी जानी है। माना h, ऊँचाई को ǓनǑद[çट करता है। यह 
Ǒदया है ͩक, भूͧम पर ǒबदं ुO से, मीनार के पाद कȧ ¢ैǓतज दरूȣ, 450 मी है। माना d इस दरूȣ 
को ǓनǑद[çट करता है। तब d = 450 मी । हम यह भी जानत ेहɇ ͩक  ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया 
गया उÛनयन कोण, 40 है।

दȣ हुई दरूȣ d और उÛनयन कोण  का Ĥयोग करके, मीनार कȧ 
ऊँचाई h Ǔनकालना, वाèतͪवक समèया है।

चरण 2 समèया मɅ उãलेͨखत तीन राͧशयाँ, ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन 
कोण हɇ।

इसͧलए हमɅ, इन तीन राͧशयɉ को जोड़ते हुए, एक संबधं ĤाÜत 
करना है। यह इसे, Ïयाͧमतीय Ǿप मɅ åयÈत करत ेहुए Ǔनàनͧलͨखत 
Ĥकार, ĤाÜत ͩकया जाता है (आकृǓत 1)।
AB  मीनार को ǓनǑद[çट करता है। OA, ǒबदं ुO से, मीनार के पाद तक 
कȧ ¢ैǓतज दरूȣ देता है।  AOB उÛनयन कोण है। तब हमɅ 

tan  or h = d tan ĤाÜत होता है।          ... 
(1)  
यह , h और d मɅ सबंधं èथाͪपत करने वाला एक समीकरण है।

चरण 3 हम, h का मान Ǔनकालने के ͧलए समीकरण (1) का Ĥयोग करते हɇ। 40 और 
d = 450 मी Ǒदया गया है, तब हमɅ, h = tan 40 × 450 = 450 × 0.839 = 377.6 मी ĤाÜत 
होता है।
चरण 4 अतः यह ĤाÜत हुआ ͩक मीनार कȧ ऊँचाई लगभग 378 मी है।

आइए अब हम, इस समèया को हल करने मɅ Ĥयोग ͩकए गए ͪवͧभÛन चरणɉ पर Úयान 
दɅ, Ĥथम चरण मɅ हमने वाèतͪवक समèया का अÚययन ͩकया और पाया ͩक समèया मɅ 
तीन Ĥाचल-ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन कोण हɇ। इसका अथ[ है ͩक इस पद मɅ हमने वाèतͪवक 
जीवन से जुड़ी समèया का अÚययन ͩकया है और उसमɅ तीन Ĥाचलɉ-ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन 
कोण को पहचाना है।

चरण 2 मɅ, हमन ेकुछ ÏयाͧमǓत का Ĥयोग ͩकया और पाया ͩक समèया को Ïयाͧमतीय 
ढंग स ेǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है जैसा ͩक आकृǓत 1 मɅ Ǒदया गया है। तब हमने èपश[Ïया 
(tangent) फलन के ͧलए ǒğकोणͧमतीय अनुपात का Ĥयोग ͩकया और सबंधं h = d tan  ĤाÜत 
ͩकया।

इसͧलए इस चरण मɅ हमने समèया को गͨणतीय Ǿप से सूǒğत ͩकया। इसका अथ[ है 
ͩक हमने वाèतͪवक समèया का ǓनǾपण करने वाला एक समीकरण ĤाÜत ͩकया।

आकृǓत 1
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चरण 3 मɅ, हमने गͨणतीय समèया को हल ͩकया और ĤाÜत ͩकया ͩक h = 377.6 मी॰। 
अथा[त ्हमɅ समèया का हल ĤाÜत हुआ।

अंǓतम चरण मɅ, हमनɅ समèया के हल का Ǔनव[चन ͩकया और ǓनǑद[çट ͩकया ͩक, मीनार 
कȧ ऊँचाई, लगभग 378 मी है। हम, इसे, इस Ĥकार कहते हɇ

वाèतͪवक िèथǓत के सदंभ[ मɅ गͨणतीय हल का Ǔनव[चन करना।
वाèतव मɅ, ये, वो पद हɇ, िजनका गͨणत£ɉ और दसूरे लोगɉ ने वाèतͪवक-जीवन से जुड़ी 

ͪवͧभÛन समèयाओ ंका अÚययन करन ेके ͧलए Ĥयोग ͩकया। हम इस Ĥæन पर ͪवचार करɅगे, 
‘‘ͪवͧभÛन समèयाओं को हल करने के ͧलए गͨणत का Ĥयोग Èयɉ आवæयक है?’’

यहा ँकुछ उदाहरण हɇ, िजनमɅ ͪवͧभÛन पǐरिèथǓतयɉ का अÚययन करने के ͧलए गͨणत 
का सुचाǾ Ǿप से इèतेमाल ͩकया जाता है।
 1. मनçुयɉ और साथ-साथ पशओु ंके शरȣर के ͪ वͧभÛन भागɉ मɅ अॉÈसीजन और बल वɮ[धकɉ को 

पहँुचाने के ͧलए उपयÈुत रÈत Ĥवाह आवæयक है, रÈत का सकुंचन अथवा रÈतवाǑहनी नͧलयɉ 
के गुणɉ मɅ ͩ कसी Ĥकार का पǐरवत[न, रÈत के बहाव को बदल सकता है और थोड़ी पीड़ा से 
अचानक म×ृय ुतक, ͩ कसी भी Ĥकार कȧ हाǓन पहँुचा सकता है। यह समèया, रÈत बहाव और 
शरȣर ͪ व£ान से सबंंͬ धत रÈतवाǑहनी नͧलयɉ कȧ ͪ वशेषताओं के बीच, संबधं ĤाÜत करने के 
ͧलए है।

 2. ͩĐकेट मɅ तीसरा अàपायर एक गɅद के Ĥ¢ेप पथ के ǓनǾपण को देखकर और यह मानते 
हुए ͩक बãलेबाज वहा ँनहȣं है, पगबाधा का Ǔनण[य लेता है। गɅद के बãलेबाज के पाँव 
पर लगन ेसे पहले, गɅद के वाèतͪवक पथɉ पर आधाǐरत होने से, गͨणतीय समीकरणɉ 
कȧ ĤािÜत होती है। पग-बाधा का Ǔनण[य लेने के ͧलए, इस अनुकरण करने वाले Ǔनदश[ 
का Ĥयोग ͩकया जाता है।

 3. अतंǐर¢ ͪवɮया ͪवभाग, गͨणतीय Ǔनदशɟ पर आधाǐरत मौसम कȧ भͪवçयवाͨणयाँ करता 
है। कुछ Ĥाचल जो मौसम कȧ िèथǓतयɉ मɅ पǐरवत[न को Ĥभाͪवत करते हɇ, वो ताप, हवा 
का दबाव, आġ[ता, हवा कȧ गǓत आǑद हɇ। इन Ĥाचलɉ को मापने के ͧलए िजन संयğɉ का 
Ĥयोग होता है, उनमɅ तापमान को मापनɅ के ͧलए थमा[मीटर, हवा के दबाव को मापने 
के ͧलए बैरोमीटर, आġ[ता को मापने के ͧलए हाइĜोमीटर और हवा कȧ गǓत को मापने 
के ͧलए एनीमोमीटर शाͧमल हɇ। एक बार जसेै हȣ देश के चारɉ ओर के बहुत से èटेशनɉ 
से, èवीकृत आँकड ेĤाÜत होते हɇ और कंÜयूटरɉ मɅ आगे के ͪवæलेषण और अथ[Ǔनव[चन 
के ͧलए डाल Ǒदए जाते हɇ। 

 4. कृͪष ͪवभाग खड़ी फसलɉ से, भारत मɅ चावल के उ×पादन का आंकलन करना चाहता है। 
व£ैाǓनक चावल कȧ पैदावार के ¢ेğɉ को पहचानत ेहɇ और कुछ ĤǓतǾप खतेɉ से फसलɉ 
को काटकर और तोलकर, ĤǓत एकड़ औसत उ×पाद ĤाÜत करते हɇ। कुछ सािँÉयकȧय 
यंğकलाओं के आधार पर, चावल के औसत उ×पादन पर Ǔनण[य ͧलये जाते हɇ। 

     एेसी समèयाओं को हल करन ेमɅ गͨणत£ कैसे सहायता करत ेहɇ? व े¢ेğ मɅ 
ͪवशेष£ɉ के साथ बैठते हɇ, उदाहरण के ͧलए, पहलȣ समèया मɅ शरȣर ͪव£ान-शाèğी कȧ 
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सहायता से समèया का गͨणतीय अनुǾप Ǔनकालते हɇ। यह अनǾुप एक अथवा अͬधक 
समीकरणɉ अथवा असͧमकरणɉ इ×याǑद से, जोͩक गͨणतीय Ǔनदश[ कहलाते हɇ, ͧमलता 
है। तब Ǔनदश[ को हल करते हɇ और ‘मौͧलक समèया के संदभ[ मɅ हल कȧ åयाÉया करते 
हɇ। इस ĤͩĐया को समझने से पहले हम चचा[ करɅगे ͩक एक गͨणतीय Ǔनदश[ Èया है?

 एक गͨणतीय Ǔनदश[ एक ǓनǾपण है जोͩक, एक पǐरिèथǓत को समझाता है।
Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण ɮवारा एक ǽͬचकर Ïयाͧमतीय Ǔनदश[ को उãलेͨखत ͩकया गया है।

उदाहरण 2 (सेतु समèया) कोǓनÊसवग[ Ĥेगेल नदȣ पर बसा एक नगर है जोͩक 18वीं शताÞदȣ 
मɅ जम[नी का एक नगर था, परंतु अब 
यह Ǿस मɅ है। नगर के भीतर दो टापू 
हɇ िजÛहɅ सात सेतुओं ɮवारा नदȣ के 
ͩकनारɉ स ेजोड़ा गया है (आकृǓत 2)

Ĥæन था ͩ क नगर के चारɉ ओर 
इस Ĥकार चलना ͩ क åयिÈत, Ĥ×येक 
सेतु से केवल एक बार गुजरे।, लेͩकन 
यह एक कǑठन समèया ͧसɮध हुई। 
Leonhard Euler, एक िèवस गͨणत£ 
ने, जो Ǿसी साĨाÏय ‘केथरȣंन दȣ 
Ēेट’ कȧ सेवा मɅ रत थ,े इस समèया 
के बारे मɅ सुना। 1736 मɅ आयलर 
ने ͧसɮध ͩकया ͩक एेसे चलना सभंव नहȣं है। उÛहɉने एक Ĥकार कȧ आकृǓत का, जो जाल 
Đम कहलाती है, आͪवçकार करत ेहुए इसे ͧसɮध ͩकया। यह जाल Đम शीष[ (सूêम ͬचéन, 
जहा ँरेखाएँ ͧमलती हɇ) तथा चापɉ (रेखाओ)ं का बना हुआ है (आकृǓत 3)। उÛहɉने नदȣ के दोनɉ 
ͩकनारɉ के ͧलए और दोनɉ टापूओं के ͧलए चार सूêम ͬचéनɉ (शीषɟ) का Ĥयोग ͩकया। इनको 
A, B, C और D ɮवारा ͬचिéनत ͩकया गया है तथा सात चापɉ ɮवारा सात सतेुओं को ͬचिéनत 
ͩकया गया है। आप देख सकते हɇ ͩक 3, सेतु (चाप) नदȣ के ͩकनारे A को जोड़त ेहɇ और 3, 
नदȣ के ͩकनारे B को जोड़ते हɇ, 5 सेतु (चाप), टापू C को जोड़ते हɇ और 3 टापू D को जोड़ते 
हɇ। इसका ता×पय[ यह है ͩक सारे शीषɟ मɅ चापɉ कȧ 
संÉया ͪवषम हɇ इसͧलए ये ͪवषम शीष[ कहलाते हɇ 
(एक सम शीष[ मɅ, इसे जोड़ते हुए, एक सम सÉंया 
वाले चाप होते हɇ) (आकृǓत 3)। 

याद रहे ͩक यह समèया, नगर के इद[-ͬगद[ 
याğा करने कȧ थी जबͩक एक सेतु से केवल एक 
बार हȣ गुजरा जा सकता है। Euler के जालĐम से 
इसका अͧभĤाय यह हुआ ͩक, सारे शीषɟ पर चलते 
हुए, Ĥ×येक चाप पर केवल एक बार हȣ पैरɉ के ͬचéन 

आकृǓत 2

आकृǓत 3
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हɉगे। Euler ने ͧसɮध ͩकया ͩक यह नहȣं ͩकया जा सकता, Èयɉͩक उÛहोनɅ पता लगाया ͩक, 
ͪवषम शीष[ होने पर, आपको याğा उसी शीष[ पर आरंभ और समाÜत करनी होगी (इसके बारे 
मɅ सोͬचए)। एेसी िèथǓत मɅ जहाँ आरंͧभक एवम ्अǓंतम िèथǓत एक हो तथा, यǑद पैरɉ के 
ͬचéन हर चाप पर केवल एक बार पड़,े तब वहा ँकेवल दो ͪवषम शीष[ हो सकते हɇ। चँूͩक इस 
सेतु समèया मɅ 4 ͪवषम शीष[ हɇ, अतः, एेसा करना संभव नहȣं हेागा।

आयलर ɮवारा इस Ĥमेय को ͧसɮध करने के बाद मɅ बहुत समय बीत गया, 1875 मɅ, 
भूͧम ¢ेğ A और D को जोड़ते हुए, एक अǓतǐरÈत सेतु का 
Ǔनमा[ण ͩकया गया (आकृǓत 4)। Èया अब कोǓनÊसबग[ के 
लोगɉ के ͧलए, एक सेतु का केवल एक बार Ĥयोग करके, 
नगर के चारɉ ओर जाना संभव है?

यहा ँ िèथǓत वैसी होगी, जसैा ͩक आकृǓत. 4 मɅ 
Ǒदखाया गया है। एक नए सेतु के जुड़ जाने के बाद, 
A और D दोनɉ शीष[, समघात के शीष[ बन गए हɇ। 
लेͩकन B तथा C अभी भी ͪवषम घात के हɇ। इसͧलए, 
कोǓनÊसबग[ वाͧसयɉ के ͧलए एक सेतु का केवल एक बार Ĥयोग करके, नगर के चारɉ ओर 
जाना संभव है।

पǐरपथ के आͪवçकार से, एक नए ͧ सɮधांत का आरंभ हुआ, जो आलेख ͧ सɮधातं कहलाता 
है िजसे अब रेलवे पǐरपथ कȧ योजना सǑहत ͪ वͧभÛन Ǿपɉ मɅ उपयोग ͩ कया जाता है (आकृǓत 4)।

A.2.3  गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है? (What is Mathematical Modelling?)

यहा ँहम पǐरभाͪषत करɅगे ͩक गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है और इसमɅ सबंɮध ͪवͧभÛन ĤͩĐयाओं 
को उदाहरणɉ ɮवारा èपçट करɅगे।

पǐरभाषा गͨणतीय पदɉ मɅ वाèतͪवक जीवन कȧ समèया के कुछ भाग (अथवा Ǿप) के अÚययन 
के ͧलए गͨणतीय Ǔनदश[न, एक Ĥयास है।

भौǓतकȧ िèथǓत का कुछ उपयुÈत पǐरिèथǓतयɉ के साथ गͨणत मɅ पǐरवत[न करना गͨणतीय 
Ǔनदश[न कहलाता है। गͨणतीय Ǔनदश[न एक तकनीक है िजसे सूêम कलाओ ंस ेͧलया गया है 
न ͩक मूल ͪव£ान से। अब हम गͨणतीय Ǔनदश[न से जुड़ी ͪवͧभÛन ĤͩĐयाओं को समझत ेहɇ। 
इस ĤͩĐया मɅ चार पद सिàमͧलत हɇ। एक Ǻçटातं युÈत उदाहरण के Ǿप मɅ हम, एक सरल, 
लोलक कȧ गǓत का अÚययन करने के ͧलए, ͩकए गए Ǔनदश[न पर ͪवचार करते हɇ।

समèया को समझना
उदाहरण के ͧलए, इसमɅ सिàमͧलत है, सरल लोलक कȧ गǓत से जड़ुी ĤͩĐया को समझना। 
हम सब, सरल लोलक से पǐरͬचत हɇ। एक लोलक साधारण Ǿप से एक ġåयमान (जो बाब के 

आकृǓत 4
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Ǿप मɅ जाना जाता है) जो एक धागे के एक ͧसरे से जुड़ा है िजसका दसूरा ͧसरा एक ǒबदं ुपर 
िèथर है। हमने अÚययन ͩकया है ͩक सरल लोलक कȧ गǓत सामǓयक होती है। दोलन काल 
धागे कȧ लबंाई और गुǽ×वीय ×वरण पर Ǔनभ[र करता है।

इसͧलए, हमɅ इस समय सबसे बड़ी आवæयकता दोलन काल ĤाÜत करने कȧ है। इस पर 
आधाǐरत, समèया का Ǔनिæचत कथन हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से देते हɇः
कथन हम सरल लोलक का दोलन काल, केसे ĤाÜत करते हɇ?
अगला चरण सूğण होता है।

सूğण दो मुÉय चरणɉ से ͧमलता है।

1.  Ĥासंͬ गक घटकɉ को पहचानना इसमɅ, हम उन Ĥाचलɉ को £ात करत ेहɇ, जो समèया मɅ 
सिàमͧलत हɇ। उदाहरण के ͧलए, लोलक के मामले मɅ, ये घटक हɇ, दोलन काल (T) बाब का 
ġåयमान (m), लोलक कȧ Ĥभावशालȣ लबंाई जो ͩक िèथर ǒबदं ुसे बाब के ġåयमान से कɅ ġ के 
बीच कȧ दरूȣ है। यहा,ँ हम धागे कȧ लबंाई को, लोलक कȧ Ĥभावशालȣ लबंाई के Ǿप मɅ लेत ेहɇ 
और गुǽ×वीय ×वरण (g) को उस èथान पर, एक िèथर मान लेते हɇ।

इसͧलए, हमने समèया का अÚययन करने के ͧलए चार Ĥाचलɉ कȧ पहचान कȧ है। अब 
हमारा उɮदेæय T को ĤाÜत करना है। इसके ͧलए हमɅ ये समझने कȧ आवæयकता है, ͩक व े
कौन-कौन से Ĥाचल हɇ, जो दोलन-काल को Ĥभाͪवत करते हɇ, िजसको एक साधारण Ĥयोग 
ɮवारा ͩकया जा सकता है।

हम, दो ͪवͧभÛन ġåयमानɉ कȧ दो धातु कȧ गɅद लेते हɇ और उनमɅ से Ĥ×येक को समान 
लंबाई वाले दो धागɉ से जोड़त ेहुए, Ĥयोग करते हɇ। हम दोलन काल मापते हɇ। हम Ǔनǐर¢ण 
करते हɇ ͩक ġåयमान के कारण, दोलन काल मɅ ͩकसी Ĥकार का अवगàय पǐरवत[न नहȣं होता 
है। अब, हम, इसी Ĥयोग को, समान ġåयमान कȧ गɅदɉ परंतु ͪ वͧभÛन लबंाई के धागे लेकर करते 
हɇ और Ǔनरȣ¢ण करते हɇ ͩक दोलन काल, लोलक कȧ लबंाई पर साफ तौर पर Ǔनभ[र करता है।

यह सूͬचत करता है ͩक दोलन-काल के मान £ात करने के ͧलए ġåयमान m एक 
आवæयक Ĥाचल नहȣं हɇ, जब ͩक लबंाई l, एक आवæयक Ĥाचल है।

अगले चरण पर जाने से पहले, आवæयक Ĥाचलɉ को ढँूढन ेकȧ यह ĤͩĐया अǓनवाय[ है।

2. गͨणतीय वण[न इसमɅ, पहले से पहचाने हुए Ĥाचलɉ का Ĥयोग करके, एक समीकरण असͧमका, 
अथवा Ïयाͧमतीय आकृǓत, ĤाÜत करना, सिàमͧलत है।

सरल लोलक के मामले मɅ, Ĥयोग ͩकए गए थे िजसमɅ, दोलन-काल T के मान, l के 
ͪवͧभÛन मानɉ के ͧलए मापे गए थे। इन मानɉ को एक आलेख पर दशा[या गया जो ͩक एक 
वĐ के Ǿप मɅ पǐरणͧमत हुआ जो ͩक एक परबलय से ͧमलता-जुलता था। यह सकेंत करता 
है ͩक T और l के बीच का संबधं Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है। 

    T2 = kl          ... (1) 
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यह पाया गया ͩक , इससे Ǔनàनͧलͨखत समीकरण ĤाÜत होता है।

              ... (2)

समीकरण (2) समèया का गͨणतीय सूğण देता है।
हल ĤाÜत करना गͨणतीय सूğण कदाͬचत हȣ, सीधा उƣर देता है। सामाÛय Ǿप से, हम कुछ 
ͩĐया करते हɇ, िजसमɅ एक समीकरण को हल करना, गणना अथवा एक Ĥमेय का Ĥयोग 
करना इ×याǑद, शाͧमल है। सरल लोलकɉ कȧ िèथǓत मɅ, समीकरण (2) मɅ Ǒदए गए सूğ के अनुĤयोग 
से हल ͧमलता है।
ͪवͧभÛन लंबाई वाले, दो ͪवͧभÛन लोलकɉ के दोलन काल सारणी 1 मɅ दशा[या है।

सारणी 1

      l  225 सेमी 275 सेमी
     T  3.04 से.  3.36 से.

सारणी मɅ Ǒदखाया गया है ͩक l = 225 सेमी, T = 3.04 से. और l = 275 सेमी, T = 3.36 से.
माÛयकरण/अथ[ Ǔनव[चन
गͨणतीय Ǔनदश[ एक वाèतͪवक जीवन कȧ समèया के आवæयक गुणɉ को अÚययन करने का 
एक Ĥयास है। कई बार, Ǔनदश[ समीकरण, एक आदशȸय सदंभ[ मɅ, पǐरिèथǓत कȧ पǐरकãपना 
करके, ĤाÜत ͩकए जाते हɇ। Ǔनदश[, केवल, तभी लाभदायक होगा यǑद यह उन सारे Ǻढ़ कथनɉ 
कȧ åयाÉया करता है िजनकȧ ͩक हम वाèतव मɅ åयाÉया करना चाहते थे। अÛयथा, हम 
इसे अèवीकार करɅगे अथवा ͩफर से इसमɅ सुधार करɅगे और इसका ͩफर से परȣ¢ण करɅगे। 
दसूरे शÞदɉ मɅ हम Ǔनदश[, कȧ Ĥभावशीलता वाèतͪवक समèया के बारे मɅ उपलÞध तØयɉ के 
साथ गͨणतीय Ǔनदश[ स ेĤाÜत पǐरणामɉ कȧ तुलना करके, मापते हɇ। यह ĤͩĐया, Ǔनदश[ कȧ 
माÛयकरण कहलाती है। सरल लोलक के मामले मɅ, हम लोलक पर कुछ Ĥयोग करते हɇ और 
दोलन काल ĤाÜत करते हɇ। Ĥयोग के पǐरणाम सारणी 2 मɅ Ǒदए गए हɇ।

सारणी 2
चार ͪवͧभÛन लोलकɉ के ͧलए Ĥयोͬगक Ǿप से ĤाÜत ͩकए गए दोलन काल

 ġåयमान (ͩकĒा) लंबाई (सेमी) समय (से.)

 385 275 3.371

  225 3.056

 230 275 3.352

  225 3.042
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अब हम, सारणी 2 मɅ मापे गए मानɉ कȧ सारणी 1 मɅ Ǒदए गए, गणना ͩकए गए मानɉ 
से तुलना करते हɇ।

Ǔनरȣ¢ण मानɉ और गणना ͩ कए गए मानɉ के अतंर स ेğǑुट ĤाÜत होती है। उदाहरण के ͧ लए 
l = 275 सेमी और ġåयमान = 385 Ēा के ͧलए, 
  ğǑुट = 3.371 – 3.36 = 0.011, है
जो ͩक बहुत छोटȣ है और Ǔनदश[ èवीकार ͩकया जाता है। एक बार जब हम Ǔनदश[ को èवीकार 
कर लेते है, तब हमɅ Ǔनदश[ का अथ[ Ǔनव[चन करना है। वाèतͪवक पǐरिèथǓत के सदंभ[ मɅ, हल 
वण[न करने कȧ ĤͩĐया, Ǔनदश[ का अथ[ Ǔनव[चन कहलाता है। इस मामलɅ मɅ, हम हल का अथ[ 
Ǔनव[चन Ǔनàनͧलͨखत तरȣके से कर सकते हɇः

(a) दोलन-काल, लोलक कȧ लबंाई के वग[मूल के अनुĐमानुपाती होता है।
(b) यह, गुǽ×वीय ×वरण के वग[मूल के åयु×Đमानुपाती होता है।
इस Ǔनदश[ का, हमारा माÛयकरण एव ंअथ[ Ǔनव[चन Ǒदखाता है ͩ क Ǔनदश[ से हमɅ समèया 

का बहुत हȣ अÍछा उƣर ĤाÜत होता है। परंतु हमने पाया ͩक गणना ͩकए गए पǐरणाम एवं 
मापे गए पǐरणाम मɅ कुछ ğǑुट है। यह इसͧलए है ͩक हमने, धाग ेका ġåयमान  और माÚयम 
के ĤǓतरोध कȧ अवहेलना कȧ है इसͧलए एेसी पǐरिèथǓत मɅ, हम एक बेहतर Ǔनदश[ को ढँूढते 
हɇ और यह ĤͩĐया जारȣ रहता है।

यह, हमɅ एक आवæयक Ǔनरȣ¢ण कȧ ओर माग[ दͧश[त करता है। वाèतͪवक जीवन को 
समझना एव ंउसका पूण[Ǿप से वण[न करना बहुत जǑटल है। हम एेसे एक अथवा दो पूण[ Ǿप 
से अचूक घटकɉ को चुनते हɇ जो पǐरिèथǓत को Ĥभाͪवत करते हɉ। तब हम एक एेसा सरल 
ͩकया हुआ Ǔनदश[ ĤाÜत करन ेका Ĥयास करते हɇ जोͩक पǐरिèथǓत के बारे मɅ कुछ जानकारȣ 
देता है। हम, इस Ǔनदश[ के ɮवारा, यह आशा करते हुए सरल पǐरिèथǓत का अÚययन करते 
हɇ ͩक हम पǐरिèथǓत का एक बेहतर Ǔनदश[ ĤाÜत कर सकɅ ।

अब हम, Ǔनदश[न से जुड़ी मुÉय ĤͩĐया को इस Ĥकार सं¢ेͪपत करते हɇ।
 (a) सूğण  (b) हल  (c) माÛयकरण/अथ[ Ǔनव[चन
अगला उदाहरण Ǒदखाता है ͩक असͧमका का आलेखीय हल ĤाÜत करने कȧ तकनीक का Ĥयोग 
करके, Ǔनदश[न कैसे ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 3 एक फाम[ हाऊस मɅ, ĤǓतǑदन, कम से कम 800 ͩकĒा ͪवशषे आहार का Ĥयोग 
होता है। ͪवशेष आहार मÈका और सोयाबीन के Ǔनàनͧलͨखत सयंोजन के अनुसार बना हुआ 
एक ͧमĮण है।

सारणी 3

 पदाथ[ उपिèथत बलवध[क उपिèथत बलवध[क मूãय
  ĤǓत ͩकĒा Ĥोटȣन ĤǓत ͩकĒा रेशा ĤǓत ͩकĒा

 मÈका .09 .02 Rs 10
 सोयाबीन .60 .06 Rs 20



452 गͨणत

ͪवशेष आहार कȧ, आहार संबंधी आवæयकताएँ, कम से कम 30% Ĥोटȣन और अͬधक से अͬधक 
5% रेशɉ कȧ माँग करती हɇ। ĤǓतǑदन, आहार-ͧमĮण का Ûयूनतम मूãय Ǔनकाͧलए।

हल चरण 1 यहा,ँ हमारा उɮदेæय मÈका और सोयाबीन से बने भोजन के ĤǓतǑदन के मूãय को 
Ûयूनतम करना है। इसͧलए, वो चर (घटक), िजन पर ͪवचार ͩकया जाना है, Ǔनàनͧलͨखत हɇः

x = मÈका कȧ राͧश
y = सोयाबीन कȧ राͧश
z = पूरा मूãय

चरण 2 सारणी 3 मɅ अǓंतम èतभं अंͩ कत करता है ͩक z, x, y समीकरण से सबंधं रखत ेहɇ समèया 
है, ͩक z, को Ǔनàनͧलͨखत åयवरोधɉ के साथ, Ûयनूतम बनानाः z = 10x + 20y           ... (1) 
 (a) फाम[ मɅ, मÈका और सोयाबीन का ͧ मला हुआ, कम से कम 800 ͩ कĒा आहार Ĥयोग 

ͩकया गया।
  अथा[त ् x + y  800     ... (2)

 (b) आहार मɅ कम से कम 30% Ĥोटȣन आहार सàबधंी आवæयकता के अनुपात मɅ होनी 
चाǑहए जसैा ͩक सारणी 3 के Ĥथम èतंभ मɅ Ǒदया गया है। इससे

     0.09x + 0.6y  0.3 (x + y) ĤाÜत होता है। ... (3)

 (c) इसी Ĥकार रेशा अͬधक से अͬधक 5% अनुपात मɅ होना चाǑहए जो ͩक ताͧलका 3 
के दसूरे पçृठ èतंभ मɅ Ǒदया गया है। इससे 

     0.02x + 0.06 y  0.05 (x + y) ĤाÜत होता है। ... (4)

हम, x, y के सभी गुणकɉ को एकǒğत करते हुए, (2), (3) और (4) मɅ दȣए गए åयवरोधɉ 
को सरल करत ेहɇ तब समèया Ǔनàनͧलͨखत गͨणतीय Ǿप मɅ पुनः ǓनǑद[çट कȧ जा सकती है 
कथन z को Ûयूनतम बनायɅ, शत[ हɇ
     x + y  800

     0.21x – .30y  0

     0.03x – .01y  0

यह Ǔनदश[ का सूğण Ĥदान करता है।
चरण 3 यह आलेखीय ढंग से हल ͩ कया जा सकता है। 
आकृǓत 5 मɅ, छायांͩकत ¢ेğ, समीकरणɉ का संभव हल 
देता है। लेखाͬचğ से, यह èपçट है ͩ क इनका Ûयूनतम 
मान ǒबदं ु(470.6, 329.4) पर ͧमलता है अथा[त ्x = 

470.6 और y = 329.4

यह, z का Ǔनàनͧलͨखत मान देता है।
 z = 10 × 470.6 + 20 × 329.4

 = 11294  यह गͨणतीय हल है। आकृǓत 5
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चरण 4 हल के ͪ वषय मɅ यह कहते हुए अथ[ Ǔनव[ͬ चत ͩकया जा सकता है, ͩक "मÈका और सोयाबीन 
वाल ेͪवशषे आहार, िजसमɅ बल वध[क अशं Ĥोटȣन तथा रेशा के इिÍछत आवæयक भाग है, का Ûयनूतम 
मूãय ₹11294 है और हम यह Ûयूनतम मूãय ĤाÜत करते हɇ यǑद हम 470.6 ͩ कĒा मÈका और 
329.4 ͩकĒा सोयाबीन का Ĥयोग करत ेहɇ"।

अगले उदाहरण मɅ,  हम चचा[ करɅगे ͩक Ǔनदश[न, ͩकसी देश मɅ एक ͪवͧशçट समय पर, 
जनसÉंया का अÚययन करन ेके ͧलए, कैसे Ĥयोग मɅ लाया जाता है।

उदाहरण 4 मान लȣिजए ͩक एक जनसंÉया Ǔनयंğक इकाई यह जानना चाहती है ͩक ͩकसी 
देश मɅ दस वष[ बाद जनसंÉया Èया होगी? 

चरण 1 सूğण हम Ǔनरȣ¢ण करत ेहɇ ͩक जनसंÉया समय के साथ बदलती है और यह जÛम 
के साथ बढ़ती है और म×ृयु के साथ घटती है।
हम एक ͪवͧशçट वष[ मɅ जनसंÉया ĤाÜत करना चाहते हɇ। मान लȣिजए t समय को वषɟ मɅ 
ǓनǑद[çट करता है। तब t के मान 0, 1, 2, ..., होते हɇ। t = 0 वत[मान समय को दशा[ता है, t = 1 

अगले वष[ को दशा[ता है, इ×याǑद। ͩकसी समय t के ͧलए मान लȣिजए p (t) उसी ͪवͧशçट वष[ 
मɅ जनसंÉया को ǓनǑद[çट करता है।

मान लȣिजए ͩक हम ͩकसी ͪवͧशçट वष[ मɅ जनसंÉया ĤाÜत करना चाहते हɇ, उदाहरण 
के ͧलए t

0
 = 2006 मɅ हम यह कैसे करɅगे? हम एक जनवरȣ, 2005 को जनसंÉया ĤाÜत करते 

हɇ। उस वष[ मɅ हुए जÛमɉ कȧ सÉंया को उस वष[ कȧ जनसंÉया मɅ जोड़ देते हɇ और उस वष[ 
मे हुई म×ृयु कȧ सÉंया को उस वष[ कȧ जनसंÉया से घटा देते हɇ। मान लȣिजए ͩक  B(t), t 

और t + 1 के बीच एक वष[ मɅ जÛमɉ कȧ सÉंया को ǓनǑद[çट करता है और D(t), t और t + 1 
के बीच म×ृयु कȧ सÉंया को ǓनǑद[çट करता है। तब हमɅ सबंधं  P (t + 1) = P (t) + B (t) – D (t) 

ĤाÜत होता है।
अब हम कुछ पǐरभाषायɅ तथा अͧभधारणाएँ करते हɇ।

 1.    समय अंतराल t से t + 1 के ͧलए जÛम दर कहलाती है।

 2.  समय अतंराल t से t + 1 के ͧलए म×ृयु दर कहलाती है।

अͧभधारणाएँ
 1. जÛम दर सभी अतंरालɉ के ͧलए समान है। इसी Ĥकार म×ृयु दर, सभी अतंरालɉ के ͧलए 
समान हɇ। इसका अथ[ है ͩक एक अचर b है, जोͩक जÛम दर कहलाती है, और एक अचर d 
है, जोͩक म×ृयु दर कहलाती है, िजससे ͩक सभी t  0 के ͧलए।
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B( ) D( )

P( ) P( )

t t
b d

t t
  हɇ।             ... (1)

 2. जनसमुदाय मɅ अथवा जनसमुदाय स ेकोई आवास या Ĥवास नहȣं हुआ है अथा[त ्जनसÉंया 
पǐरवत[न के İोत केवल जÛम और म×ृयु हɇ।
अͧभधारणाओ ं1 और 2 के पǐरणामèवǾप, हम तक[  ɮवारा Ǔनण[य करते हɇ ͩक,  t  0 के ͧलए,
    P (t + 1) = P(t) + B(t) – D(t)

         = P(t) + bP(t) – dP(t)

         = (1 + b – d) P(t)   ...(2)

(2) मɅ t = 0 रखते हुए, ĤाÜत होता है,
    P(1) = (1 + b – d)P (0)    ... (3)

समीकरण (2) मɅ t = 1 रखते हुए, ĤाÜत होता है,
 P(2) = (1 + b – d) P (1)

 = (1 + b – d) (1 + b – d) P (0)  (समीकरण (3) Ĥयोग करके)

 = (1 + b – d)2 P(0)

इस Ĥकार हमɅ 
 P(t) = (1 + b – d)t P (0)  ĤाÜत होता है।  ... (4)

t = 0, 1, 2, ... के ͧलए, अचर 1 + b – d को अकसर संͯ¢Üत Ǿप मɅ r कहते हɇ और ͪवकास दर 
कहलाता है सामाÛय Ǿप मɅ Robert Malthus के सàमान मɅ, िजसने, इस Ǔनदश[ को सबसे 
पहले Ĥèतुत ͩकया, यह Malthusian िèथर राͧश कहलाती है। r के संबधं मɅ, समीकरण (4) से
    P(t) = P(0)r t, t = 0, 1, 2, ĤाÜत होता है।  ... (5) 

यहाँ P(t), एक चरघातांकȧ फलन का एक उदाहरण है। cr t Ǿप का कोई फलन, जहाँ c और r 
अचल हɇ, एक चरघाताकंȧ फलन होता है।
समीकरण (5), समèया का, गͨणतीय सूğण देता है।

चरण 2–हल
मान लȣिजए ͩक वत[मान जनसÉंया 250,000,000 है और जÛम दर एव ं म×ृयु Đमशः  
b = 0.02 और d = 0.01 है। दस वषɟ मɅ जनसंÉया ͩकतनी होगी? सूğ का Ĥयोग करके, हम 
P(10) कȧ गणना करते हɇ।
  P(10) = (1.01)10 (250,000,000)

  = (1.104622125) (250,000,000)

  = 276,155,531.25
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चरण 3 माÛयकरण और अथ[ Ǔनव[चन
èवाभाͪवक Ǿप से, यह पǐरणाम Ǔनरथ[क है Èयɉͩक एक åयिÈत का 0.25 नहȣं हो सकता।
इसͧलए, हम कुछ सिÛनकटन करत ेहɇ और इस Ǔनçक[ ष पर पहँुचत ेहɇ ͩ क जनसÉंया 276,155,531 
है (सिÛनकटतः) । यहाँ, गͨणतीय Ǔनदश[ मɅ हमारȣ मानी गई अͧभधारणाओं के कारण, हमɅ 
यथाथ[ उƣर नहȣं ͧमलता।

ऊपर वाले उदाहरण Ǒदखाते हɇ ͩक ͪवͧभÛन गͨणतीय तकनीकɉ का Ĥयोग करके, कई 
Ĥकार कȧ पǐरèथǓतयɉ मɅ, Ǔनदश[न कैसे ͩकया जाता है।

Èयɉͩक एक Ǔनदश[, ͩकसी वाèतͪवक समèया का, सरल ͩकया हुआ ǓनǾपण है, इसके 
ͪवशेष गुण के कारण, इसमɅ बनायी गई कई अͧभधारणाएँ और सिÛनकटन हɇ। èपçट Ǿप से, 
सबसे आवæयक Ĥæन, यह Ǔनण[य लेने का है ͩक Èया हमारा Ǔनदश[ अÍछा है या नहȣं, इसका 
ता×पय[ यह है ͩक जब ĤाÜत ͩकए गए पǐरणामɉ को भौǓतक Ǿप से अथ[ Ǔनवा[ͬचत ͩकया जाता 
है ͩक Èया Ǔनदश[, तक[  करने योÊय उƣर देता है या नहȣं। यǑद एक Ǔनदश[ पया[Üत यथाथ[ नहȣं 
है, हम कͧमयɉ के İोतɉ को पहचानने का Ĥयास करते हɇ। यह संयोगवश हो सकता है ͩक हमɅ 
एक नए सूğण, नई गͨणतीय द¢ता को लेने पड़।े इसͧलए एक नए मूãयांकन कȧ आवæयकता 
होती है। इस Ĥकार गͨणतीय Ǔनदश[न, Ǔनदश[न ĤͩĐया का एक चĐ हो सकता है, जैसाͩक 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥवाह-सͬचğ मɅ Ǒदखाया गया हैः

नहȣं< ǽͩकए











हाँ



आरंभ

अͧभधारणाएँ

 बधैता
अथ[ Ǔनव[चन

हल

सूğण

संतुçट हुआ



456 गͨणत

Ĥæनावलȣ 1.1

 1.    (i), (iv),  (v),  (vi),  (vii)  और  (viii) समुÍचय हɇ।
 2. (i)      (ii)      (iii)      (vi)      (v)      (vi) 
 3. (i) A  = {–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 } (ii) B = {1, 2, 3, 4, 5}

  (iii) C = {17, 26, 35, 44, 53, 62, 71, 80} (iv) D = {2, 3, 5}

  (v) E = {T,  R, I, G, O, N, M, E, Y} (vi) F = {B, E, T, R,}

 4. (i) { x : x = 3n, nऔर 1  n  4 } (ii) { x : x = 2n, nऔर  1  n  5 }

  (iii) { x : x = 5n, nऔर 1  n  4  } (iv) { x : x एक सम Ĥाकृत संÉया है}

  (v) { x : x = n2, nऔर 1  n  10 }

 5. (i) A = {1, 3, , 5, . . . } (ii) B = {0, 1, 2, 3, 4 }

  (iii) C  = { –2, –1, 0, 1, 2 } (iv) D = { L, O, Y, A }

  (v) E = { फरवरȣ, अĤैल, जून, ͧसतंबर, नवबंर}

  (vi) F = {b, c, d, f, g, h, j }

 6. (i) (c)  (ii)  (a)  (iii) (d)  (iv)  (b)

Ĥæनावलȣ 1.2

 1. (i), (iii),   (iv)

 2. (i) पǐरͧमत (ii) अपǐरͧमत (iii) पǐरͧमत (iv) अपǐरͧमत (v) पǐरͧमत
 3. (i) अपǐरͧमत (ii) पǐरͧमत (iii) अपǐरͧमत (iv) पǐरͧमत  (v) अपǐरͧमत
 4. (i) हा ँ (ii) नहȣं (iii) हा ँ (iv) नहȣं
 5. (i) नहȣं (ii) हा ँ         6.  B= D, E = G

Ĥæनावलȣ 1.3

 1. (i)  (ii)  (iii)  (iv)  (v)      (vi)   

   (vii) 
 2. (i) अस×य (ii) स×य (iii) अस×य (iv) स×य (v) अस×य     (vi) स×य
 3.    चँूͩक { 3,4 }A, (v) चूँͩक 1A, (vii) चँूͩक { 1,2,5} A (viii), चूँͩक 3   

    (ix) चूँͩक A (xi) चूँͩक A 

 4. (i)  { a },   (ii)  { a }, { b }, { a, b }  

  (iii) , { 1 }, { 2 }, { 3 }, { 1, 2 },  { 1, 3 }, { 2, 3 }, { 1, 2, 3 }     (iv) 
 5. 1

 6. (i) (– 4,  6] (ii)  (– 12, –10) (iii) [ 0, 7 )    

  (iv) [ 3, 4 ]

उƣरमाला
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 7. (i) { x : x  R, – 3 < x < 0 } (ii) { x : x  R, 6  x  12 } 

  (iii) { x : x  R, 6 < x  12 } (iv) { x  R : – 23  x < 5 } 

 9.   (iii)

Ĥæनावलȣ 1.4

 1. (i)   X  Y = {1, 2, 3, 5 } (ii) A  B = { a, b, c, e, i, o, u }

  (iii)   A  B = {x : x = 1, 2, 4, 5 या सÉंया 3 का गुणज }

  (iv) A  B = {x : 1 < x < 10, x  N} (v) A  B = {1, 2, 3 }

 2.   हा,ँ A  B = { a, b, c } 3. B

 4. (i) { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } (ii) {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 } (iii) {3, 4, 5, 6, 7, 8 }

  (iv) {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (v) {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 }

  (vi)  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (vii)  { 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 }

 5. (i) X  Y = { 1, 3 } (ii) A   B = { a } (iii) { 3 }  (iv) (v) 

 6. (i) { 7, 9, 11 } (ii) { 11, 13 } (iii)   (iv) { 11 }

  (v)  (vi) { 7, 9, 11 } (vii)   

  (viii) { 7, 9, 11 } (ix) {7, 9, 11 } (x) { 7, 9, 11, 15 }

 7. (i) B (ii) C (iii) D (iv)   

   (v) { 2 } (vi) { x : x एक ͪवषम अभाÏय सÉंया है }     8.  (iii)

 9. (i) {3, 6, 9, 15, 18, 21}   (ii)   {3, 9, 15, 18, 21 }  (iii) {3, 6, 9, 12, 18, 21}

  (iv) {4, 8, 16, 20 }  (v) { 2, 4, 8, 10, 14, 16 } (vi) { 5, 10, 20 }

  (vii) {20}                           (viii)  { 4, 8, 12, 16 }  (ix) { 2, 6, 10, 14}

  (x) { 5, 10, 15 } (xi)   {2, 4, 6, 8, 12, 14, 16} (xii) {5, 15, 20}

 10. (i) { a, c } (ii) {f, g }   (iii) { b , d  }

11.  अपǐरमेय सÉंयाओ ंका समुÍचय  

12.  (i) F     (ii) F    (iii) T   (iv) T

Ĥæनावलȣ 1.5

 1. (i) { 5, 6, 7, 8, 9} (ii) {1, 3, 5, 7, 9 } (iii) {7, 8, 9 }

  (iv) { 5, 7, 9 } (v) { 1, 2, 3, 4 } (vi) { 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9 }

 2. (i) { d, e, f, g, h} (ii) { a, b, c, h } (iii) { b, d , f, h }

  (iv)  { b, c, d, e }
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 3. (i) { x : x एक ͪवषम Ĥाकृत संÉया है} 

  (ii) { x : x  एक सम Ĥाकृत संÉया है }

  (iii) { x : x  N और x संÉया 3 का गुणज नहȣं है}

  (iv) { x : x एक धन भाÏय सÉंया है अथवा x = 1 } 

  (v) { x : x N और x एक धन पणूाɍक है जो 3 स ेभाÏय नहȣं है या जो 5 स ेभाÏय नहȣ ंहै}

  (vi) { x : x N और x एक पूण[ वग[ सÉंया नहȣं है}

  (vii) { x : x N और x एक पूण[ घन सÉंया नहȣं है}

  (viii) { x : x N और x = 3 } (ix) { x : x N और x = 2 }

   (x) { x : x N और x < 7 } (xi) { x : x N और x  > }

 6. A' सभी समबाहु ǒğभजुɉ का समुÍचय है।
 7. (i) U (ii) A   (iii)    (iv) 

Ĥæनावलȣ 1.6
 1. 2 2. 5 3. 50 4. 42 
 5. 30 6. 19 7. 25, 35 8. 60 

अÚयाय 1 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1.   A   B,  A  C,  B  C,  D  A,  D  B,  D  C

 2.   (i) अस×य (ii) अस×य (iii) स×य (iv) अस×य (v) अस×य    

  (vi) स×य
 7. अस×य 12. हम मान सकत ेहɇ ͩक, A = { 1, 2 }, B = { 1, 3 }, C = { 2 , 3 }

 13. 325 14. 125 15. (i)  52   (ii)   30 16. 11

Ĥæनावलȣ 2.1

 1. x = 2 और y = 1   2. A × B मɅ अवयवɉ कȧ सÉंया 9 है।
 3.  G  H = {(7, 5), (7, 4), (7, 2), (8, 5), (8, 4), (8, 2)}

  H  G = {(5, 7), (5, 8), (4, 7), (4, 8), (2, 7), (2, 8)}

 4. (i)   अस×य  

   P  Q = {(m, n) (m, m) (n, n), (n, m)}

  (ii) स×य  

  (iii)  स×य
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 5. A  A = {(– 1, – 1), (– 1, 1), (1, – 1), (1, 1)}

  A  A  A = {(–1, –1, –1), (–1, –1, 1), (–1, 1, –1), (–1, 1, 1), (1, –1, –1), (1, –1, 1), (1, 1, 

–1), (1, 1, 1)}

 6. A = {a, b}, B = {x, y} 

 8.  A  B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}

  A  B के 24 = 16 उपसमुÍचय हɇ  

 9.  A = {x, y, z} और B = {1,2}

 10. A = {–1, 0, 1}, 

  A  A के शेष अवयव (–1, –1), (–1, 1), (0, –1), (0, 0), (1, –1), (1, 0), ௗ(1, 1) हɇ।

Ĥæनावलȣ 2.2

 1. R = {(1, 3), (2, 6), (3, 9), (4, 12)}

  R  का Ĥांत = {1, 2, 3, 4}

  R का पǐरसर = {3, 6, 9, 12}

  R  का सह Ĥांत = {1, 2, ..., 14}

 2. R = {(1, 6), (2, 7), (3, 8)}

  R का Ĥांत = {1, 2, 3}  

  R का पǐरसर = {6, 7, 8}

 3.  R = {(1, 4), (1, 6), (2, 9), (3, 4), (3, 6), (5, 4), (5, 6)}

 4.  (i) R = {(x, y) : y = x – 2, x = 5, 6, 7 के ͧलए}

  (ii)  R = {(5,3), (6,4), (7,5)}. R का Ĥांत = {5, 6, 7}, R का पǐरसर = {3, 4, 5}

 5. (i) R = {(1, 1), (1,2), (1, 3), (1, 4), (1, 6), (2 4), (2, 6), (2, 2), (4, 4), (6, 6), 

   (3, 3), (3, 6)}

  (ii) R का Ĥांत = {1, 2, 3, 4, 6}

  (iii) R का पǐरसर  = {1, 2, 3, 4, 6}

 6. R का Ĥांत = {0, 1, 2, 3, 4, 5,} 7.   R = {(2, 8), (3, 27), (5, 125), (7, 343)}

  R का पǐरसर = {5, 6, 7, 8, 9, 10}

 8. A से B मɅ सबंधंɉ कȧ सÉंया = 26 9.   R का Ĥांत = Z

                          R का पǐरसर  = Z 

Ĥæनावलȣ 2.3

 1. (i)  हाँ, Ĥांत  = {2, 5, 8, 11, 14, 17}, पǐरसर  = {1}

  (ii) हाँ, Ĥांत = (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}, पǐरसर  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

  (iii)  नहȣं
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 2. (i) Ĥांत = R, पǐरसर =  (– , 0]

  (ii) फलन का Ĥांत  = {x : –3  x  3} 

  (iii) फलन का पǐरसर  = {x : 0  x  3} 

 3. (i) f (0) = –5 (ii)   f (7) = 9 (iii) f (–3) = –11  

 4. (i) t (0) = 32 (ii)   t (28) =  (iii)  t (–10) = 14     (iv)   100

 5. (i) पǐरसर = (– , 2)  (ii)  पǐरसर = [2, )  (iii)  पǐरसर = R 

अÚयाय 2 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 2. 2.1 3.  फलन का Ĥातं, संÉयाओं 6 और 2 को छोड़कर शेष वाèतͪवक सÉंयाओं 
का समुÍचय है। 
 4. Ĥांत  = [1, ), पǐरसर = [0, )

 5. Ĥांत = R,  पǐरसर = ऋणतेर वाèतͪवक सÉंयाएँ
 6. पǐरसर = [0, )

 7. (f + g) x = 3x – 2 8. a = 2, b = – 1 9. (i) नहȣं    (ii) नहȣं (iii) नहȣं 
  (f – g) x = – x + 4 

  

1 3
,

2 3 2

f x
x x

g x

  
    

 10. (i) हा,ँ (ii) नहȣं  11. नहȣं  12. f  का पǐरसर = {3, 5, 11, 13 }

Ĥæनावलȣ  3.1

 1. (i) 
5

36
     (ii) 

19

72
–    (iii)  

4

3
   (iv) 

26

9

 2. (i) 39 22 30 (ii) –229 5 27     (iii)  300      (iv) 210

 3. 12           4. 12 36  5. 
20

3
          6.   5 : 4       

 7. (i)     (ii)      (iii) 
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Ĥæनावलȣ 3.2

 1. 
3 2 1

sin cosec sec 2 tan 3 cot
2 3 3

x , x – , x , x , x      

 2. 
5 4 5 3 4

cosec cos sec tan cot
3 5 4 4 3

x , x – , x , x , x       

 3. 
4 5 3 5 4

sin cosec cos sec tan
5 4 5 3 3

x , x – , x , x , x       

 4. 
12 13 5 12 5

sin cosec cos tan cot
13 12 13 5 12

x , x – , x , x , x       

 5. 
5 13 12 13 12

sin cosec cos sec cot
13 5 13 12 5

x , x , x , x , x       

 6.   7.   2        8.           9.        10.  1

Ĥæनावलȣ 3.3

 5. (i)     (ii) 2 – 

Ĥæनावलȣ 3.4

 1. 
4

+
3 3 3

, , n , n  Z 2. 
5

2
3 3 3

, , n  , n  Z

 3. 
5 11 5

, , n + ,
6 6 6

 n  Z  4. 
7 11 7

(–1)
6 6 6

n, , n  , n  Z

 5. 
3

n
x  or x = n, n  Z 6. (2 1) or 2

4 3
x n , n   , n  Z

 7. 7
( 1) or (2 1)

6 2
nx n n    , n  Z
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 8. 
3

= or
2 2 8

n n
x ,  , n  Z 9.  = or

3 3

n
x , n  ,n  Z

अÚयाय 3 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 8.  

 9. 

 10. 

Ĥæनावलȣ  5.1

 1. 3+i0 2. 0+i0 3. 0+i1 4. 14 + 28 i 

 5. 2 – 7 i 6.  7.  8.  – 4+i0 

 9.  10.  11.  12.  

 13.   0+i1 14. 

Ĥæनावलȣ  5.2

 
2

2
3

,


 
5

2
6

,  3. 2 cos sin
4 4

– –
i

  
 

 

 4. 
3 3

2 cos sin
4 4

i
  
 

  5. 
3 3

2 cos sin
4 4

i
   

 
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 6. 3 (cosi sin  2 cos sin
6 6

i  
    cos sin

2 2
i

Ĥæनावलȣ  5.3

 1.  2.  3.  4. 

 5.  6.  7.  8.  

 9.   10. 

अÚयाय 5 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. 2 – 2 i 3.  

 5. (i) 3 3
2 cos sin

4 4
i

  
 

,  (ii) 
3 3

2 cos sin
4 4

i
  
 

 

 

  6.   7.    
 

 10.  12.  13. 1 3

42
,  14. x = 3, y = – 3 

 15. 2 17. 1 18. 0 20. 4

Ĥæनावलȣ 6.1

  1. (i) {1, 2, 3, 4}  (ii) {... – 3, – 2, –1, 0, 1,2,3,4,}

  2. (i) कोई हल नहȣं है। (ii) {... – 4, – 3}

  3. (i) {... – 2, – 1, 0, 1} (ii) (–, 2)

  4. (i) {–1, 0, 1, 2, 3, ...} (ii) (–2, )
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  5.  (–4, ) 6. (– , –3) 7. (–, –3] 8. (–, 4]  

 9. (– , 6) 10. (–, –6) 11. (–, 2] 12. (– , 120] 

 13. (4, ) 14.    (–, 2] 15. (4, ) 16. (–, 2]

 17. (– , 3)      18.  (– 1, )         

 19. (–1, )   20. ( ,     

 21.  35    22. 82   

 23. (5,7), (7,9)   24. (6,8), (8,10), (10,12)  

 25.  9 cm  26.  8 सेमी. से बड़ी या उसके बराबर ͩकंतु 22 समेी. से कम या उसके बराबर

Ĥæनावलȣ 6.2

1. 2.  

 

3. 4.    
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5. 6.    

7.  8.    

9.  10.    
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Ĥæनावलȣ 6.3

1.   2. 

3.        4.   

5.   6.



     उƣरमाला            467

7.  8.   

9.  10.   

11.   12. 
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13.    14.     

15.  

अÚयाय 6 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. [2, 3] 2. (0, 1] 3. 

 4. (– 23, 2] 5.  6. 

 7. (–5, 5)   

 8. (–1, 7)       
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 9. (5, )   

 10. [– 7, 11] 

11. 20°C तथा 25°C  के बीच 

12. 320  लȣटर से अͬधक परंतु 1280  लȣटर से कम।

13. 562.5 लȣटर से अͬधक ͩकंतु 900लȣटर से कम।

14. 9.6  MA 16.8

Ĥæनावलȣ 7.1

 1. (i) 125, (ii) 60.  2.  108 3. 5040 4. 336  

 5. 8  6.   20

Ĥæनावलȣ 7.2

 1. (i) 40320, (ii) 18 2. 30, No 3. 28 4. 64 

 5. (i) 30, (ii) 15120

Ĥæनावलȣ 7.3

 1. 504 2. 4536 3. 60 4. 120, 48 

 5. 56 6. 9 7. (i) 3,  (ii) 4 8. 40320 

 9. (i) 360,  (ii) 720,  (iii) 240 10. 33810 

 11. (i) 1814400, (ii) 2419200, (iii) 25401600

Ĥæनावलȣ 7.4

 1. 45 2. (i) 5, (ii) 6 3. 210 4. 40 

 5. 2000 6. 778320 7. 3960 8. 200 

 9. 35

अÚयाय 7 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1. 3600 2. 1440 3. (i) 504,  (ii) 588,  (iii) 1632 

 4. 907200 5. 120 6. 50400 7. 420 

 8. 4C
1
48C

4
 9. 2880 10. 22C

7
+22C

10
 11. 151200
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Ĥæनावलȣ 8.1

 1. 1–10x + 40x2 – 80x3 + 80x4 – 32x5 

 2. 

 3. 64 x6 –576 x5 + 2160 x4 – 4320 x3 + 4860 x2 – 2916 x + 729

 4. 

 5. 

 6. 884736 7. 11040808032 8. 104060401

 9. 9509900499 10. (1.1)10000  > 1000 11. 8(a3b + ab3); 

 12. 2(x6 + 15x4 + 15x2 + 1), 198 

Ĥæनावलȣ 8.2

 1. 1512 2.  – 101376 3. 

 4.  5. – 1760 x9y3 6. 18564

 7.  8. 61236 x5y5 10. n = 7; r = 3

 12. m = 4

अÚयाय 8 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. a = 3; b = 5; n = 6 2. a =  3.  171

 5. 396  6.  2a8 + 12a6 – 10a4 – 4a2 + 2 

 7. 0.9510 8. n  = 10 

 9. 

 10. 27x6 – 54ax5 + 117a2x4 – 116a3x3 + 117a4x2 – 54a5x + 27a6
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Ĥæनावलȣ 9.1

 1. 3, 8, 15, 24, 35 2.   3. 2, 4, 8, 16 and 32

 4.  5. 25, –125, 625, –3125, 15625 

 6.  7. 65, 93 8.  

 9. 729 10.  

 11. 3, 11, 35, 107, 323;      3 + 11 + 35 + 107 + 323 + ... 

 12. 

 13. 2, 2, 1, 0, –1;         2 + 2 + 1 + 0 + (–1) + ... 14. 

Ĥæनावलȣ  9.2

 1. 1002001 2. 98450 4. 5 or 20 6. 4  

 7.  8. 2q 9.  10. 0 

 13. 27 14. 11, 14, 17, 20 और 23  15. 1 

 16. 14 17. Rs 245 18. 9

Ĥæनावलȣ  9.3

 1.  2. 3072 4. – 2187

 5. (a) 13th ,   (b) 12th,   (c) 9th 6. ± 1 7. 

 8.  9.  10. 
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 11.    12. 

 13. 4 14.    15. 2059 अथवा 463

 16.  18.   

 19. 496 20. rR  21. 3, –6, 12, –24 26. 9 और 27 

 27.  30. 120, 480, 30 (2n)  31. Rs 500 (1.1)10 

 32. x2 –16x + 25 = 0

Ĥæनावलȣ 9.4

 1.  2. 

 3.  4.   5. 2840

 6. 3n (n + 1) (n + 3) 7. 

 8.    

 9.  10. 

अÚयाय 9 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 2. 5, 8, 11 4. 8729 5. 3050 6. 1210

 7. 4 8. 160; 6 9.  3 10. 8, 16, 32

 11. 4 12. 11  

 21. (i)  ,    (ii)  22. 1680
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 23.    25.  

 27. Rs 16680 28. Rs 39100 29. Rs 43690 30. Rs 17000; 20,000

 31. Rs 5120 32. 25 Ǒदन

Ĥæनावलȣ 10.1

 1.  वग[ इकाई 

 2. (0, a), (0, – a) और या (0, a), (0, – a), और 

 3. (i) (ii)  4.  5. 

 7.  8. x = 1 10. 135°

 11. 1 और 2, या  और 1, या  – 1 और –2, या  और – 1 14. , 104.5 करोड़

Ĥæनावलȣ 10.2

 1. y = 0 और x = 0  2.   x – 2y + 10 = 0  3. y = mx

 4.    5. 2x + y + 6 = 0

 6.    7. 5x + 3y + 2 = 0 

 8.   9.  3x – 4y + 8 = 0  10. 5x – y + 20 = 0

 11. (1 + n)x + 3(1 + n)y = n +11   12. x + y = 5 

 13. x + 2y – 6 = 0, 2x + y – 6 = 0 

 14.    15. 2x – 9y + 85 = 0

 16.  17. 1340 लȣटर 19. 2kx + hy = 3kh.
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Ĥæनावलȣ 10.3

 1. (i)  (ii)  (iii) y = 0x + 0, 0, 0

 2. (i)  (ii) 

  (iii)  y-अ¢ पर अÛतःखÖड =  और x-अ¢ पर कोई अÛतःखÖड नहȣं।

 3.  (i)  x cos 120° + y sin 120° = 4, 4, 120° (ii) x cos 90° + y sin  90° = 2, 2, 90°; 

     (iii) x cos 315° + y sin 315° = , , 315°          4.   5 इकाई

 5. (– 2, 0) और  (8, 0)  6. (i)  

 7. 3x – 4y + 18 = 0            8.   y + 7x  = 21          9.  30° और 150° 10. 

 12.  

 13. 2x + y = 5 14.  15. 

 17. y – x = 1, 

अÚयाय 10 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. (a) 3, (b) ± 2, (c) 6 या 1    2. 
7

1
6

,  

 3.    4.  

 5. 
 

2
2

sin

sin



  6.  7. 2x – 3y + 18 = 0

 8. k2 वग[ इकाई 9. 5 11. 3x – y = 7,   x + 3y = 9  
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 12. 13x + 13y = 6 14. 1 : 2 15.  

 16. रेखा x - अ¢ के समाÛतर है या y - अ¢ पर लàब है।

 17. x = 1,   y = 1. 18. (–1, – 4). 19. 

 21. 18x + 12y + 11 = 0 22.  24. 119x + 102y = 125

Ĥæनावलȣ 11.1 

 1. x2 + y2 – 4y = 0   2. x2  + y2 + 4x – 6y –3 = 0

 3. 36x2  + 36y2 – 36x – 18y + 11 = 0 4. x2 + y2 – 2x – 2y = 0

 5. x2 + y2  + 2ax + 2by + 2b2 = 0   6. c(–5, 3), r = 6 

 7. c(2, 4), r =  8. c(4, – 5), r =  9. c ( , 0) ; r  = 

 10. x2 + y2 – 6x – 8y + 15 = 0 11. x2 + y2 – 7x + 5y – 14 = 0 

 12. x2 + y2 + 4x – 21 = 0 &  x2 + y2 – 12x + 11 = 0

 13. x2 + y2 – ax – by  = 0  14.  x2 + y2 – 4x – 4y  = 5

15. वƣृ के भीतर; Èयɉͩक ǒबÛद ुकȧ वƣृ के केÛġ से दरूȣ वƣृ कȧ ǒğÏया स ेकम है।

Ĥæनावलȣ 11.2

 1. F (3, 0), अ¢ - x - अ¢, Ǔनयता x = – 3, नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई = 12

 2. F (0, ), अ¢ - y - अ¢, Ǔनयता y = –  , नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई  = 6

 3. F (–2, 0), अ¢ - x - अ¢, Ǔनयता x =  2, नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई = 8

 4. F (0, –4), अ¢ - y - अ¢, Ǔनयता y  =  4, नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई = 16

 5. F ( , 0) अ¢ - x - अ¢, Ǔनयता  x = – , नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई  = 10

 6. F (0, ) ,  अ¢ - y - अ¢, Ǔनयता  y =  , नाͧभलंब जीवा कȧ लंबाई  = 9
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 7. y2 = 24x 8. x2 = – 12y 9. y2 = 12x

 10. y2 = –8x 11. 2y2 = 9x 12. 2x2 = 25y

Ĥæनावलȣ 11.3

 1. F ( ,0); V ( 6, 0); दȣघ[ अ¢ = 12; लघ ुअ¢ = 8 , e  = ,  नाͧभलबं जीवा  = 

 2. F (0,  ); V (0,  5); दȣघ[ अ¢ = 10 लघु अ¢ = 4 , e  =  ;  नाͧभलबं जीवा  = 

 3. F ( , 0); V ( 4, 0); दȣघ[ अ¢ = 8; लघ ुअ¢ = 6 , e  =  ; नाͧभलबं जीवा  =  

 4. F (0,  ); V (0, 10); दȣघ[ अ¢ = 20; लघ ुअ¢ = 10 , e =  ; नाͧभलबं जीवा  = 5

 5. F ( ,0); V ( 7, 0); दȣघ[ अ¢ =14 ; लघ ुअ¢ = 12 , e  = ; नाͧभलबं जीवा = 

 6. F (0,  ); V (0, 20); दȣघ[ अ¢  =40 ; लघ ुअ¢ = 20 , e  =  ; नाͧभलबं जीवा = 10

 7. F (0,  ); V (0, 6); दȣघ[ अ¢ =12 ; लघ ुअ¢  = 4 , e  = ; नाͧभलबं जीवा  =

 8. ; V (0, 4); दȣघ[ अ¢  = 8 ; लघ ुअ¢  = 2 , e = ; नाͧभलबं जीवा  =

 9. F ( ,0); V ( 3, 0); दȣघ[ अ¢ = 6 ; लघ ुअ¢ = 4 , e = ; नाͧभलबं जीवा  =

 10.  11.  12. 
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 13.  14.  15. 

 16.  17.  18. 

 19.  20. x2 + 4y2 = 52 या 

Ĥæनावलȣ 11.4

 1. नाͧभ ( 5, 0), शीष[ ( 4, 0); e = ; नाͧभलंब जीवा   = 

 2. नाͧभ (0  6), शीष[ (0,  3);  e = 2; नाͧभलंब जीवा = 18

 3. नाͧभ (0,   ), शीष[ (0,  2); e = ; नाͧभलंब जीवा 

 4. नाͧभ ( 10, 0), शीष[  ( 6, 0); e = ; नाͧभलंब जीवा 

 5. नाͧभ (0, ), शीष[ (0, ); e = ; नाͧभलंब जीवा 

 6. नाͧभ (0,  ), शीष[  (0,  4); e = ;  नाͧभलंब जीवा  

 7.  8.  9. 

 10.  11.  12. 
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 13.  14.  15. 

अÚयाय 11 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. नाͧभ Ǒदए हुए åयास के मÚय ǒबÛद ुपर है।
 2. 2.23 m (लगभग) 3. 9.11 m (लगभग) 4. 1.56m (लगभग)

 5.  6. 18 वग[ इकाई 7. 

 8. 

Ĥæनावलȣ 12.1

 1. y तथा  z - Ǔनदȶशाकं शÛूय है।  2. y -  Ǔनदȶशाकं शूÛय है। 

 3. I, IV, VIII, V, VI, II, III, VII 

 4. (i)   XY - समतल (ii) (x, y, 0) (iii)  आठ ¢ेğ।  

Ĥæनावलȣ 12.2

 1. (i) 2 5 (ii) 43 (iii) 2 26 (iv) 2 5

 4. x – 2z = 0 5. 9x2 + 25y2 + 25z2 – 225 = 0 

Ĥæनावलȣ 12.3

 1.   2. 1 : 2   

 3. 2 : 3 5. (6, – 4, – 2), (8, – 10, 2)
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अÚयाय 12 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1. (1, – 2, 8) 2.  3. a = – 2,   b = ,  c = 2 

 4. (0, 2, 0) और (0, – 6, 0)

 5. (4, – 2, 6) 6. 
2

2 2 2 109
2 7 2

2

k –
x y z x y z     

Ĥæनावलȣ 13.1

 1. 6 2. 
22

7
  
 

 3.  4. 

 5.  6. 5 7.  8.  

 9. b 10. 2 11. 1 12. 

 13.  14.  15. 
1

 16. 
1

 

 17. 4 18.  19. 0 20. 1 

 21. 0 22. 2 23. 3, 6 

 24. x = 1 पर सीमा का अिèत×व नहȣं है। 
 25. x = 0 पर सीमा का अिèत×व नहȣं है।  26. x = 0 पर सीमा का अिèत×व नहȣं है। 
 27. 0 28. a = 0, b = 4 

 

 29.   f (x) = 0 और  f (x) = (a – a
1
) (a – a

2
) ... (a – a

x
)

 30. सभी a, a  0 के ͧलए  f (x) का अिèत×व है।     31. 2 

 32.  f (x) के अिèत×व हेतु m = n अǓनवाय[ Ǿप स ेहोना चाǑहए; m तथा n के ͩकसी भी 

पूणाɍक मान के ͧलए  f (x) का अिèत×व है।
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Ĥæनावलȣ 13.2

 1. 20 2. 99 3. 1

 4. (i) 3x2  (ii) 2x – 3 (iii)   (iv)  

 6. 

 7. (i)  (ii)  (iii) 

 

  (i)   2  (ii) 20x3 – 15x2 + 6x – 4 (iii)   (iv) 15x4 +   

  (v)   (vi)   10.  – sin x

 11. (i) cos2 x (ii) sec x tan x   

  (iii) 5sec x tan x – 4sin x (iv) – cosec x cot x    

  (v) – 3cosec2 x – 5 cosec x cot x (vi) 5cos x+ 6sin x    

  (vii) 2sec2 x – 7sec x tan x 

अÚयाय 13 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. (i)      – 1  (ii)    (iii) cos (x + 1)   (iv)     2.   1

 3.  4. 2c (ax+b) (cx + d) + a (cx + d)2

 5.  6.     7.   
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 8.  9.   10.   

 11.  12.  

 13.        1 1n m
ax b cx d mc ax b na cx d

           14.   cos (x+a)

 15. – cosec3 x – cosec x cot2 x    16.    

 17.  18.   19.   n  sin
n–1

x    cos x  
 

 20.  21.  

 22. 

 23.  

 24. 

 25. 

 26. 
 2

35 15 cos 28 cos 28 sin 15sin

3 7 cos

x x x x x x

x x

   


 

 27. 
 

2

cos 2 sin cos
4

sin

x x x x

x


   28.  

 29.        2sec 1 sec tan 1 sec tanx x x x x . x x    

 

 30. 
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Ĥæनावलȣ 14.1

 1. (i) यह वाÈय सदैव अस×य है, Èयɉͩक ͩकसी माह मɅ अͬधकतम 31 Ǒदन होते हɇ। 
अतएव यह एक कथन है।

  (ii) यह एक कथन नहȣं है, Èयɉͩक कुछ लोगɉ के ͧलए गͨणत सरल हो सकती है और 
कुछ अÛय लोगɉ के ͧलए यह कǑठन हो सकती है।

  (iii) यह वाÈय सदैव स×य है Èयɉͩक, योगफल 12 है और यह 10 से अͬधक है। अतः 
यह एक कथन है।

  (iv) यह वाÈय कभी स×य होता है और कभी स×य नहȣं होता है। उदाहरण के ͧलए 2 
का वग[ एक सम सÉंया है ओर 3 का वग[ एक ͪवषम संÉया है। इसͧलए यह एक 
कथन नहȣं है।

  (v) यह वाÈय कभी स×य होता है और कभी अस×य होता है। उदाहरणा[थ, वग[ और 
समचतुभु[ज भुजाए ँसमान लबंाई कȧ होती है जबͩक आयत और समलàब कȧ भुजाए ँ
असमान लंबाई कȧ होती है। इसͧलए, यह कथन नहȣं है।  

  (vi) यह एक आदेश हे और इसͧलए यह एक कथन नहȣं है।
  (vii) यह वाÈय अस×य है, Èयɉͩक गुणनफल (–8) है। अतः यह एक कथन है।
  (viii) यह वाÈय सदैव स×य होता है ओर इसͧलए यह एक कथन है।
  (ix) Ĥèतुत संदभ[ स ेयह èपçट नहȣं है ͩक ͩकस Ǒदन का उãलेख ͩकया गया है और 

इसͧलए यह एक कथन नहȣं है। 
  (x) यह एक स×य कथन है, Èयɉͩक सभी वाèतͪवक सÉंयाओं को  a + i × 0 के Ǿप मɅ 

ͧलखा जा सकता है।
 2. तीन उदाहरण इस Ĥकार हो सकत ेहɇः
  (i) इस कमरे मɅ उपिèथत Ĥ×येक åयिÈत Ǔनडर है। यह एक कथन नहȣं है, Èयɉͩक 

संद[भ से èपçट नहȣं हे ͩक यहा ँपर ͩकस कमरे के बारे मɅ कहा जा रहा है और 
Ǔनडर शÞद भी èपçट Ǿप से पǐरभाͪषत नहȣं है।

  (ii) वह अͧभयािÛğकȧ कȧ छाğा है। यह भी एक कथन नहȣं है Èयɉͩक यह èपçट 
नहȣं है ͩक ‘वह’ कौन है।

  (iii) “cos2 का मान सदैव 1/2”. से अͬधक होता हे। जब तक हमɅ यह £ात न हो ͩक 
 Èया है हम यह नहȣं कह सकते ͩक वाÈय स×य है या नहȣं।

Ĥæनावलȣ 14.2

 1. (i) चÛैनई ताͧमलनाडू कȧ राजधानी नहȣं है।
  (ii) एक सिàमĮ सÉंया है।
  (iii) सभी ǒğभुज समबाहु ǒğभजु हɇ।
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  (iv) संÉया 2 सÉंया 7 से बड़ी नहȣं है।
  (v) Ĥ×येक Ĥाकृत संÉया एक पूणाɍक नहȣं है।
 2. (i) कथन "सÉंया x एक पǐरमेय सÉंया है।" पहले कथन का Ǔनषेधन है जो दसूरे 

कथन के समतुãय है। यह इस कारण से ͩक जब कोई सÉंया अपǐरमेय नहȣं है 
तो वह पǐरमेय है। अतः Ǒदए हुए कथन एक दसूरे के Ǔनषेधन हɇ।

  (ii) कथन "x एक अपǐरमेय सÉंया है।" पहले कथन का Ǔनषेधन है, जो दसूरे कथन 
के समान हे। इसͧलए दोनɉ कथन एक दसूरे के Ǔनषेधन है।

 3. (i) सÉंया 3 अभाÏय है; संÉया 3 ͪवषम है (स×य)।
  (ii) सभी पूणाɍक धन है; सभी पणूाɍक ऋण है (अस×य)
  (iii) सÉंया 100 संÉया 3 से भाÏय है, संÉया 100 संÉया 11 से भाÏय है तथा 

संÉया 100 सÉंया 5 से भाÏय है (अस×य)।

Ĥæनावलȣ 14.3

 1. (i) ‘और’। घटक कथन ः

   सभी पǐरमेय सÉंयाएँं वाèतͪवक सÉंयाएँँ होती है।

   सभी वाèतͪवक सÉंयाएँं सिàमĮ सÉंयाएँं नहȣं होती है।

  (ii) ‘या’। घटक कथन ः

   ͩकसी पूणाɍक का वग[ धन होता है।

   ͩकसी पूणाɍक का वग[ ऋण होता है।

  (iii) ‘और’। घटक कथन ः

   रेत धूप मɅ शीē गरम हो जाती है।

   रेत राǒğ मɅ शीē ठंडी नहȣं होती है।

  (iv) ‘और’। घटक कथन ः

   x = 2 समीकरण 3x2 – x – 10 = 0 का मलू है।

   x = 3 समीकरण 3x2 – x – 10 = 0 का मलू है।

 2. (i) “एक एेसे का अिèत×व है”। Ǔनषेधन 

   एक एेसी सÉंया का अिèत×व नहȣं है जो अपने वग[ के बराबर है।

  (ii) “Ĥ×येक के ͧलए”। Ǔनषेधन 

   एक एेसी वाèतͪवक सÉंया x का अिèत×व है ताͩक x, x + 1 से कम नहȣं है। 
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  (iii) “एक एेसे का अिèत×व है”। Ǔनषेधन 

   भारत मɅ एक एेसे राÏय का अिèत×व है िजसकȧ राजधानी नहȣं है।
 3.  Ǔनषेधन नहȣं है। (i) मɅ Ǒदए हुए कथन का Ǔनषेधनः x और y वाèतͪवक सÉंयाओं के 

अिèत×व इस Ĥकार है, ͩक x + y  y + x”, जो (ii) मɅ Ǒदए कथन से ͧभÛन है। 
 4. (i) अपविज[त
  (ii) अÛतͪव[çट
  (iii) अपविज[त

Ĥæनावलȣ 14.4

 1. (i) एक Ĥाकृत संÉया ͪवषम है का ता×पय[ है ͩक उसका वग[ भी ͪवषम है।
  (ii) कोई Ĥाकृत सÉंया ͪवषम है केवल यǑद उसका वग[ ͪवषम है।
  (iii) ͩकसी Ĥाकृत संÉया के ͪवषम होने के ͧलए यह अǓनवाय[ है ͩक उसका वग[ ͪवषम 

है।
  (iv) ͩकसी Ĥाकृत संÉया के वग[ के ͪवषम होन ेके ͧलए यह पया[Üत है ͩक सÉंया ͪवषम 

है।
  (v) यǑद ͩकसी Ĥाकृत सÉंया का वग[ ͪवषम नहȣं है, तो वह Ĥाकृत सÉंया ͪवषम

नहȣं है। 
 2.    (i) ĤǓतधना×मकः
   यǑद एक सÉंया x ͪवषम नहȣं है, तो x एक अभाÏय सÉंया नहȣं है।
   ͪवलोमः
   यǑद एक सÉंया  x ͪवषम है, तो x एक अभाÏय सÉंया है।
  (ii) ĤǓतधना×मकः 
   यǑद दो रेखाएँ एक दसूरे को एक तल मɅ काटती है; तो रेखाएँ समाÛतर नहȣं हɇ।
   ͪवलोमः
   यǑद दो रेखाए ँएक दसूरे को एक समतल मɅ नहȣ ंकाटती है; तो रेखाए ँसमाÛतर हɇ।
  (iii) ĤǓतधना×मकः 
   यǑद कोई वèतु कम तापĐम पर नहȣं है, तो वह वèतु ठंडी नहȣं है। 
   ͪवलोमः
   यǑद कोई वèतु कम तापĐम पर है, तो वह वèतु ठंडी है। 
  (iv) ĤǓतधना×मकः 
   यǑद आपको £ात है ͩक Ǔनगमना×मक ͪववेचन ͩकस Ĥकार ͩकया जाता है, तो 

आप ÏयाͧमǓत ͪवषय को आ×मसात ्कर सकते है।
   ͪवलोमः
   यǑद आपको £ात नहȣं है ͩक Ǔनगमना×मक ͪववेचन ͩकस Ĥकार ͩकया जाता है, 

तो आप ÏयाͧमǓत ͪवषय को आ×मसात ्नहȣं कर सकते हɇ।
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  (v) इस कथन को इस Ĥकार ͧलख सकते हɇः “यǑद x एकसम संÉया हे, तो x संÉया 4 
से भाÏय है।”.

   ĤǓतधना×मक, यǑद x संÉया 4, से भाÏय नहȣं है, तो x एक सम सÉंया नहȣं है।
   ͪवलोमः यǑद x संÉया 4 से भाÏय है, तो x एक सम संÉया है।
 3. (i) यǑद आपको  नौकरȣ ͧमल गई है, तो आपकȧ ͪवæवसनीयता अÍछȤ है
  (ii) यǑद केले का पेड़ एक माह तक गरम बना रहता है तो केले के पड़े मɅ फूल लगेगɅ।
  (iii) यǑद ͩकसी चतुभु[ज के ͪवकण[ एक दसूरे को समɮͪवभािजत करत ेहɇ, तो वह एक 

समाÛतर चतुभु[ज है। 
  (iv)  यǑद आप क¢ा मɅ A+ Ēेड पाते है, तो आप पुèतक के सभी Ĥæन सरल कर लेते 

हɇ। 
 4.   a (i) ĤǓतधना×मक
  (ii) ͪवलोम 

      b (i) ĤǓतधना×मक
  (ii) ͪवलोम 

Ĥæनावलȣ 14.5

 5. (i) अस×य। पǐरभाषा स ेजीवा वƣृ को दो ͧभÛन ͧभÛन ǒबÛदओुं पर काटती है। 
  (ii) अस×य। इसे एक Ĥ×युदाहरण ɮवारा ͧसɮध ͩकया जा सकता है। एक एेसी जीवा 

जो åयास नहȣं है एक Ĥ×युदाहरण है।  

  (iii) स×य। यǑद दȣघ[वƣृ के समीकरण मɅ a = b, रखा जाए तो वह वƣृ का समीकरण हो 
जाता है (Ĥ×य¢ ͪवͬध)।

  (iv) स×य। असͧमका के Ǔनयम ɮवारा। 
  (v) अस×य। Èयɉͩक 11 एक अभाÏय सÉंया है, इसͧलए  अपǐरमेय है। 

अÚयाय 14 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. (i) एक एेसी धना×मक वाèतͪवक सÉंया x का अिèत×व है ͩक x–1 धना×मक नहȣं है।
  (ii) एक एेसी ǒबãलȣ का अिèत×व है जो खरोचती नहȣं है।
  (iii) एक एेसी वाèतͪवक सÉंया x का अिèत×व है ͩक न तो x > 1 और न x < 1.

  (iv) ͩकसी एेसी वाèतͪवक सÉंया x का अिèत×व नहȣं है ͩक 0 < x < 1.

 2. (i) कथन इस  Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है “यǑद एक धन पूणाɍक अभाÏय है, तो 
1 तथा èवयं के अǓतǐरÈत इसका कोई अÛय भाÏय नहȣं है।"

   ĤǓतधना×मक
   यǑद एक धन पूणाɍक के 1 तथा èवयं के अǓतǐरÈत अÛय भाजक भी हɇ, तो वह 

पूणाɍक अभाÏय सÉंया नहȣं है। 
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  (ii) Ĥदƣ कथन इस Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है ः यǑद Ǒदन मɅ धूप है तो मɇ समुġ 
तट पर जाता हँू।  

   ͪवलोमः 
   यǑद मɇ समुġ तट पर नहȣं जाता हूॅ, तो Ǒदन मɅ धूप है।
   ĤǓतधना×मक 

   यǑद मɇ समुġ तट पर नहȣं जाता हूॅ, तो Ǒदन मɅ धूप नहȣं है। 
  (iii) ͪवलोमः
   यǑद आपको Üयास लगी है, तो बाहर गरम है।
   ĤǓतधना×मक 

   यǑद आपको Üयास नहȣं लगती है, तो बाहर गरमी नहȣं है। 
 3. (i) यǑद सव[र पर लाग आन है, तो पासवड[ £ात है। 
  (ii) यǑद वषा[ होती है, तो यातायात मɅ अवरोध उ×पÛन होता है। 
  (iii) यǑद आप Ǔनधा[ǐरत शुãक का भुगतान करते हɇ, तो आप वेबसाइट मɅ Ĥवशे कर 

सकते हɇ।
 4. (i) आप टेलȣͪवजन देखते हɇ यǑद और केवल यǑद आपका मन मुÈत है। 
  (ii) आप A-Ēेड पाते हɇ यǑद और केवल यǑद आप समèत गहृकाय[ Ǔनयͧमत Ǿप से 

करत ेहɇ। 
  (iii) एक चतुभु[ज समान कोͨणक है यǑद और केवल यǑद वह एक आयत है।
 5. "और" से ĤयुÈत ͧमĮ कथनः 25 संÉया 5 और 8 का गुणज है। 
  यह अस×य है। 
  “या”  से ĤयुÈत ͧमĮ कथन ः 25 संÉया 5 या 8 का गुणज है।
  यह स×य है। 
 7. Ĥæनावलȣ 14.4 का Ĥæन सÉंया 1 देͨखए

Ĥæनावलȣ 15.1

 1. 3 2. 8.4 3. 2.33 4. 7 

 

 5. 6.32 6. 16 7. 3.23 8. 5.1 

 9. 157.92 10. 11.28 11. 10.34 12. 7.35
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Ĥæनावलȣ 15.2

 1. 9, 9.25 2.  3. 16.5, 74.25 4. 19, 43.4

 5. 100, 29.09 6. 64, 1.69 7. 107, 2276 8. 27, 132 

 9. 93, 108.52, 10.27      10. 5.55, 43.5

Ĥæनावलȣ 15.3

 1. B 2. Y 3. (i) B,   (ii) B 

 4. A 5. भार

 अÚयाय 15 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1. 4, 8 2. 6, 8 3. 24, 12 

 5. (i) 10.1,  1.99    (ii) 10.2,  1.98

 6. अͬधकतम रसायन शाèğ तथा Ûयूनतम गͨणत 7. 20, 3.036

Ĥæनावलȣ 16.1

 1.  {HHH, HHT, HTH, THH, TTH, HTT, THT, TTT}

 2. {(x, y) : x, y = 1,2,3,4,5,6} 

  या {(1,1), (1,2), (1,3), ..., (1,6), (2,1), (2,2), ..., (2,6), ..., (6, 1), (6, 2), ..., (6,6)}

 3. {HHHH, HHHT, HHTH, HTHH, THHH, HHTT, HTHT, HTTH, THHT, THTH,   

TTHH, HTTT, THTT, TTHT, TTTH, TTTT}

 4. {H1, H2, H3, H4, H5, H6, T1, T2, T3, T4, T5, T6}

 5. {H1, H2, H3, H4, H5, H6, T}

 6. {XB
1
, XB

2
, XG

1
, XG

2
, YB

3
, YG

3
, YG

4
, YG

5
}

 7. {R1, R2, R3, R4, R5, R6, W1, W2, W3, W4, W5, W6, B1, B2, B3, B4, B5, B6}

 8. (i) {BB, BG, GB, GG}   (ii) {0, 1, 2}

 9. {RW, WR, WW}

 10. [HH, HT, T1, T2, T3, T4, T5, T6}

 11. {DDD, DDN, DND, NDD, DNN, NDN, NND, NNN}

 12. {T, H1, H3, H5, H21, H22, H23, H24, H25, H26, H41, H42, H43, H44, H45, H46, H61, 

H62, H63, H64, H65, H66}
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13. {(1,2), (1,3), (1,4),  (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}

14. {1HH, 1HT, 1TH, 1TT, 2H, 2T, 3HH, 3HT, 3TH, 3TT, 4H, 4T, 5HH, 5HT, 5TH, 5TT, 6H, 

6T}

15. {TR
1
, TR

2
, TB

1
, TB

2
, TB

3
, H1, H2, H3, H4, H5, H6}

16. {6, (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (1,1,6), (1,2,6), ..., (1,5,6), (2,1,6). (2,2,6), ..., (2,5,6), ..., 

(5,1,6), (5,2,6), ... }

Ĥæनावलȣ 16.2

 1. No.

 2. (i) {1, 2, 3, 4, 5, 6}         (ii)      (iii)  {3, 6}        (iv)  {1, 2, 3}     (v)  {6}    

  (vi) {3, 4, 5, 6}, AB = {1, 2, 3, 4, 5, 6},   AB = , BC = {3, 6}, EF = {6}, DE 

=  
  A – C = {1, 2,4,5}, D – E = {1,2,3}, E  = ,  = {1, 2}

 3. A = {(3,6), (4,5), (5, 4), (6,3), (4,6), (5,5), (6,4), (5,6), (6,5), (6,6)}

  B = {(1,2), (2,2), (3, 2), (4,2), (5,2), (6,2), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)}

  C ={(3,6), (6,3), (5, 4), (4,5), (6,6)}

  A और B, B और C परèपर अपवजȸ हɇ
 4. (i) A और B; A और C; B और C; C और D  (ii) A और C   (iii) B और D 

 5. (i)  “Ûयूनतम दो पɪ ĤाÜत होना”, और  “Ûयूनतम दो ͬचत ्ĤाÜत होना”  

  (ii)  “कोई पɪ ĤाÜत न होना”, “तØयतः एक पɪ ĤाÜत होना” और “Ûयूनतम दो पɪ 
ĤाÜत होना”

  (iii) “अͬधकतम दो ͬचƣ ĤाÜत होना”, और “तØयतः दो ͬचƣ ĤाÜत होना” 

  (iv) “तØयतः एक पɪ ĤाÜत होना” और “तØयतः दो पɪ ĤाÜत होना”
  (v) “तØयतः एक ͬचƣ ĤाÜत होना” और “तØयतः दो ͬचƣ ĤाÜत होना”और “तØयतः 

तीन ͬचƣ ĤाÜत होना”
 ǑटÜपणी   उपरोÈत Ĥæन के उƣर मɅ अÛय घटनाएँ भी हो सकती हɇ

 6. A = {(2, 1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),   (6,1), 

(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}

  B = {(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (5,1), 

(5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)}

  C = {(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (4,1)}

  (i) A =  {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), 

(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)} = B

  (ii) B = {(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} = A
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  (iii) AB = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), 

(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,5), (2,6), (4,1), 

(4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} = S

  (iv) A B =  

  (v) A – C = {(2,4), (2,5), (2,6), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), 

(6,5), (6,6)}

  (vi) B C = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3), 

(3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)}

  (vii) B C = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (3,1), (3,2)}

  (viii) A BC = {(2,4), (2,5), (2,6), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (6,1), (6,2), (6,3), 

(6,4), (6,5), (6,6)}

 7. (i) स×य,   (ii) स×य,   (iii) स×य,   (iv)  अस×य,  (v) अस×य, (vi) अस×य

Ĥæनावलȣ 16.3

 1. (a) हा ँ    (b) हाँ (c) नहȣं (d) नहȣं (e) नहȣ ं 2.  

 3. (i)  (ii)  (iii)  (iv) 0  (v)  4. (a) 52  (b)  (c) 

 5.  6.               

 7.  4.00 ǽ लाभ,   1.50 ǽ लाभ,   1.00 ǽ हाǓन,    3.50 ǽ हाǓन,    6.00 ǽ हाǓन

  P (4.00 ǽ जीतना) , P(1.50 ǽ जीतना) , P (1.00 ǽ हारना) 

  P (3.50 ǽ हारना) , P (6.00 ǽ हाǓन) .

 8. (i) ,  (ii) , (iii) , (iv) ,  (v) , (vi) , (vii) , (viii) , (ix) 

 9.      10.  11. 
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 12. (i) नहȣं, Èयɉͩक P(AB), P(A) और P(B), से छोटा या उसके बराबर होना चाǑहए (ii) हाँ

 13.    14.  

 15.  16. No 17. (i) 0.58, (ii) 0.52,  (iii) 0.74,

 18. 0.6   19. 0.55 20. 0.65 

 21. 

अÚयाय 16 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. (i)    (ii)  2. 

 3.  4.        

 5.  6. 

 7. (i) 0.88    (ii) 0.12    (iii) 0.19    (iv) 0.34 8. 

 9.   10. 

——
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अÚयाय 3

3.6. साइन (sine) और कोसाइन (cosine) सğूɉ कȧ उपपͪƣया ँतथा उनके कुछ सरल अनĤुयोग

मान लȣिजए ͩक ABC एक ǒğभजु है। कोण A से हमारा ता×पय[ है ͩक भजुाओ ंAB और AC से 
बना कोण, जो 0° और 180° के बीच मɅ िèथत है। कोणɉ 
B और C को भी इस Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। 
शीषɟ C, A और B कȧ सàमखु भजुाओ ंको Đमशः c, a 
और b स ेåयÈत ͩकया जाएगा (देͨखए आकृǓत 3.15)।
Ĥमेय  1 (साइन सğू) ͩ कसी भी ǒğभजु मɅ, भुजाए ँसàमखु 

कोणɉ के साइनɉ (sines) के समानपुाती होती 
हɇ। अथा[त ्एक ǒğभजु ABC मɅ,

उपपͪƣ मान लȣिजए ͩक आकृǓत  3.16 (i) और (ii) मɅ 
दशा[ए दोनɉ ǒğभजुɉ मɅ स ेĤ×येक ABC है।
    

आकृǓत 3.15

पूरक पाɫय सामĒी

 (i) (ii)
आकृǓत 3.16

शीष[ B से शीष[लबं h खीचंा गया है, जो भुजा AC के ǒबदं ुD पर ͧमलता है [(i) मɅ AC को शीष[लबं 
स ेͧ मलन ेके ͧलए बढ़ाया गया है]। आकृǓत 3.16(i) मɅ समकोण ǒğभजु ABC से, हमɅ ĤाÜत होता है–
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 sinA =  अथा[त ्h = c sin A (1)

तथा sin (180° – C) =  (2)

(1) और (2) से, हमɅ ĤाÜत होता है–

 c sin A = a sin C,  अथा[त ्  (3)

इसी Ĥकार, हम ͧसɮध कर सकत ेहɇ ͩक

  =  (4)

(3) और (4) से, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

  =  
 
आकृǓत 3.16 (ii) के ǒğभजु ABC के ͧलए, समीकरण (3) और (4) इसी Ĥकार ĤाÜत होत ेहɇ।

Ĥमेय 2  (कोसाइन सğू) मान लȣिजए ͩक A, B और C ͩ कसी ǒğभजु ABC के कोण हɇ तथा a, b और 
c Đमशः कोणɉ A, B और C कȧ सàमखु भजुाओ ंकȧ लबंाइया ँहɇ। तब,

    
उपपͪƣ  मान लȣिजए ͩक ABC आकृǓत 3.17 (i) और (ii) मɅ Ǒदए अनसुार एक ǒğभजु है।

  
 (i) (ii)

आकृǓत 3.17
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आकृǓत 3.17 (ii) के सदंभ[ मɅ, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

 

  

  

या a2 = b2 + c2 – 2bc cosA 

इसी Ĥकार, हम ĤाÜत कर सकत ेहɇ ͩक

 b2 = 

और  c2 =   

इसी Ĥकार कȧ समीकरण, हम आकृǓत 3.17 (i) के ͧलए भी ĤाÜत कर सकत ेहै, जहा ँC एक अͬधक 
कोण है। जब कोणɉ को £ात करना हो, तो कोसाइन सğूɉ के सुͪ वधाजनक सğू नीच ेǑदए जा रहे हɇ–

 cos A =  

 cos B = 

 cos C = 

उदाहरण 25  ǒğभजु ABC मɅ, ͧसɮध कȧिजए ͩक

     

हल साइन सğू स,े हमɅ ĤाÜत होता है–

  =   (मान लȣिजए)

अतः,  =  
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  = 

  = 

  = 
(B – C)

cot tan
2 2 2

A      
   

  = 

अतः  = 

इसी Ĥकार, हम अÛय पǐरणामɉ को ͧसɮध कर सकते हɇ। इन पǐरणामɉ को नेͪपयर कȧ अनपुात  
(Napier’s Analogies) के Ǿप मɅ जाना जाता है।

उदाहरण 26 ͩकसी ǒğभजु ABC मɅ, ͧसɮध कȧिजए ͩक
  a sin (B – C) + b sin  (C – A) + c sin (A – B) = 0 होता है।
हल आप जानत ेहɇ ͩक
  a sin (B – C) = a [sinB cosC – cosB sinC]  (1)

अब,    (मान लȣिजए)  
 

अतः, sin A = ak, sin B = bk, sin C = ck
(1) मɅ, sinB और sinC के मान रखकर कोसाइन सğू के Ĥयोग ɮवारा, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

  = 

2 2 2 2 2 2

2 2

a b c c a b
a bk ck

ab ac

       
    

    
 

  = 

  = 

इसी Ĥकार,  b sin (C – A) = k (c2 – a2)
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और csin (A – B) = k (a2 – b2)
अतः  L.H.S = k (b2 – c2 + c2 – a2 + a2 – b2)
  = 0 = R.H.S.
उदाहरण 27 उँचाई h वालȣ ͩकसी उÚवा[धर मीनार PQ के शीष[ ǒबदं ुP का एक ǒबदं ुA स ेउÛनयन 

कोण 45° है तथा ǒबदं ु B से उÛनयन कोण 60° है, जहा ँB ǒबदं ुA स ेदरूȣ d पर 
िèथत है, िजसे रेखा AB के अनǑुदश मापा गया है, जो AQ के साथ 30° का कोण 
बनाती है। ͧसɮध कȧिजए ͩक    है।

हल आकृǓत 3.18 से, हमɅ ĤाÜत है–
 PAQ = 45°, BAQ = 30°,  PBH = 60°

èपçटतः   ĤाÜत होता है। 

पनुः,     

ǒğभजु APQ से, हमɅ ĤाÜत होता है–
 AP2 = h2 + h2 = 2h2 (Èयɉ ?)

या AP = 

ABP मɅ, साइन सğू का Ĥयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 

अथा[त,् d = 

  =  (Èयɉ ?)

आकृǓत  3.18
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उदाहरण 28 एक लेàप-पोèट ͩ कसी ǒğभजुाकार भखूडं ABC कȧ भजुा AC के मÚय-ǒबदं ुM पर 
िèथत है, िजसमɅ BC = 7m, CA = 8m और AB = 9 m है। यह लàेप पोèट ǒबदं ु
B पर 15° का कोण अतंǐरत करता है। लàैप पोèट कȧ उँचाई Ǔनधा[ǐरत कȧिजए।

हल  आकृǓत 3.19 से, मह ĤाÜत करत ेहɇ–
 AB = 9 = c, BC = 7 = a और AC = 8 = b.

M भजुा AC का मÚय-ǒबदं ुहै, िजस पर उँचाई h (मान लȣिजए) का लेàप पोèट िèथत है। पनुः 
यह भी Ǒदया गया है ͩक लेàप पोèट ǒबदं ुB पर कोण   (मान लȣिजए) अतंǐरत करता है, जो 15° 
के बराबर है।
ABC मɅ, कोसाइन सğू का Ĥयोग करने पर, हम ĤाÜत करत ेहɇ;

 cosC =  (1)

इसी Ĥकार, BMC मɅ कोसाइन सğू का Ĥयोग करने पर, हम ĤाÜत करत ेहɇ–
 BM2 = BC2 + CM2 – 2 BC × CM cos C.

यहाँ,   , Èयɉͩक M भजुा AC का मÚय-ǒबदं ुहै।

इसͧलए, (1) का Ĥयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–

 BM2 = 49 + 16 – 2 × 7 × 4 × 
  = 49
या  BM = 7
अतः, BMP िजसका ǒबदं ुM पर कोण समकोण है, स,े हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 

या   = =   (Èयɉ ?)

या h = .  

आकृǓत 3.19
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Ĥæनावलȣ 3.5
ͩकसी ǒğभजु ABC मɅ, यǑद a = 18, b = 24, और c = 30 है। तो ĤाÜत कȧिजए–

 1. cosA, cosB, cosC (उƣर  , , 0) 

 2. sinA, sinB, sinC  (उƣर  , , 1)

ͩकसी ǒğभजु ABC के ͧलए, ͧसɮध कȧिजए ͩक–

 3. 

A B
cos

2
C

sin
2

a b

c

 
       4. 

A B
sin

2
C

cos
2

a b

c

 
     

 5.   6.  a (b cos C – c cos B) = b2 – c2

 7. a (cos C – cos B) = 2 (b – c) cos2   8.   

 9.   

 10. 

 11. 
2 2 2cos A cosB cosC

2

a b c

a b c abc

 
      

 12. (b2 – c2) cotA + (c2 – a2) cotB + (a2 – b2) cotC = 0  

 13. 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
sin 2A sin 2B sin 2C 0

b c c a a b

a b c

  
    

14. एक पहाड़ी ¢Ǔैतज से 15° कोण बनाती है। इस पहाड़ी पर एक पड़े उÚवा[धर खड़ा हुआ है। 
पहाड़ी कȧ ढाल के अनǑुदश 35 m कȧ दरूȣ भूͧम पर िèथत ͩकसी ǒबदं ुसे, पेड़ के ͧशखर 
का उÛनयन कोण 60° है। पेड़ कȧ उँचाई £ात कȧिजए। (उƣर )

15.  दो जहाज एक हȣ समय पर, ͩकसी बंदरगाह स ेचलत ेहɇ। एक 24 km ĤǓत घटंा कȧ चाल 
स े N45°E Ǒदशा मɅ चलता है तथा दसूरा 32 km ĤǓत घटंा कȧ चाल स ेS75°E कȧ Ǒदशा मɅ 
चलता है। 3 घटें के पæचात ्दोनɉ जहाजɉ कȧ दरूȣ £ात कȧिजए। 

(उƣर 86.4 km (लगभग))
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16. दो पड़े A और B एक नदȣ के एक हȣ ओर खड़ ेहɇ। नदȣ के अदंर ͩकसी ǒबदं ुC स ेपड़ेɉ A 
और B कȧ दǐूरया ँĐमशः 250 m और 300 m हɇ। यǑद कोण C, 45° के बराबर है, तो पड़ेो के 
बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए। (  = 1.44 का Ĥयोग कȧिजए) (उƣर 215.5 m)

अÚयाय 5

5.7. एक सिàमĮ सÉंया का वग[मलू
हम पाɫयपुèतक के पçृठɉ 108-109 पर सिàमĮ मलूɉ से सबंɮध ɮͪवघात समीकरणɉ के हल 
करन ेकȧ चचा[ कर चकेु हɇ। यहा ँहम मानक Ǿप मɅ åयÈत ͩकसी सिàमĮ सÉंया के वग[मलू £ात 
करन ेकȧ ͪवͧशçट ͪवͬध को èपçट करɅगे। हम एक उदाहरण ɮवारा इस ेèपçट करɅगे।
उदाहरण 12  –7 –24i के वग[मलू £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए ͩक    7 24x iy i     है।

 तब,   
2

7 24x iy i   
  

 या 
2 2 2 7 24x y xyi i        

 वाèतͪवक और काãपǓनक भागɉ को बराबर करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–
  x2 – y2 = –7 (1)
  2xy = –24

 सव[सͧमका  स,े

   (x2 + y2) = 49 + 576 = 625
 अतः,  x2 + y2 = 25   (2)
(1) और (2) से, x2 = 9 और y2 = 16 ĤाÜत होता है।
 या  x =  3 और y = 4
Èयɉͩक गणुनफल xy ऋणा×मक है, इसͧलए हमɅ ĤाÜत होता है–
 x = 3, y = – 4 or, x = –3, y = 4
अतः, –7 –24i के वग[मलू 3 –4i और –3 + 4i हɇ।

Ĥæनावलȣ 5.4
Ǔनàनͧलͨखत सÉंयाओ ंका वग[मलू £ात कȧिजए–
 1 –15 –8i   (उƣर  1 –4i, –1 + 4i) 2. –8 –6i  (उƣर  1 –3i, –1 + 3 i)

 3. 1 –i   (उƣर 
2 1 2 1

2 2
i

 
    

 

m ) 4. –i  (उƣर 
1 1

2 2
i

   
 

) 
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 5. i  (उƣर  )  6. 1 + i   (उƣर )

अÚयाय 9

9.7. अपǐरͧमत G.P. और उसका योग
a, ar, ar2, ar3, ... के Ĥकार कȧ G.P. एक अपǐरͧमत (infinite) G.P. कहलाती है। अब, एक अपǐरͧमत 
G.P. के योग का सğू £ात करन ेके ͧलए, हम एक उदाहरण से Ĥारंभ करत ेहɇ। आइए Ǔनàन G.P. 
पर ͪवचार करɅ– 

  

यहाँ a = 1,  है। हमɅ ĤाÜत होता है–

   =

2
1

23
3 1

2 31
3

n

n
          

   

जसै-ेजसै ेn बड़ा होता जाता है, आइए देखɅ ͩक 
2

3

n
 
 
 

 का Èया åयवहार रहता है।

  n 1 5 10 20

2

3

n
 
 
 

 0.6667 0.1316872428 0.01734152992 0.00030072866

हम देखत ेहɇ ͩ क जसेै-जसेै n बड़ा होता जाता है, 2

3

n
 
 
 

 शÛूय के Ǔनकटतर और अͬधकतर Ǔनकटतर 

होता जाता है। गͨणतीय Ǿप से, हम कहत ेहɇ ͩक जसेै n पया[Üत Ǿप स ेबड़ा हो जाता है।, वसेै 

हȣ 2

3

n
 
 
 

 पया[Üत Ǿप स ेछोटा हो जाता है। दसूरे शÞदɉ मɅ, जब  होता है। इसके 

पǐरणाम èवǾप, हम £ात करत ेहɇ ͩक अपǐरͧमत Ǿप से अनके पदɉ का योग है।

अब, एक गणुोƣर Įेढ़ȣ a, ar, ar2, ..., के ͧलए, यǑद साव[अनपुात r का सÉंया×मक मान 1 से छोटा 

है, तो
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 S
n
 = 

इस िèथǓत मɅ, जब rn  0 है, Èयɉͩक |r| < 1 है। अतः,

    

साकेंǓतक Ǿप स,े अपǐरͧमत पदɉ के योग को या S स ेåयÈत ͩकया जाता है।

इस Ĥकार, हमɅ  ĤाÜत होता है।

उदाहरणाथ[, (i) 

   (ii) 2 3

1 1 1 1 1 2
1 ...

112 2 2 311
22

      
   

 

Ĥæनावलȣ 9.4

Ǔनàन गुणोƣर ĮेǑढ़यɉ के अपǐरͧमत पदɉ तक योग £ात कȧिजए–
  1. 1, , , ...  (उƣर 1.5) 2. 6, 1.2, .24, ... (उƣर 7.5)

  3. 5,   (उƣर ) 4.  (उƣर )

 5. ͧसɮध कȧिजए ͩक  है।

 6. मान लȣिजए ͩक  x = 1 + a + a2 + ... और y = 1 + b + b2 + ..., जहा ँ|a| < 1 और |b| < 1 है। ͧसɮध 
कȧिजए ͩक

       1 + ab + a2b2 + ... =  
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अÚयाय 10

10.6 दो रेखाओ ंके ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर जान ेवालȣ रेखाओ ंके कुल (पǐरवार) कȧ समीकरण

मान लȣिजए ͩक दो ĤǓतÍछेदȣ रेखाओ ंl
1
 और l

2
 कȧ समीकरण Ǔनàन हɇ–

  = 0 (1)

और   = 0 (2)

समीकरणɉ (1) और (2) से, हम Ǔनàन समीकरण बना सकत ेहɇ–

  = 0 (3)

जहा ँ k एक èवछे अचर है, िजसे Ĥाचल (parameter) कहा जाता हɇ। k के ͩकसी भी मान के ͧलए, 
समीकरण (3) चरɉ x और y मɅ Ĥथम घात कȧ समीकरण है। अतः, यह रेखाओ ंके एक कुल (family) 
को ǓनǾͪपत करती है। k के ͩकसी मान को लकेर इस कुल (या पǐरवार) के एक ͪविæçट सदèय 
को ĤाÜत ͩकया जा सकता है। k के इस मान को अÛय ĤǓतबधंɉ ɮवारा £ात ͩकया जा सकता है।
उदाहरण 20  उस रेखा कȧ समीकरण £ात कȧिजए, जो y-अ¢ के समांतर है तथा x – 7y + 5 = 0 
और 3x + y – 7 = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर खीचंी गई है।

हल  दȣ हुई रेखाओ ंके ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे होकर जानवेालȣ रेखा कȧ समीकरण Ǔनàन Ǿप कȧ होगी–

  = 0

अथा[त ्  = 0 (1)

यǑद यह रेखा y-अ¢ के समातंर है, तो y का गणुाकं शÛूय होगा।
अथा[त,्  k – 7 = 0 है, िजससे k = 7 ĤाÜत होता है।
 k के इस मान को समीकरण (1) मɅ ĤǓतèथाͪपत करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–
 22x – 44 = 0,    अथा[त ्  x –2 = 0, जो वाǓँछत समीकरण है।

उदाहरण 10.4

1. उस रेखा कȧ समीकरण £ात कȧिजए, जो रेखाओ ं3x + 4y = 7 और x – y + 2 = 0 के ĤǓतÍछेद 
ǒबदं ुस ेहोकर जाती है और उसकȧ Ĥवणता 5 है। (उƣर 35x – 7y + 18 = 0 )

2.  रेखाओ ंx + 2y – 3 = 0 और 4x – y + 7 =0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे होकर जान ेउस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए जो रेखा 5x + 4y –20 = 0 के समातंर है।  (उƣर 15x + 12y – 7 = 0)

3. रेखाओ ं2x + 3y – 4 = 0 और x – 5y = 7 के ĤǓतÍछोद ǒबदं ुस ेहोकर जाने वालȣ उस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए, िजसका x-अतंः खडं – 4 के बराबर है।  (उƣर 10x + 93y + 40 = 0)
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4. रेखाओ ं5x –3y = 1 और 2x + 3y – 23 = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर जाने वालȣ उस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए जो रेखा 5x – 3y – 1 = 0 पर लबं है।(उƣर 63x + 105y – 781 = 0)

10.7. मलूǒबदं ुका èथानातंरण
Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ कȧ एक Ǔनकाय (system) के 
सदंभ[ मɅ, ǒबदंओु ंके एक समुÍचय के सगंत 
एक समीकरण को, ǒबदंओु ं के समÍुचय को 
एक उपयÈुत Ǔनदȶशाकं पɮधǓत मɅ इस Ĥकार 
लेकर ͩक सभी Ïयाͧमतीय गणु अपǐरवत[नीय 
रहɅ, सरलȣकृत ͩकया जा सकता है। एक एेसा 
Ǿपातंरण है िजसमɅ नई अ¢ɉ को Ĥारंͧभक अ¢ɉ 
के समातंर बदल Ǒदया जाता है तथा मलूǒबदं ु
को नए ǒबदं ुपर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है। 
इस Ĥकार के Ǿपातंरण को अ¢ɉ का èथानांतरण 
कहत ेहɇ। 

तल के Ĥ×येक ǒबदं ु के Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ 
के इस èथानातंरण के अतंग[त बदल जात ेहɇ। 
ǒबदंओु ंके पुरान ेऔर नए Ǔनदȶशाकंɉ के बीच 
सबंधं £ात होन ेपर, हम Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ कȧ नई 
पɮधǓत के पदɉ मɅ एक ͪवæलषेणा×मक समèया का अÚययन कर सकते हɇ।

यह देखन ेके ͧलए ͩक अ¢ɉ के एक èथानातंरण के अतंग[त तल के एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं 
ͩकस Ĥकार बदलत ेहɇ, आइए अ¢ɉ  OX और OY के सदंभ[ मɅ एक ǒबदं ुP(x, y) लɅ। मान लȣिजए 
ͩक OX और  OYĐमशः  OX और OY के समातंर नई अ¢ हɇ, जहा ँO नया मलूǒबदं ुहै। मान 
लȣिजए ͩक परुानी अ¢ɉ के सदंभ[ मɅ O के Ǔनदȶशाकं (h, k) हɇ, अथा[त ्OL = h और LO = k है। साथ हȣ, 
OM = x और MP = y है (देͨखए आकृǓत 10.21)।
 मान लȣिजए ͩक OM  = x और MP = y  Đमशः, नई अ¢ɉ O X  और O Yके सदंभ[ 
मɅ, ǒबदं ुP के भुज और कोǑट हɇ। आकृǓत 10.21 स,े यह सरलता स ेदेखा जा सकता है ͩक
  OM = OL + LM, अथा[त ्x = h + x 
 और  MP = MM  + M P,  अथा[त ्y = k + y 
 अतः,  x = x  + h और y = y  + k

ये हȣ सğू परुान ेऔर नए Ǔनदȶशाकंɉ मɅ सबंधं दशा[त ेहɇ। 
उदाहरण 21  ǒबदं ु(3, – 4) के नए Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए, यǑद मलूǒबदं ुको (1, 2) पर èथानातंǐरत 
कर Ǒदया जाता है।
हल  नए मलूǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं h = 1 और k  = 2 हɇ तथा ǒबदं ुके Ĥारंͧभक Ǔनदȶशाकं x = 3 और 
y = – 4 हɇ।
परुाने Ǔनदȶशाकंो (x,  y) और नए Ǔनदȶशाकंɉ (x, y) के बीच मɅ Ǿपातंरण सबंधं Ǔनàन स ेǑदए जात ेहɇ–
  x = x  + h    अथा[त ्   x  = x – h

 और  y = y  + k  अथा[त ्  y  = y – k

 मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करन ेपर, हम ĤाÜत करत ेहɇ–  

आकृǓत  10.21
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 x  = 3 – 1 = 2 और y  = – 4 – 2 = – 6

अतः, नई पɮधǓत मɅ ǒबदं ु(3, – 4) के Ǔनदȶशाकं (2, – 6) हɇ।
उदाहरण 22 सरल रेखा 2x – 3y + 5 = 0 कȧ Ǿपातंǐरत समीकरण £ात कȧिजए, यǑद अ¢ɉ के 
èथानातंरण ɮवारा मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(3, –1) पर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है।
हल मान लȣिजए ͩक एक ǒबदं ु P के Ǔनदȶशाकं (x, y) नई Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ मɅ (x , y ) मɅ बदल जाते 
हɇ, जबͩक मूलǒबदं ुh = 3, k = –1 हो जाता है। अतः, हम Ǿपातंरण सğूɉ को x = x + 3 और y = y –1 
के Ǿप मɅ ͧलख सकत ेहɇ। सरल रेखा कȧ दȣ हुई समीकरण मɅ इन मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करने 
पर, हमɅ ĤाÜत होता है–
 2(x  + 3)  –3 (y  – 1) + 5 = 0

या 2x  – 3y  + 14 = 0

अतः, नई पɮधǓत मɅ, सरल रेखा कȧ समीकरण 2x – 3y + 14 = 0

Ĥæनावलȣ 10.5
 1. Ǔनàन मɅ स ेĤ×येक िèथǓत मɅ, ǒबदंओु ंके नए Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए, यǑद अ¢ɉ के एक 

èथानातंरण ɮवारा मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(–3, –2) पर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है–
  (i)  (1, 1)  (उƣर (4, 3))  (ii) (0, 1) (उƣर (3, 3)) 

  (iii)  (5, 0) (उƣर (8, 2) )  (iv) (–1, –2) (उƣर (2, 0))

  (v)  (3, –5)   (उƣर (6, –3))

 2. £ात कȧिजए ͩक मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(1, 1) पर èथानातंǐरत करने पर Ǔनàन समीकरण Èया हो 
जाती है;

  (i)  2 23 2 0x xy y y      (उƣर )

  (ii) 
2 0xy y x y     (उƣर 2 0xy y  )

  (iii) 1 0xy x y     (उƣर 0xy  )

अÚयाय 13

13.5. चरघाताकंȧय और लघगुणकȧय फलनɉ स ेसबंɮध सीमाएँ

चरघाताकंȧय (exponential) और लघगुणकȧय (logarithmic) फलनɉ से सबंधं åयजंकɉ कȧ सीमाओं 
(limits) के मानɉ को Ǔनकालने कȧ चचा[ करन ेस ेपहल,े हम इन दोनɉ फलनɉ के Ĥातँ और पǐरसर 
बतात ेहुए, इनका पǐरचय करात ेहɇ तथा इनके र.फ आलेख बनाते हɇ। एक महान िèवस गͨणत£ 
ͧलयोनाड[ अॉयलर (1707– 1783) न ेसÉंया e का पǐरचय Ǒदया िजसका मान 2 और 3 के बीच िèथत 
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आकृǓत  13.12

O

है। यह सÉंया चरघाताकंȧय फलन को पǐरभाͪषत 
करन ेके ͧलए उपयोगी है तथा इस ेf (x) = ex, x  

R के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। इसका Ĥातँ 
R है और पǐरसर घना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंका 
समÍुचय है। चरघाताकंȧय फलन, अथा[त ्y =  ex का 
आलेख आकृǓत 13.11 मɅ Ǒदए अनसुार होता है।

इसी Ĥकार, लघगुणकȧय फलन, िजसे 

 के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जाता 

है, को  ɮवारा Ĥदƣ ͩकया जाता है, 

यǑद और केवल यǑद ey = x हो। इसका Ĥातँ 

R+ है, जो सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ं

का समुÍचय है तथा इसका पǐरसर R है। 

लघगुणकȧय फलन y =  का आलेख 

आकृǓत 13.12 मɅ दशा[या गया है।

 पǐरणाम  को ͧ सɮध करने के 

ͧलए, हम åयजंक  स ेसबंɮध एक असͧमका 

का उपयोग करत ेहɇ, जो इस Ĥकार है–

   1 + (e – 2) |x|, [–1, 1] ~ {0} मɅ सभी x के ͧलए स×य है।

Ĥमेय 6  ͧसɮध कȧिजए ͩक  है।

उपपͪƣ  उपयु[Èत असͧमका का उपयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है– 

    1 + | x| (e – 2), x  [–1, 1] ~ {0}

साथ हȣ,  =  

आकृǓत  13.11
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और  =   

अतः, सɇडͪवच Ĥमेय ɮवारा, हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 1

Ĥमेय 7 ͧसɮध कȧिजए ͩक 

उपपͪƣ मान लȣिजए ͩक Let  है तब,

  = xy 

   

   

या   = 1

  = 1 (Èयɉͩक x  0 से xy  0 ĤाÜत होता है)

    ( Èयɉͩक  ) 

   

उदाहरण 5 अͧभकͧलत कȧिजए 
हल  हमɅ ĤाÜत है–

  = 
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  =  

  =   

उदाहरण 6 अͧभकͧलत कȧिजए  

हल हमɅ ĤाÜत है–  

  = 

उदाहरण 7 अͧभकͧलत कȧिजए  

हल  x = 1 + h रͨखए। तब,  है। अतः,

  = 1 ( Èयɉͩक  है)

Ĥæनावलȣ 13.2
Ǔनàन सीमाओ ंके मान Ǔनकाͧलए, यǑद उनका अिèत×व है–

1.   (उƣर 4) 2.  (उƣर e2)

3.  (उƣर e5) 4.  (उƣर 1)

5.  (उƣर e3) 6.   (उƣर 2)

7.  (उƣर 2) 8.  (उƣर 1)
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